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Documents et calculatrices interdits

Exercice 1. Soit I'espace de Hilbert L?([0,27]) muni du produit scalaire (f,g) = f% f(z) g(x)dx.

0
Pour n € N, on pose f,(x) = sin(nz).

1. Soit 0 <a<b<2m et gop = Ljay-
Montrer que lirf (fns Gap) = 0.
n—-+oo
En déduire que pour tout g € L*([0,27]) on a lir}rq (fn,g9) =0
n—-+0oo
2. Soit 0 <a<b<2m et g=T14y.
1
. 2 _
Montrer que lim (f2.9) = (2..0)

3. Déduire qu’aucune sous-suite de f, ne converge presque partout vers 0.

Exercice 2.

1. Pour a > 0. Calculer la transformée de Fourier de g, = 1| 4.

2. Pour f € L'(R), on note f la transformée de Fourier de f. Pour g € L2(R), on note
F(g) la transformée de Fourier-Plancherel de g.
Soit f,g € L*(R). Parmi les deux formules suivantes, laquelle peut avoir un sens?

—~

F(f)*F(g) =F(fg) ou F(f)*F(g) = fg. Justifier brievement votre réponse.
{sins.:;ax) sz 7& 0

3. Pour a > 0, on pose f,(x) = . :
a stz =0
Montrer que f, € L*(R) N Cy(R).

Pour a,b > 0, déterminer f, * fj.

(On pourra utiliser 1) et 2) )

4. Montrer que I'équation f * f = f admet une infinité de solutions dans f € L*(R).

Exercice 3.
Soit f(2) = az? + b2z + cz?, ol a,b et ¢ sont des nombres complexes fixés.

1. Montrer que f est C-dérivable en z si et seulement si bz + 2¢z2 =0

2. Déterminer I’ensemble des points ou f est holomorphe ?



