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Exercice 1. [11pts]

1. Soit f ∈ H(D(0,1)).

Montrer que g(z) := f(z) est holomorphe dans D(0,1).

2. Soit Ω = C \ R−. Expliciter deux déterminations de la fonction racine z
1
2 dans Ω.

3. Déterminer le nombre de racines (comptés avec leur multiplicité) de ez − 4z3 + 1 = 0
dans le disque |z| < 1.

Faire de même pour la couronne 1 < |z| < 2.

4. Existe-t-il une fonction entière non constante f, telle que f(C) = C \ R ?

(Ind : on pourra considérer le signe de la partie imaginaire de f)

Exercice 2. [4pts]

1. Montrer que la fonction f : D(0,3) \ {0} → C définie par z 7→ z

ez − 1
admet un

prolongement en une fonction holomorphe sur D(0,3) .

2. Calculer

∫
C(0,2)

1

z(ez − 1)
dz.

Exercice 3. [5pts]

1. Soit A un ensemble discret de C. Soit h : C \ A → C une fonction holomorphe et
M > 0 telle que |h(z)| ≤M pour tout z ∈ C \ A.
Montrer que h est constante.

2. Soient f et g deux fonctions entières telles que pour tout z ∈ C :

|g(z)| ≤ |f(z)|.

Montrer qu’il existe une constante c telle que g = cf.
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