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Exercice 1.

1. Montrer que pour tout x ∈ R, λ({x}) = 0.

2. Soit E un ensemble mesurable de R.
Pour tout x ∈ R on pose fE(x) = λ (E ∩ [−|x|,|x|]) .
(a) Montrer que fE est une fonction paire et croissante sur [0,+∞[.

(b) Déterminer fE lorsque :

i) E = Q
ii) E = R \Q
iii)E = [0,1[

(c) Sous quelle condition a-t-on lim
x→+∞

fE(x) = +∞?

3. En utilisant le théorème de convergence dominée, calculer lim
n→+∞

∫ 2π

0

(
cos(x2)

)n
dx.

Exercice 2. Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel fermé de H. On
désigne par PF : H → F la projection orthogonale sur F.

i) Pour x ∈ H, énoncer deux caractérisations de la projection de PF (x), l’une faisant
intervenir la norme et l’autre une égalité sur le produit scalaire.

ii) Montrer que ‖PF‖ = 1 si F 6= {0}.
iii) Montrer que PF est auto-adjoint i.e. 〈PF (x),y〉 = 〈x,PF (y)〉 pour tout x,y ∈ H.
iv) Soit G un autre sous-espace vectoriel fermé de H. On suppose que ‖PF ◦ PG‖ < 1.

Déterminer F ∩G.
v) On suppose que F = {x ∈ H | 〈x,a〉 = 0}, où a ∈ H \ {0}. Déterminer PF .

Exercice 3.
Soit l’espace de Hilbert H = L2([−1,1],R).

Soit V :=

{
f ∈ H |

∫ 1

−1
f(x) dx =

∫ 1

−1
xf(x) dx =

∫ 1

−1
x2f(x) dx = 0

}
.

1. Montrer que V est un sous-espace fermé de H.
Déterminer V ⊥.

2. Soit f(x) = x2 + x4. Calculer min
a,b,c∈R

∫ 1

−1
|f(x)− ax2 − bx− c|2dx.

Déterminer la projection de f sur V.
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