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Exercice 1.

1. Calculer

∫
R
1Q(x) dx

où 1Q(x) =

{
1 si x ∈ Q
0 si x 6∈ Q

2. En utilisant le théorème de convergence dominée ( qu’on justifiera soigneusement),
calculer la limite lorsque n tend vers +∞ de

In =

∫
R

(
1

(1 + x2)n
+ 1Q(x)

)
dx.

3. Soit f ∈ L1(R). On pose F (x) :=

∫
R
1[0,x]f dt.

Montrer que si xn → x alors limn→+∞ F (xn) = F (x).

Exercice 2.

1. Soit l’espace de Hilbert H = `2(N,C) muni du produit scalaire :
〈(xn),(yn)〉 =

∑
n∈N xnyn.

Soit N ∈ N− {0} fixé, on pose VN = {(xn)n∈N ∈ H |
N∑

n=0

xn = 0}.

(a) Montrer que VN est un sous-espace vectoriel fermé de H.
(b) En déduire que H = VN ⊕ V ⊥

N .

(c) Déterminer V ⊥
N .

(d) Soit a = (an)n∈N tel que a0 = 1 et an = 0 si n ≥ 1.
Calculer la distance de a à VN .

Exercice 3. Soit l’espace de Hilbert H = {f : [1,+∞[→ R |
∫ +∞

1

f 2(x)
dx

x6
< +∞} muni

du produit scalaire,

〈f,g〉 =

∫ +∞

1

f(x) g(x)
1

x6
.
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1. Montrer que R2[X] l’espace des polynômes de degré ≤ 2 est contenu dans H.

2. On pose ek(x) = xk, pour k = 0,1 et 2

Calculer 〈ek,el〉 pour k,l ∈ {0,1,2}.
3. Déterminer a,b ∈ R tels que P0(x) = 1, P1(x) = 4x + a et P2(x) = 3x2 + bx + 10 et
{P0,P1,P2} soit un sytème orthogonal.

4. Soit f(x) =
1

x
. Vérifier que f ∈ H.

Déterminer P ∈ R2[X] tel que ‖f − P‖ = dist(f,R2[X]).
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