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Exercice 1.

1.

∫
R
1Q(x) dx = µ(1Q) = 0

2. On a

(a)
∣∣∣ 1
(1+x2)n

+ 1Q(x)
∣∣∣ ≤ 1

1+x2 , µ p.p. et 1
1+x2 ∈ L1(R)

(b) limn→+∞
1

(1+x2)n
+ 1Q(x) = 1Q(x) = 0, µ p.p.

d’après le théorème de la convergence dominée on aura

lim
n→+∞

In =

∫
R

lim
n→+∞

(
1

(1 + x2)n
+ 1Q(x)

)
dx =

∫
R
1Q(x) dx = 0.

3. on a

(a) |1[0,x]f | ≤ |f |, µ p.p. et |f | ∈ L1(R)

(b) limn→+∞ 1[0,xn](y)f(y) = 1[0,x](y)f(y), µ p.p.

on obtient par le théorème de la convergence dominée

limn→+∞ F (xn) =

∫
R

lim
n→+∞

1[0,xn]f dt =

∫
R
1[0,x]f dt = F (x).

Exercice 2.

1. Soit l’espace de Hilbert H = `2(N,C) muni du produit scalaire :
〈(xn),(yn)〉 =

∑
n∈N xnyn.

Soit N ∈ N− {0} fixé, on pose VN = {(xn)n∈N ∈ H |
N∑

n=0

xn = 0}.

(a) Soit f : H → C l’application définie par f((xn)) =
N∑

n=0

xn.

Si on pose u = (un) avec u0 = u1 = . . . = uN = 1 et an = 0 si n ≥ N + 1, alors

a ∈ H (car ‖u‖2 = N
1
2 ) et f((xn)) = 〈(xn),u〉.

Alors d’après le théorème de Riesz, f est alors une forme linéaire continue et
‖f‖ = ‖u‖2.
Par suite, VN = ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé de H et u ⊥ VN .

1



(b) Comme H est un espace de hilbert et VN est fermé, le théorème de la projection
entrâıne : H = VN ⊕ V ⊥N .

(c) f(u) = N ainsi, b =
u

N
vérifie f(b) = 1.

Soit x ∈ H. On écrit x = 〈x,u〉b+ (x− 〈x,u〉b), comme f(x− 〈x,u〉b) = f(x)−
〈x,u〉f(b) = f(x)− 〈x,u〉 = 0, (x− 〈x,u〉b) ∈ VN et 〈x,u〉b ∈ V ect{u}.
Comme u ⊥ VN , par unicité de la décomposition on aura V ⊥N = V ect{u}.

(d) Soit a = (an)n∈N tel que a0 = 1 et an = 0 si n ≥ 1.
dist(a,VN) = ‖PV ⊥

N
(a)‖2.D’après ce qui précède PV ⊥

N
(a) = 〈a,u〉b, d’où ‖PV ⊥

N
(a)‖2 =

|〈a,u〉|.‖b‖2. Comme 〈a,u〉 = 1 et ‖b‖2 = ‖ u
N
‖2 =

1

N
1
2

, finalement

dist(a,VN) = 1

N
1
2
.

Exercice 3. Soit l’espace de Hilbert H = {f : [1,+∞[→ R |
∫ +∞

1

f 2(x)
dx

x6
< +∞}

1. On pose en(x) = xn

Alors ‖en‖2 =
∫ +∞
1

x2n 1
x6 =

∫ +∞
1

x2n−6 dx < +∞ si et seulement si

2n− 6 < 0 i.e en ∈ H si et seulement si n ≤ 2.

Ainsi, R2[X] l’espace des polynômes de degré ≤ 2 est contenu dans H.

2. On pose ek(x) = xk, pour k = 0,1 et 2

〈ek,el〉 =
∫ +∞
1

xk+l 1
x6 =

∫ +∞
1

xk+l−6 dx = 1
5−k−l pour k,l ∈ {0,1,2}.

3. On doit avoir

(a) 0 = 〈P0,P1〉 = 4〈e0,e1〉+ a〈e0,e0〉 = 1 + a
5

d’où a = −5.

(b) 0 = 〈P0,P2〉 = 3〈e0,e2〉+ b〈e0,e1〉+ 10〈e0,e0〉 = 1 + b
4

+ 2 d’où b = −12.

(c) On vérifie que P1(x) = 4x − 5 et P2(x) = 3x2 − 12x + 10 ainsi obtenus sont
orthogonaux. 〈P1,P2〉 = 0.

4. Soit f(x) =
1

x
.

‖f‖2 =
∫ +∞
1

1
x2

1
x6 =

∫ +∞
1

1
x8 dx = 1

7
< +∞. D’où f ∈ H.

Déterminer P ∈ R2[X] tel que ‖f − P‖ = dist(f,R2[X]).

On cherche la projection P de f sous la forme P = a0P0 + a1P1 + a2P2 avec

〈f,Pi〉 = 〈P,Pi〉 pour tout i ∈ {0,1,2}.
(a) 1

6
= 〈f,P0〉 = 〈Q,P0〉 = a0〈P0,P0〉 = a0

5
d’où a0 = 5

6
.

(b) −1
30

= 〈f,P1〉 = 〈Q,P1〉 = a1〈P1,P1〉 = a1
3

d’où a1 = −1
10
.

(c) 1
60

= 〈f,P2〉 = 〈Q,P2〉 = a2〈P2,P2〉 = a2 d’où a2 = 1
60
.

Ainsi, P (x) = a0P0 + a1P1 + a2P2 =
5

6
+
−1

10
(4x − 5) +

1

60
(3x2 − 12x + 10) =

1

20
(30− 12x+ x2).
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