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Exercice 1. SoitH = L2([0,2π],C) muni du produit scalaire, 〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx.

On note en(x) = einx, n ∈ Z. On pose M := {f ∈ H | 〈f, en〉 = 0, pour tout n < 0}.
1. Montrer que M est un sous-espace fermé de H et que {en}n∈N est une base orthonor-

mée de M.

2. Déterminer les projections orthogonales sur M de f(x) =
1

2− eix
et g(x) =

1

1− 2eix
.

3. Pour z ∈ C, |z| < 1, on considère Φz : H → C, définie par Φz(f) =
+∞∑
n=0

〈f,en〉zn.

Montrer que Φz est bien définie. Justifier l’existence de l’unique fz ∈ H tel que
Φz(f) = 〈f, fz〉 pour tout f ∈ H. Déterminer fz.

Exercice 2.

1. Vérifier que la fonction f définie sur R par f(x) = e−3|x| est intégrable. Calculer sa

transformée de Fourier f̂ .

2. Montrer que pour tout y ∈ R on a :

∫
R

cos(xy)

9 + x2
dx =

π

3
f(y).

3. Soit g une fonction impaire définie sur R+ par g(x) =

∫ +∞

x

dt

9 + t2
.

Montrer que g est bornée, puis majorer pour x > 1,

∣∣∣∣g(x)−
∫ +∞

x

dt

t2

∣∣∣∣ .
En déduire que g ∈ L2(R), mais n’est pas un élément de L1(R).

4. Montrer que pour y 6= 0, lim
n→+∞

∫ n

0

g(x) sin(xy) dx =

∫ +∞

0

1− cos(xy)

(9 + x2)y
dx.

En déduire la transformée de Fourier-Plancherel F (g).

Exercice 3. Soit P (z) = z81 + 3z60 + 1.

1. Montrer que P a 60 racines toutes distinctes ( i.e. de multiplicité 1) dans D(0,1).

2. Montrer que les autres racines sont dans la couronne 1 < |z| < 2.
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Exercice 4. Soit f(z) =
1

z(z2 − 1)
.

1. Déterminer le développement en série de Laurent de f dans les couronnes :

(a) 0 < |z| < 1

(b) |z| > 1

2. Calculer

∫
C+(0,4)

f(z) dz

Exercice 5. Soit Ω un domaine de C contenant H+ = {z ∈ C | Im(z) ≥ 0}.
Soit f : Ω→ C une fonction holomorphe telle que :
f(R) ⊂ R et f(H+) ⊂ {z ∈ C |Re(z) ≥ 0}.
Soit g : C → C la fonction définie par g(z) = f(z) si z ∈ H+ et g(z) = f(z̄) si z 6∈ H+.

Montrer que g est une fonction entière et que

∣∣∣∣ 1

1 + g

∣∣∣∣ ≤ 1.

En déduire que f est constante.

Exercice 6.

1. Soit a ∈ R et F (a) =

∫ +∞

−∞

eat

1 + et
dt. On pose I = {a ∈ R |F (a) <∞}.

Montrer que I est un intervalle, que l’on déterminera.

2. Déterminer les singularités de g(z) =
eaz

1 + ez
ainsi que les résidus en ces points.

En intégrant g, en déduire que pour tout a ∈ I : F (a) =
π

sin(aπ)
.

3. On suppose maintenant que a ∈ C. On pose U = {a ∈ C |
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ eat

1 + et

∣∣∣∣ dt <∞}.
Déterminer U. En déduire que F (a) =

π

sin(aπ)
pour tout a ∈ U.

4. Soit a = α + iβ un point de U. Soit r = min{α, 1− α}.

Montrer que la série entière
+∞∑
0

zn

n!

∫ +∞

−∞

tneat

1 + et
dt (1)

converge dans le disque D(0,r).

En déduire que le développement en série entière de
π

sin(zπ)
dans D(a,r) est donné

par (1)
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