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Exercice 1. Soit H = L?([—1,1],C) muni du produit scalaire, (f,g) = /1 f(x) g(x) da.
-1
On définit M, :={f € H| fjl f(x)dr =0} et My :={feH|f(zx)=f(—z)pp. }.

1. Montrer que M; est un fermé et déterminer Mi-.
2. Déterminer la distance de f(z) = 22 & M.
3. Montrer que My est un fermé et déterminer Mj-.

4. Déterminer la distance de g(x) = e* a Ma.

Exercice 2.

1. Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels denses dans
2(N,R).

(a) Vi = {(as) € A(NR)] a1 > 0}.

(b) Vo = {(a,) € *(N,R) | a0 = 0}.

(c) Va={(an) € C(NR)| 3, e |sin(an)| < +oo}.
2. Monter que V3 = ¢}(N,R).

Exercice 3. Soit L?*(R,C) muni du produit scalaire, (f,9) = [, f(z) g(z) dx.

1. Montrer que (f,g) = (F(f),F(g)) pour f,g € L*(R,C)

2. Soit t € R. Exprimer la transformée de Fourier de g(z) := f(x + t) en fonction de
celle de f.

3. Soit f € L*(R,C) telle que || f2 = 1. Montrer que limy_o [ f(2)f(x +t)dz = 1.

Exercice 4. Soit P(z) = 2" — 42% + 623 + 15.
1. Montrer que P a toutes ses racines dans D(0,2).

2. Combien de racines a t-il dans la couronne {z € C, 1< |z| < 3}?
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Exercice 5. Calculer par la méthode des résidus / T .

0 4+.Z'2

Exercice 6. Soit f une fonction entiere telle que f(C) C C\ [0, + oo

1. Montrer qu’il existe une fonction entiere g telle que f = €9 et vérifier que g(C) C C\R.
(on pourra considérer une primitive de f?)

2. Monter que f est constante.

Exercice 7.
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e
Soient a = /5 (1 + 1) et g défini = —
olent a = /T (1 +1) et g définie par g(z) ==
Pour tout R > 0 on note g le lacet correspondant au parallélogramme de sommets

—R,R,R+ a et —R + a orienté dans le sens positif.

1. Calculer
/ g(z)dz.
YR
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# et utiliser ce résultat pour démontrer que

2. Montrer que g(z) — g(z +a) = e~

& 2
/ e " dx = +/T.
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3. Montrer que pour R > 0 on a la majoration

+00 ) e*R2
dr < _—
/R e r < \/El g



