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Exercices a savoir faire

Exercice 1
Déterminer les ensembles correspondants aux régions grisées.
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Exercice 2

Hachurer les régions correspondants aux expressions données.

E E E

(CNBYNA (BUA)\C (A\B)nC

Exercice 3

1) Soit A un sous ensemble de N dont tous les éléments sont strictement plus grands que 100. Que
peut-on dire du plus grand élément du complémentaire de A 7

2) Donner (si possible) I'exemple de deux sous-ensembles A et B de N tels que le plus petit élément
de AN B ne soit ni le plus petit élément de A, ni le plus petit élément de B.

3) Donner (si possible) 'exemple de deux sous-ensembles A et B de N tels que le plus petit élément



de AU B ne soit ni le plus petit élément de A, ni le plus petit élément de B.
Exercice 4

Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E. Montrer les égalités Cg(AU B) = CpA N CpB,
Ce(ANDB)=CgAUCEgBet (AUB)NC = (ANC)U (BNC). Hlustrer le résultat avec des patates
et des couleurs.

Exercice 5

Soit E' un ensemble et A, B deux parties de E. Montrer les formules suivantes :
1) A=B& ANB=AUB.

2) AAB=A< B\A=B.

3) ANB=ANC < ANCgB=ANCgC.

Exercice 6

Soit E un ensemble. Démontrer les formules suivantes :
1. VA, BeP(E) (AUBCANB)=A=0B,
2. VA,B,CeP(E) (ANBCANCet AUBCAUC)= BCC.
3. VA/B,CeP(E) (AnNB=AnCet AUB=AUC)=B=C.

Exercice 7

Montrer que 'ensemble C' = {(x,y) € R x R ; 2% + 4% < 1} ne peut s’écrire comme produit cartésien
de deux sous-ensembles de R.

Exercice 8

Les courbes suivantes sont-elles des graphes d’applications de [0, 5] dans R?
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Exercice 9

On considere les applications suivantes :

f:R=R, z— 22,

g:Ry =R,z 22,

h:R—=R, x—2?+2,

i:R*_—>Rj,x»—>x2,

j:R =R, 2+~ 3.

Dessiner les graphes de ces applications. Sont-elles injectives, surjectives, bijectives 7



Exercice 10

On considére les deux fonctions f : R — Ry et g : R — R dont les graphes sont représentés
ci-dessous :

Graphe de f Graphe de g

1) L’application f est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
2) Par lecture du graphe, déterminer f~1({1}) et f([2,4]).

3) L’application g est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
4) Par lecture du graphe, déterminer g([1/2,3/2]) et g~1([0, 1]).

Exercice 11

On considere I'application

i
ot

[ R\{=2}

—
—

8
V]

+

1) Montrer que f est injective.

2) Trouver un réel a ne possédant pas d’antécédents par f. On note g 'application obtenue a partir
de f en restreignant I’ensemble d’arrivée a R\{a}.

3) Montrer que g est bijective.

4) Ecrire la bijection réciproque de g.

Exercice 12

Soient les applications

g : N — N
f N — N " . .
et 5 sl x est pair
r — 2z r — 221 . . .
=5~ sl est Impair.

Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f, g, fog et go f.

Exercice 13

Soient f:R? — R? et g : R? — R définies par f(z,y) = (v +vy,z —y) et g(x,y) = vy — 2%

1) Montrer que f est bijective.

2) Exhiber une application h : R — R? telle que g o h = Idg. L’application g est-elle surjective ?
3) L’application g est-elle injective ? Existe-t-il une application i : R — R? telle que i o g = Idp2 ?

Exercice 14

Soient E et F' deux ensembles et f une application £ — F'.
1) Démontrer les formules suivantes :

1. VA, B P(E) AcCB= f(A)C f(B),

2. VA,B e P(E) f(ANDB)C f(A)N f(B),
3. VA,Be P(E) f(AUB) = f(A)U f(B),

4. YA, BeP(F) fYAUB)=fYAUfYB),
5. YA,Be P(F) f~YANnB)=f"YA)nf(B),
6. VAc P(F) f~YF\A)=E\ f'(A).



2) La formule VA, B € P(E) A C B < f(A) C f(B) est-elle toujours vraie ? On pourra, si besoin,
donner un contre-exemple.
3) La formule VA, B € P(E) f(ANB)= f(A)N f(B) est-elle toujours vraie ? On pourra, si besoin,
donner un contre-exemple.

Exercice 15

1) Dessiner si possible le graphe d’une application surjective f et d’une application g dont la composée
f o g ne soit pas surjective.

2) Dessiner si possible le graphe d’une application surjective f et d’une application g dont la composée
g o f ne soit pas surjective.

3) Dessiner si possible le graphe d’une application surjective f et d’une application g surjective dont
la composée g o f ne soit pas surjective.

4) Reprendre les questions précédentes avec « injective » au lieu de « surjective ».

Exercice 16

On définit deux applications f et g de [0,1] dans R par

f(x)—{ 20 size€l0,1/2] g(m):{g x sixel0,1/2]

" J1—2x sinon xz—1 sinon

Déterminer f o g et go f. Ces applications sont-elles égales ?

Exercices a chercher

Exercice 17

Soit £ un ensemble et A, B des parties de F.

1) Déterminer toutes les parties X de F vérifiant AU X = B (on pourra commencer par remarquer
que si A n’est pas inclus dans B, de telles parties n’existent pas; il reste a examiner le cas ou A est
inclus dans B; on pourra s’aider de patates).

2) Déterminer toutes les parties X de F vérifiant AN X = B.

Exercice 18

Soient F un ensemble et f : P(E) — R une application, telle que pour toutes parties disjointes A, B
de X on ait f(AUB) = f(A) + f(B).

1) Montrer que f(()) = 0.

2) Montrer que pour toutes parties A, B de X ona f(AUB) = f(A)+ f(B) — f(AN B).

Exercice 19

Le but de cet exercice est de montrer que « I’ensemble de tous les ensembles n’existe pas ».

Enoncé de Uezercice : 1l s’agit de montrer que Pexistence d’un ensemble dont les éléments
sont tous les ensembles aboutit & une contradiction. Supposons qu’il existe un tel ensemble X. En
considérant l'ensemble y = {z € X, x ¢ x}, aboutir & la contradiction cherchée (indication : y
appartient-il a y 7 cf. également le paradoxe du barbier ci-dessous). Ainsi I'ensemble X ne peut pas
exister.

Commentaires : La découverte de ce « paradoxe » par le logicien Bertrand Russel en 1901 a
permis par la suite de dégager de « bons » axiomes pour la formalisation de la théorie des ensembles.
Une version « grand public » de ce paradoxe est connue sous le nom de paradoxe du barbier : le
barbier du village est celui qui rase tous les hommes du village qui ne se rasent pas eux-mémes, et
eux seulement ; le barbier se rase-t-il lui méme ?



