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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Vous disposez de 2h pour répondre aux questions des exercices suivants. Les documents
et calculatrices sont interdits. Les téléphones portables doivent être éteints et rangés dans
les sacs. Toutes les réponses devront être dûment justifiées.

Exercice 1
Soient 𝐸 un ensemble, et 𝐴, 𝐵, 𝐶 trois parties de 𝐸. Montrer que

(𝐴 ⊂ (𝐵 ∩ 𝐶) et (𝐵 ∪ 𝐶) ⊂ 𝐴) =⇒ 𝐴 = 𝐵 = 𝐶

Exercice 2
1) Soit l’application

𝑓 : R×] − 1, +∞[ −→ R
(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑥

𝑦+1 .

(i) L’application 𝑓 est-elle surjective ?
(ii) Déterminer l’ensemble 𝑓−1({2}). L’application 𝑓 est-elle injective ?

2) Montrer que l’application

𝑔 : R2 −→ R2

(𝑥, 𝑦) ↦−→ (𝑥 + 𝑦, −2𝑥 − 3𝑦)

est bijective. Que vaut 𝑔−1 ?

Exercice 3
1) Caculer le pgcd et le ppcm de 175 et 495.
2) Trouver deux entiers 𝑢0 et 𝑣0 tels que :

175𝑢0 + 495𝑣0 = 5

3) Expliciter l’ensemble des solutions dans Z2 de l’équation

175𝑢 + 495𝑣 = 5
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4) Expliciter l’ensemble des solutions dans Z2 de l’équation

175𝑢 + 495𝑣 = 157

Exercice 4
1) Trouver le reste dans la division euclidienne de 289 par 5, puis de 3789 par 5.
2) Soit 𝑛 un entier naturel, trouver en fonction de 𝑛, le reste dans la division euclidienne
de 2𝑛 par 5, puis de 3𝑛 par 5.
3) Pour quelles valeurs de 𝑛, l’entier 5 divise-t-il le nombre 16558𝑛 + 320547𝑛 ?

Exercice 5
Soit 𝑛 un entier naturel.

1) Décomposer en produit de nombres premiers le nombre 360.
2) Montrer que 9 divise 𝑛2(𝑛2 − 1)(𝑛2 − 4).
3) Montrer que 8 divise 𝑛2(𝑛2 − 1)(𝑛2 − 4).
4) Montrer que 360 divise 𝑛2(𝑛2 − 1)(𝑛2 − 4).
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