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Réponses (succintes)

Exercice 1. Soient «, b deux réels et m, n deux entiers naturels. Déterminer le reste de la division
euclidienne dans R[X] de A par B quand :

1 )A arbitraire, B = (X —a)(X —b). On exprimera le reste en fonction de A(a) et A(b) sia # b
et en fonction de A(a) et A’(a) si a =b.

2)A=(cosa + Xsina)" et B=X2+1;

3)A=(X—-1)"+X"™—1et B=X?— X +1 (on discutera suivant les valeurs de m).

A(bl)):aA(a)X + bA(ag:((;A(b) sia 7é b

A(a)X 4+ A(a) —aA'(a) sia =D
2 ) Le reste de la division euclidienne de A par B est R = sin(na)X + cos(na).
3)A=(X-1)"+Xm—1et B= X?—X+1 (on discutera suivant les valeurs de m). On écrit,

(X=1)m4+Xm—1=Q(X)(X?—X+1)+aX +b, et on utilise que les racines de X? — X + 1 sont

—j et —j2. 11 suffit ici en réalité d’utiliser 1’évaluation en —j, sachant que tout nombre complexe

s’écrit de fagon unique sous la forme z + jy, avec x,y € R. On trouve :

Réponse : 1) Le reste de la division euclidienne de A par B est R = {

(_1)’m(1 +j)m + (_1)7nj7n _ 1 — Q(_]) X 0 _ aj + b
On distingue ensuite suivant la valeur de m modulo 3, utilisant que j + 1 = —;2 on aura

(=)™ + )™ 4 (=1)™j™ — 1 = 52 4 (=1)™j™ — 1.

— Sin =0 [3], alors j2™ = j™ = 1, et donc on a (—1)™ = —aj + b de sorte que le reste est
(=1)™.
— Sin=1[3], alors j™ = j et donc j?™ = j2 = —1 — 4, ce qui donne

1=+ (-D)"j-1=(-1)"—-1)j—2=—aj+b.

Le reste est donc —((—1)™ — 1) X — 2.
— Sin=2[3], alors j?™ = j et j™ = j2 = —1 — j. On trouve

JH (D1 =) = 1= (D)™ 4 1) = ()™ +1) = —aj +b.

Le reste est alors —((—1)™*1 + 1) X — ((-1)™ + 1).

Exercice 2. Trouver un polynéme A unitaire de degré inférieur a 3, multiple de X — 1, dont les
restes des divisions de A par X — 2, X — 3 et X — 4 soient tous égaux.
Réponse : A= (X —-2)(X -3)(X—-4)+6

Exercice 3. Soit A € K[X] tel que les restes des divisions de A par X? + 1 et X2 — 1 valent
respectivement 2X — 2 et —4X. Quel est le reste de la division de A par X4 — 17

Réponse : Le reste R est un polynéme de degré au plus 3 tel que R(i) = 2i —2, R(—i) = —2i — 2,
R(1) = -4, R(—1) =4 alors R= -3X3+ X? - X — 1.

Exercice 4. (Contréle continu 2014) Je suis un polynome a coefficients réels de degré 3 et
-je suis divisible par X2 + 2

-mon reste dans la division euclidienne par X — 2 est 12

-mon reste dans la division euclidienne par X + 2 est —4



Qui suis-je ?

Réponse :Comme le polynéme recherché P est de degré 3 et divisible par X2 + 2, il s’écrit
P =(X?+2)Q ol Q est un polynéme de degré 1, donc Q = aX + b, i.e. P = (X2 +2)(aX + ).
On doit donc déterminer a et b. On sait que P(2) = 12 et P(—2) = —4, on obtient le systéme

12a + 6b = 12
ot qui a pour solution a = % et b= %.
—12a 4+ 6b=—4

Dot P=(X?+2)(3X +3) = 35X+ X%+ 2X + 3.

Exercice 5. Trouver un polynéme P dans R[X] de plus petit degré vérifiant les trois propriétés
suivantes :

o P est unitaire

eP(0)=3

e le reste dans la division euclidienne de P par (X2 + X + 1) est X + 1
Réponse : P =2X? +3X + 3.

Exercice 6. Soient m, n et p trois entiers naturels. Montrer que le polynéme X2 + X + 1 divise
X3m 4 X3+l 4 X3P+2 En déduire une factorisation de X8 4+ X4 + X3,

Réponse : On utilise que les racines de X2 + X + 1 sont j et 2.1l suffit ici en réalité d’utiliser
Iévaluation en j. On a j3™ + §3n+1 4 §3P+2 — 1 4 j 4+ j2 = 0 et en déduit que X2 + X + 1 divise
X3m 4 X3n+l L X3P+2 Ona X8 4+ X1 4 X3 = X3(X5 + X + 1). En particulier, X° + X + 1 est
divisible par X2 + X + 1 et on trouve X° + X +1 = (X% + X + 1)(X3 — X2 + 1). Finalement,
X8+ X4+ X3 =X3(X2+ X +1)(X3— X%+ 1).

Exercice 7. Soient P, @ et R trois polynomes de R[X] vérifiant la relation : P?(X) — XQ*(X) =
X R?(X). Montrer que P, Q et R sont identiquement nuls. La propriété reste-t-elle vraie si on
remplace R par C?

Réponse : On a P?(X) = X(R*(X)+ Q?*(X)), si P =0, alors Q = R = 0 sinon deg(P?) est pair
alors que X (R?(X) + Q*(X)) est impair, ainsi, I'unique solution dans R[X] est P = Q = R = 0.
Il n’est pas de méme dans C[X], par exemple P =0, @ =1 et R =i est une solution.

Exercice 8. On se propose de déterminer tous les polynémes P de R[X] vérifiant :
P(X?2+1)=[P(X)*+1et P(0)=0

ot P(X?+1) désigne le polynome obtenu en substituant X2+ 1 & la variable X dans le polynome
P.

1) Soit (@ )nen la suite d’entiers naturels définie par : Montrer que cette suite est strictement
croissante. g = 0 et oy = oz,% + 1 pour n € N.

2 ) Soit P un polynome de R[X] tel que P(X? + 1) = [P(X)]? + 1 et P(0) = 0. Montrer, par
récurrence sur n, que pour tout n dans N on a P(ay,) = a,.

3 ) En déduire que X est le seul polynéme P de R[X] tel que P(X% + 1) = [P(X)]? + 1 et
P(0) =0.

Exercice 9. Déterminer tous les polynomes A de R[X] satisfaisant & la relation : A(X?) =
A(X)A(X +1). (On pourra remarquer que si o est une racine de A alors o, o2, o, ..., sont aussi
des racines de A.)

Réponse : A=0o0ud=X"(X—-1)", meN.

Exercice 10. Déterminer deux entiers « et b tels que le polynome (X —1)? divise aX*+bX3 + 1.
Généraliser au cas de aX" ! +bX" + 1.



b+1=0
Réponse : (X —1)? divise aX?* + X3 + 1 si et seulement si @Ot
4a+3b=10
ca-da=3et b= —4.

De méme (X — 1)? divise a X" +bX™ + 1 si et seulement si a =n et b= —(n + 1).

Exercice 11. 1) On considére le polynome A = X® — 5X* +7X3 — 2X2 + 4X — 8. Déterminer
la multiplicité de 2 en tant que racine de A.

2 ) On considere le polynome A = X° +5X*% 4+ 9X3 + 11X2 + 7X + 3. Montrer que j est un
zéro d’ordre 2. En déduire toutes les racines de A. Quel est le pged unitaire de A et A’? 3) Soit le
polynoéme A = X4 + (=4 +2i) X3 + (12 — 8i) X2 + (4 + 26i) X — 13. Montrer que —i est une racine
de A dont on précisera ’ordre de multiplicité. Déterminer toutes les racines complexes de A.
Réponse : 1 ) On a A(2) = A(2) = A”(2) =0 et A”'(2) # 0, ainsi la multiplicité de 2 en tant
que racine de A est 3.

2)Ona A(j) = A'(j) =0 et A”(j) # 0, ainsi la multiplicité de j en tant que racine de A est
2. Par conséquent (X2 + X +1)?2 divise A et on trouve A = (X2 + X +1)3(X +3), d’ott les racines
de A sont j et 52 d’ordre 2 et —3 qui est simple. Ainsi, le pgcd unitaire de A et A’ est X2 4+ X + 1.

3)Ona A(—i) = A'(—i) =0 et A”(—i) # 0, ainsi la multiplicité de —i en tant que racine de
A est 2.. On déduit que (X + )2 divise 4, on trouve A = (X +14)%(X — (2 — 37))(X — (2 + 3i)).

Exercice 12.

1 ) Trouver un polynéme P de R[X] tel que (X — 1)3 divise P(X) + 1 et (X + 1)3 divise
P(X) - 1.

2 ) Trouver un polynéme P de R[X] de degré inférieur & quatre tel que X3 divise P(X)+1 et
(X —1)2 divise P(X). Donner la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

3 ) Trouver un polynéme P de degré 5 tel que P(X)+10 soit divisible par (X +2)3 et P(X)—10
soit divisible par (X — 2)3.
Réponse : 1 ) P= X% -2X2%2 - X +1.

2)P=-3X*+4X%-1

15 25 17

3)P=—X"-X34 X
) 128 60 g

Exercice 13. 1 ) Trouver un polynéme P dans R[X] de plus petit degré vérifiant les deux
propriétés suivantes :
o(X —1)2 divise P(X) +1
e — 1 est racine double de P(X) — 2
2) Trouver un polynéme P dans C[X] de plus petit degré vérifiant les trois propriétés suivantes :
o P est a coefficients réels

oP(i) =0
e le reste dans la division euclidienne de P par (X — 2) est 3
9 9 1
5 :1)P=—X3-X+4—
Réponse . ) 12 1 + 3
2)P= g(X2 +1)

Exercice 14. 1) Soit un polynéme A de R[X] non constant, dont tous les coefficients sont entiers.

On suppose que le rationnel = (ot p et ¢ sont deux entiers premiers entre eux) est une racine de

A. Montrer que p divise le coefficient constant de A et ¢ divise le coefficient dominant de A.

2 ) Factoriser le polynéme : 2X3 — X2 — 13X + 5. Le polynome X? + 3X — 1 admet il une
racine rationnelle ?

3 ) Montrer que le réel : a = cos(m/9) est racine d’un polyndme & coefficient entier de degré
trois, en déduire que ce nombre o est un irrationnel.



Réponse :1 )

2)0na2X3—X? 13X +5=2X +5)(X2—-3X +1).
Le polynome P = X3 +3X — 1 n’admet pas de racine rationnelle ; car une telle racine, d’apres 1),
est nécessairement égale a 1 ou —1, mais, on on a P(1) =3 et P(—1) = —5.

3) On a cos(30) = 4 cos®(#) — 3cos(f) et cos(3F) = cos(§) = .

On déduit que o = cos(§) est une racine du polynome a coefficients entiers P = 8X 26X 1.

On vérfie que P n’a pas de racine rationnelle, par conséquent o = cos(§) est un irrationnel.

Exercice 15. Trouver le polyndéme d’interpolation de Lagrange P tel que P(—2) =7, P(1) =2
et P(3) =1 et le mettre sous la forme aX? + bX + c.

X —-1)(X — X+2)(X - X+2)(X -1 4 1
(DX -3) (X 4D(X-8) (X4X-1)_ 7 . 43 16

5 :P = —
Réponse 7 15 6 10 15 30 5

Exercice 16. Soit K un corps quelconque. Montrer que tout polynéme de degré deux ou trois est
irréductible sur K[X] si et seulement si il n’admet pas de racine dans K. Est-ce encore vrai pour
des polynomes de degrés supérieurs ?

Réponse : Le polynéme P = X* + X2 + 1 n’a pas de racine dans R mais n’est pas irréductible
dans R[X], puisque P = (X% + X + 1)(X%? - X +1).

Exercice 17. Soit P = (X? — X +1)2 + 1.

Vérifier que ¢ est racine de P et en déduire la décomposition en facteurs irréductibles de P
dans R[X].
Réponse :P = (X% +1)(X? - 2X +2).

Exercice 18. (Deuxiéeme session 2016)

Soient m et n deux entiers naturels non nuls.

1) Déterminer le reste de la division euclidienne de X?™ + (X + 1) — 1 par X (X + 1).

Dans la suite, A désigne un polynéme non constant de C[X] et on pose B(X) = [A(X)]*™ +
(AX)+ 1) - 1.

2 ) Montrer que [A(X)]? + A(X) divise B(X).

3 ) Montrer que si xq est une racine de multiplicité 1 de A alors xg est une racine de multiplicité
1 de B.

4 ) On suppose que A = X2+ 1, m = 1 et n = 3. Donner la décomposition en facteurs
irréductibles de B dans R[X] puis dans C[X].
Réponse :

Exercice 19. On considere le polynome P = X% —2X3 +3X2 —2X + 1.

1) Calculer D = pged(P, P’) et trouver deux polynémes U et V tels que D = PU + P'V.

2 ) En déduire les racines doubles de P dans C et ses décompositions en facteurs irréductibles
dans R[X] et C[X].
Réponse :1 ) D = pgcd(P, P') = X?> - X +1

2 ) Les racines doubles de P dans C sont les racines de X2 — X + 1 c-a-d —jet —j? par
conséquent P = (X + j)2(X +j2)?2 = (X + ) (X +52))? = (X? - X +1)%

P = (X + j)%(X + j2)? est la décompositions en facteurs irréductibles dans C[X] et P =
(X2 — X +1)2 est la décompositions en facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 20. Décomposer en produits d’irréductibles dans R[X] les polynomes suivants :
X3—1; X341; X342X2+2X+1;
X441, X*4+X%24+1; X4+ X4+ X34+X24+X+1;

Réponse : X?—1= (X -1)(X?2+X+1); X3+1=(X+1)(X?-X+1); X3+2X2+4+2X+1=



(X +1)(X%2+ X +1;
X4 4 1=(X24+V2X +1)(X2—V2X +1); X*4+X2+41=(X24+X+1)(X2-X+1);
X0+ X4+ X3+ X2+ X +1=(X+1)(X2+ X +1)(X2 - X +1);

Exercice 21. On considere le polynome P = 2X3 + X? + X — 1.

Trouver les racines rationnelles de P (voir 1‘exercice 12). En déduire la décomposition de P en
facteurs irréductibles dans R[X] et dans C[X].
Réponse : P = (2X —1)(X?+ X + 1) dans R[X] et P = (2X — 1)(X — j)(X — j2) dans C[X].

Exercice 22. Soient deux entiers naturels non nuls m et n. On considere les polynémes suivants :
P(X)=X*"4+(X+1)"—1et Q(X) = X (X +1). Calculer le reste de la division euclidienne de P
par Q. Plus généralement soit A(X) un polynéme non constant de C[X]. Considérons le polynéme
B(X) = P(A(X)).

1) Montrer que le polynéme Q(A(X)) divise B(X);

2 ) Montrer que si « est une racine de multiplicité un de A(X) alors elle est aussi racine de
multiplicité un de B(X);

3 ) On suppose A(X) = X2+ 1, m = 1, n = 3. Déterminer la décomposition en facteurs
irréductibles de B(X) dans R[X] et C[X].

4 ) Méme question avec : A(X)=X?+X —letm=1,n=2.

Exercice 23. On considere le polynéme P = 2X3 + X? + X — 1.

Trouver les racines rationnelles de P (voir l’exercice 12). En déduire la décomposition de P en
facteurs irréductibles dans R[X] et dans C[X].
Réponse : P = 2X3 + X? + X — 1 = (2X — 1)(X? + X + 1) la décomposition dans R[X] et
P=(2X —1)(X — j)(X — 52) la décomposition dans C[X].

Exercice 24. 1) On considere le polynome P = X% —6X°4+15X* —20X3+12X?2 —4. Calculer le
pged unitaire de P et P’ et en déduire la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X]
et C[X].

2 ) Mémes questions avec le polynéme P = X4 —2X3 + 3X2 —2X + 1.
Réponse :1) Le pged unitaire de P et P’ est égal & X2 —2X+2. Alors (X2—2X+2)? divise P et on a
P = (X?2-2X+2)2(X?2-2X—1) Ainsi, P = (X?—2X+2)?(X —2v/2)(X +2v/2) est la décomposition
en facteurs irréductibles de P dans R[X] et P = (X — (1+14))%(X — (1 —1))%(X —2v2)(X +2V/2).
celle dans C[X].

2) Pour P = X* —2X3 +3X?% - 2X + 1 voir I'exercice 19.

Exercice 25. On considere le polynome P = X% —4X3 + 5X2 — 4X + 4 de R[X].

1) Déterminer le pged unitaire de P et P’ ( P’ désignant le polyndme dérivé de P).

2 ) En déduire que 2 est racine au moins double de P. Justifier que la multiplicité de 2 comme
racine de P est exactement 2.

3 ) Donner la décomposition en produit de polynémes irréductibles de P dans R[X] et dans
C[X].
Réponse :

Exercice 26. (Deuzié¢me session 2016) On considere le polynome P = X% — 7X2 4+ 4X + 20 de
R[X]. On rappelle que 17% = 289.

1) ectuer la division euclidienne de P par P’ ( P’ désignant le polynéme dérivé de P) et
trouver les racines du reste R de cette division.

2 )En que —2 est racine au moins double de P. Justifier que la multiplicité de —2 comme racine
de P est exactement 2.



3 ) Donner la décomposition en produit de polynémes irréductibles de P dans R[X] et dans
C[X].

Exercice 27. On considere le polynéme P(X) = X% + aX* + X3 + ¢ de C[X].
1) Déterminer a, b, et ¢ pour que 1 soit racine double et j racine simple de P(X).
2 ) Vérifier que P est un polynéme & coefficients réels.
3 ) Calculer les décompositions en facteurs irréductibles de P dans R[X] et C[X].

Exercice 28. On consideére les polynémes P =3X* —9X3 +7X2 —3X +2et Q = X4 -3X3 +
3X2 - 3X +2.

1) Décomposez P et @ en facteurs irréductibles sur R[X], puis sur C[X] (on pourra calculer
les valeurs de P et de @ enleten2).

2 ) Déterminez le ppcm et le pged (unitaires) des polynémes P et Q.

Relations coefficients-racines

Exercice 29. Soient a, b, ¢ les racines de X3 + 2X — 1. Calculer a* + b* + ¢*.
Réponse : On a 'identité

a> + >4+ = (a+b+c)? —2(ab+ be + ca).

a+b+c=0
Comme a, b, ¢ sont les racines de X3+2X —1, les relations coefficients-racines donnent { ab + bc + ca = 2
abc =1
et on obtient a? + b + ¢ = (a +b+¢)? —2(ab+bc+ca) =0 —2 x 2 = —4.
D’autre part X2 + 2z — 1 = 0 entraine X* +2X? — X =0, c-a-d X* = —2X? + X, par suite
at+bt+ct =2+ +A)+(a+b+ec)=—-2(—4)+0=8.

Exercice 30. On considere le polynéme P(X) = 2X3 — X2 — 7X + a ol a est une inconnue.
Déterminer a pour que P ait deux racines de somme 1.

Réponse :Si z1, T2, 3 sont les racines de P = 2X3 — X2 —7X +a, les relations coefficients-racines

X + X2 —+ T3 = %

donnent ¢ x1xo + xox3 + L3171 = _77
T1T2T3 = S

Maintenant si 1 + x5 = 1, on aura xr3 = % — (21 +22) = % —1= _71, par suite 172 = a et

%7 =229 + (v1 + 22)x3 =a — %, ce qui donne a = —3.

Exercice 31. [Ezamen 2010] Trouver le nombre réel p tel que le polynéme X2 +pX? —4X + 24
ait trois racines réelles a, b, ¢ vérifiant ¢ — b =0 — a.
Réponse : p = —6.

Exercice 32. (Deuziéme session 2011) Soient a, b, ¢, d les quatre racines dans C du polynéme
11 1 1

X* +15X2 — 6X +2011. Que vaut 7+5+7+a?
a c

1 1 1 ‘bed+acd+abd+abc 6

b c+d_ abed T 2011°

Exercice 33. Trouver un polynome de degré trois dont les racines sont les carrés des racines du
polynéme X3 + X2 —2X — 1.
Réponse : Si a, b, ¢ sont les racines de X3+ X2 —2X —1, les relations coefficients-racines donnent



a+b+c=-1
ab+bc+ca= -2
abc =1
Onaa?+b+c®=(a+b+c)?—2(ab+bc+ca)=1-2(-2) =5,
a?b? +b?c? +c?a? = (ab+be+ca)? —2abe(a+b+c) = 4—2(1)(—1) = 6 et enfin a?b?c®> = (abc)? = 1.
Par conséquent X3 —5X? 4+ 6X — 1 a pour racines a2, b? et c.

Exercice 34. Déterminer les solutions dans C de chacun des trois systémes suivants :

1)
z+y+z =0
zy+yz +xz =—13
ryz = —12

Dot z, y et z sont les racines de X — 13X + 12 = (X — 1)(X — 3)(X + 4), par suite
(.’IJ,y,Z) € {(3717 - 4)a (3> - 471)7(1737 - 4)7(17 - 4,3)7(_4,371),(_471;3)}

2)
r+y+z =-2 r+y+z =-2
2+’ +22=0 = yz+xz+xy =2
By =1 zyz = —1

Dot z, y et z sont les racines de X3 +2X? +2X +1 = (X + 1)(X — j)(X — j?), ainsi

(‘T7y7)2:) € {(_1’jvj2)a (_17j27j)’(j7 - 17j2)7(j7j2a - 1)7(.j2a - 1’j)’(j2’j7 - 1)}
3

z+y+z =1 r+y+z =1

101 1 _

sty =1 = ( yztaztay=ayz=—4
ryz = —4 Tyz = —4

Dott z, y et z sont les racines de X3 — X2 —4X +4 = (X — 1)(X — 2)(X + 2), par suite
(%Z/vz) € {(_2a152)7 (_27271)7(17 - 272)a(1727 - 2)7(25 - 251)7(271? - 2)}

Exercice 35. (Contréle continu 2015) On note a, b et ¢ les racines complexes du polynome
X3+ X2+ X -1
1) Calculer a® + b% + ¢%.
2 ) Trouver un polynoéme unitaire P de degré 3 dont les racines sont 2a, 2b et 2c.
Réponse : Si a, b, ¢ sont les racines de X3+ X2 + X — 1, les relations coefficients-racines donnent
a+b+c=-1
ab+bc+ca=1
abc =1
1) Calculer a® +b% +¢®> = (a + b+ ¢)? — 2(ab+ bc + ca) = (—=1)? = 2(1) = —1.
2a 4+ 2b+2c= -2
2) On a < (2a)(2b) + (2b)(2¢) + (2¢)(2a) = 4(1) =4
(2a)(2b)(2¢) =8(1) =8
ainsi 2a, 2b et 2c¢ sont les racines de X2 +2X?2 +4X — 8.

Exercice 36. (Deuzié¢me session 2016) On consideére le polynome P = X3 +2X?2 +2X + 3 de
C[X] dont on note a, b et ¢ les racines complexes.
1) Calculer les quantités s; = a? + b? + ¢2, 53 = a?b? + b%c? + c2a? et s3 = a?b?c?.
2 ) Trouver un polynéme (en donner les coefficients) de degré trois dont les racines sont a?, b
et 2.
Réponse : 1) sy =a?> +b*+c? =(a+b+c)? —2(ab+be+ca) = (—2)2 —2(2) =0
52 = a?b? + b2 + 2a® = (ab+ be+ ca)? — 2abe(a+b+c) = (2)2 —2(=3)(-2) =4 —12= -8
et s3 = a?b?c? = (abe)? = (—3)%2 = 9.

2



2 ) PAr conséquent a?, b? et ¢ sont les racines de X3 — 8X — 9.

Exercice 37. (Ezamen 2015) Réoudre dans C? le systéme suivant :

1,1 .,.1_5
sty T2T%6
S U RS U |
z% yz_l Tz 3
zyz 6
Réponse :
1,1 ,.1_5
styti=g vz + @zt oy = gryz = =5
e =g = | atyte=Fayz=2
A =1 zyz = —6
TYz 6

Ainsi z, y et z sont les racines de P = X3 —2X? —5X +6 = (X — 1)(X +2)(X —3)
d’on (z,y,2) € {(-2,1,3), (—2,3,1),(1, — 2,3),(1,3, — 2),(3, — 2,1),(3,1, — 2)}



