Licence 1 — Mathématiques 2015-2016

Algebre et arithmétique 2

Correction de l'examen partiel

Exercice 1

Soient a,b € Ret P = X*+2aX3+ bX?—12X +4. Si il existe un polynéme Q € R[X] tel
que Q? = P alors

2degQ =degP =4

et le polyndme Q est nécessairement de degré 2. Comme P est unitaire, le coefficient do-
minant de Q est égal a 1 ou —1. Comme Q? = (—Q)? quitte a remplacer Q par —Q, on peut
supposer que Q est unitaire. Comme par ailleurs le coefficient constant de P est égal a 4,
celui de Q ne peut étre que 2 ou —2. Ainsi Q est nécessairement un polyndéme de la forme
X?+aX +2ouX?+aX—2avec a dans C.

Dans le premier cas

P=Q*=(X*+aX+2=X*"+2aX’+(a* +4)X* +4aX +4

ce quiimpose a =—3 puis b=a’+4=13eta=a =-3.
Dans le second cas

P=Q*=(X*+aX—-2=X"+2aX?+(a*—4)X*—4aX +4

ce quiimpose a =3 puisb=a*—4=5eta=a=3.
Finalement il existe un polynéme Q € R[X] tel que Q? = P si et seulement si (a, b) =
(=3,13)ou(a, b)=(3,5).

Exercice 2

Nous allons montrer que les polynomes P de C[ X ] vérifiantI’égalité X2P”—(X+1)P’+P =
0 sont exactement les polynomes de la forme a(1 + X) avec a € C. Si P est de cette forme,
alors P” =0, P’=a etl'on a bien

X?P"—(X+1)P'+P=0.

Réciproquement soit P € C[X] tel que X?P” —(X + 1)P’ + P = 0. On peut écrire P sous la

forme
n
P= Z ap X
k=0

oll n est un entier que I'on peut supposer = 2 et ay,..., a, sont des nombres complexes.
Comme

n n
P’ :Zkaka_l P =Zk(k— Da, X*2,
k=1 k=2
1



ona

X2P" —(X+1)P'+P= Zkk DagX*— Zkaka Z(k+1)ak+1X +Zakxk

k=2 k=0
n—1
=(ag—a;)—2a,X +Z((k—1)2ak—(k+1)ak+1)Xk+(n—l)2anX”.
k=2

Or un polyndme est nul si et seulement tous ses coefficients le sont. On a donc a; = a,
a, =0, a,=0etpourtout k{2,...,n—1}
(k—1Ya

k+1

Ceci montre que a; = 0 pour tout k > 2 et que ay = a,. Finalement P = ay(1 + X) ce qui
conclut.

Af+1 =

Exercice 3

Considérons le polynéme P = X"*(1 — X)" de R[X]. Il s’agit du produit des polyndémes
A=X"et B=(1—X)". Laformule de Leibniz assure que le n-éme polynéme dérivé de P
est donné par

Comme
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on en déduit que
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Le coefficient de X" dans P est donc égal a

S Hl

k=0
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Par ailleurs, en utilisant la formule du biné6me, on voit que

pP= ; (Z)(_l)kxn+k



En dérivant n fois cette expression, on obtient

C k)!
pln) _ Z (Z)(_l)k (n Z! !k

k=0

ce qui montre que le coefficient de X" dans P est également donné par

1y 2 :(—1)”n!(2”).

n! n

En comparant les deux expressions obtenues, on obtient I'égalité souhaitée :
par k n

Exercice 4

On considere les polynomes A = X*+ X3+ X et B = X3+ X + 1 de R[X]. Montrons que
le p.g.c.d unitaire de A et B est égal a 1 et déterminons des polynomes U, ; € R[X] tel
que UpA+ VpB =1 dans R[X] en utilisant I'algorithme d'Euclide. Posons Ry, = A, R; = B,
So=1,8 =0, Iy=0,T; =1 de sorte que

Ry=SA+T,B R =S A+T,B

et posons les divisions euclidiennes successives :
premiere division :

X4+ X3+ X | X3+X+1 Ry=Q,R, + R,

X4+ X241 | X+1 Q=X+1

X3—Xx2 {R=—X2—X—1
X34+ X+1 $=5%—-Q15 =1
—X2—X-—1| L=T-Qh=-X~-1

seconde division :

X3+X+1 | —X*—X-1 R, =Q,R, + Ry

X3+Xx? —X+1 Q=—X+1
—X2+X+1 {R3=X+2

—X?—-X-1 $=8-QS%=X-1
X+2 T=T—Qh=—X?+2
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troisieme division :

—X?2—-X—-1|X+2 ngngR3+R4

—X2-2X |—-X+1 Q;=—X+1

X—1 {R,=-3

X+2 Si=8—Q38=X*—2X+2
3 L=T—Q;T=—X3+X2+X-3

Ceci montre que le p.g.c.d. unitaire des polyndmes A et B est égal a 1 et que
S4A+ T, B =-3.
Les polyndmes
Up=—%(X*—2X +2)
et
Vo=3(X*—X*—X+3)
vérifient donc I'égalité UyA+ VB =1.

Soient U,V € R[X] tel que AU + BV = 1. Alors A(Uy— U) = B(V — ;). Ainsi A divise
B(V — V) et comme A et B sont premiers entre eux, le lemme de Gaul$ assure que A divise
V —1;. Il existe donc un polynéme C e R[ X ] tel que V =V, + AC, ce qui donne A(Uy—U) =
ABC etdonc U = Uy— BC puisque A est non nul. Réciproquement si il existe C € R[X] tel
que U=Uy—BCetV =1+ AC, alors

AU+ BV =AUy—ABC+BVW+ABC=AUy+ BV, =1.

Ainsi un couple (U, V) € R[X ]? vérifie AU + BV =1 si et seulement si il existe un polynéme
CeR[X]|telqueU=Uy—BCetV=V+AC.



