Université de Rennes 1 L1 - AR2 : Algebre et arithmétique 2
Année 2012-2013

Corrigé de I'examen
du lundi 15 Avril 2013

Exercice 1. Comme X2 — 3X + 2 est de degrés 2, le reste est nécessairement de degré 1. On

commence par écrire le résultat de la division euclidienne : (X +1)" — X" —1 = Q(X)(X?-3X +

2) + AX + p, ou A et u sont deux réels. On évalue ensuite la relation en les racines du diviseur
Adp = 2"-2

224+p = 3"=-2" -1

= 3n—2ntl 4

= —3n42ontlypon 3

X? —3X + 2 est, qui sont 1 et 2. On trouve alors {

On résoud le systeme pour trouver A et p, on obtient : {

Exercice 2. Si P = @Q? est le carré d'un polyndme, alors @ est nécessairement de degré 2, et
son coefficient dominant est égal & 1. On peut donc écrire Q(X) = X2 + AX + p. On a alors
Q*(X) = X* 4+ 20X3 + (2u + A2) X2 + 2 uX + p?. Par identification, on doit avoir 2\ = 2a,
2u+ X2 =02 \p=2et u2 =1. On aura donc A\ =1 et u = +1.

Doot,sipg=1,alors \=1,a=1letb=3et P(X)=X*+2X34+3X2 42X +1=(X2+X+1)2
Sipg=—1l,alors \=—1,a=—-letb=—let P(X)=X*-2X3-X242X+1=(X?2-X-1)%

Exercice 3.
1. Notons C' = P(a) = P(b) = P(c). Le polynéme P — C est de degré inférieur ou égal a 2 et a
trois racines a, b et ¢, c’est donc le polynéme nul. Ainsi P = C est le un polynéme constant.
9 Posons P — X-)X-0¢ X-a)(X—-¢ (X-0(X-—-a)
@—bDa-0a  G-ab-0 ' -bc-a
est alors P(2013).
Comme P est un polynéme de degré 2 tel que P(a) = P(b) = P(c) = 1, d’apres 1., P est
constant, ainsi P(2013) = 1.

. La quantité recherchée

Exercice 4. Soit P = X%+ X + 5.

1. Si P n’est pas irréductible dans Q[X], alors P = P;.Ps, avec P;.Py € Q[X], deg(P1) > 1 et
deg(Py) > 1. Comme 3 = deg(P) = deg(Py) + deg(P,), nécessairement P; ou Ps est de degré
1, d’ott P admet une racine dans Q.

2. Les racines rationnelles de P sont de la forme 23 avec p et ¢ entiers premiers entre eux,

p > 0, p diviseur de 5 et ¢ diviseur de 1. Les candidats sont donc 1, — 1,5 et —5.
3. Comme P(—1)=2, P(1) =7, P(—5) = —125 et P(5) = 135, P n’a pas de racine dans Q et
d’apres 1., il est irréductible dans Q[X].

Exercice 5. Soit P(X) = X%+ 12X — 5. On note z1, o2, o3, 24 les racines de P.
1. On a zy + o2 + x5 + 24 = — coefficient de X3 =0, d’olt 23 + x4 = —2.
2. On a z1x2 + 2324 + (1 + 22)(T3 + T4) = T122 + T3T4 + T123 + 124 + ToT3 + Toxy =
coefficient de X2 = 0. D’ott 2172 + z324 = — (21 + 22) (23 + 74) = 4.
3. On a z1x2(x3 + x4) + z3xa(T1 + 22) = — coeflicient de X = —12.
T2 + T304 = 4

—2x1T9 + 22324 = —12. On résoud le

D’ou ziz9 et x3z4 sont solutions du syteme {

systeme pour trouver x1xo =5 et xzry = —1



4. Comme x; + 25 = 2 et 175 = 5 alors z; et x5 sont racines du polyndéme X2 —2X 4 5, d’ott
I :1+2ZetI2:172Z

5. Comme x3 + 24 = —2 et 3wy = —1 alors z3 et 24 sont racines du polynéme X2 4 2X — 1,
d’oﬁx3:71+\/§etx4:flf\/§.

Exercice 6. Onpose P=X° —8X34+3X?+4X 412, Q=X3-2X?>+X —2¢et F = %
1. Les racines rationnelles de P = X% — 8X3 + 3X? 4+ 4X + 12, sont de la forme 2 avec p et
q entiers premiers entre eux, p > 0, p diviseur de 12 et g diviseur de 1. Les candidats sont
donc +1,+2,+£3 + 4 + 6. On vérifie que P(2) = P'(2) =0, 2 est donc racine de multiplicité
2 et que —3 est racine simple.

2. P=(X+3)(X —2)*(X?+ X +1) est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans
R[X]. Les racines de X2 + X 4 1 sont j et j = j2 o1 j = €2™/3,

3. On vérifie que 2 est racine simple de Q, puis que la division de Q par X — 2 donne X2 + 1
qui est irréductible dans R. D’ott Q = (X — 2)(X? + 1). Ainsi le PGCD unitaire de P et Q
est D =X —2.

Q X2 +1 s .

4. F = = = est la forme réduite de F. Il n’y a pas de partie

P (X+43)(X —2)(X> X +1) yoapasdep
entiére car le degré du numérateur de F' est strictement plus petit que celui de son dénomi-

nateur. La décomposition en éléments simples de F sur R aura donc la forme F(X) =

b X +d
Xa_ 5 + X3 + X26+;_(+ L ou a, b, ¢, d sont des réels a déterminer. En évaluant

(X —2)F = % en X = 2, on trouve a = 1 et en évaluant (X + 3)F
X241

[Eeecrs eyt X = —3 en trouve b = —%. On calcule c et d en multipliant F' par

,2 1
7.‘74._ zld’oﬁCZ%etdzo.
j24+j—-6 7

X2+ X +1 et en faisant X = j, ce qui donne ¢j +d =

i1 2 1 1
T(X—2) T7(X+3) TXZ+X+1

En récapitule, on a F' = est la décomposition de

éléments simples sur R.
La décomposition en éléments simples sur C sera de la forme

1 1 2 1
F(X)= TX— T(X+3) + Xoi 7 + XO—;— = ou « est un nombre complexe a déterminer.
X?+1
(X +3)(X -2)2X +1)
»2 . .
jo+1 J J 1 1 1
= . = = On obtient ainsi F' = - —— —
(7 +J—6)(2J+ 1) 7(12J+1) 71(.7—12) ) CT1=y) (X -2)

On peut le trouver en évaluant

en X = j, ce qui donne o =

2
?<X+3> 7(1—J><X—j>*7(1—j2><x—j2>
23— 222+ —2 1

1 1 1 x
x5 =83 +3x2+4x+12 T (r—2)

(x+3) +?x2+x+1

2
5. Une primitive de f(z) = -

est

3 2 1
1n|a:—2\—fln|x+3|+—ln(:c +z+4+1)— \garctan( x\/—g )



