Licence de Mathématique, S4 20162017

%l@’ Analyse 4, Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD5 : Covergence dominée ; fonctions définies par des intégrales

Exercice 1.

1) Rappeler le théoréme de convergence dominée.

n sit€l0, ]
2) Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur [0, 1], par f,,(t) =

0 sinon

1 1
Vérifier que ngrfoo/o fa(t)dt 7&/0 nEIJIrloo fn(t)dt.

Qu’elle est 'hypothése du théoreme de convergence dominée qui n’est pas vérifiée 7
Exercice 2.

Soit (fn)nen une suite de fonction f, : [O, g] — R définies par f,(t) = e’ sin"(¢).

7r
1) Montrer que la suite (f,)nen converge simplement sur {O, 5} vers une fonction f qu’on

précisera. La convergence est-elle uniforme ?

s

2
2) Montrer que lim el sin™(t)dt = 0.
n—-+oo 0
Exercice 3.

Montrer que les suites suivantes convergent et déterminer leur limite.
1
1) / cos®™ (3x)dx
0

+o00 :..2n
%) / sin (m)dx’ n>1
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Exercice 4.

3) 1

Soit f : [0, +0oo[— R une fonction continue et g la fonction définie sur [0, +o0[ par :

I ,
£ = ;/Of(s)ds sit #0

f(0) sit=0
1. Montrer que g est continue sur [0, +o0c[, dérivable sur ]0, +oo[. Calculer ¢’ en fonction de f et g.

g(

+oo
2. On suppose que / |f(t)|?dt converge. A 'aide de la question 1, montrer que
0

+o0 +00
/ lg(H)Pdt < 4 / £ (1) 2.
0 0
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Exercice 5.
1) Soit f :]1,4+00[x[0, 7] la fonction définie par f(z,t) = In(x — cost).
On pose pour tout x €]1,+ / f(z, t)dt.

Montrer que F est une fonction de classe C! sur ]1, +o0.

2) En utilisant une autre expression de F', calculer pour tout @ > 1et b > 1:
s _ st
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Exercice 6.

Pour z € R, on pose F(z) =

0
1) Montrer que F est bien définie et est deux fois dérivables.
2) Calculer F” et en déduire F.

Exercice 7.

sin(t)
ot

—+oo
Pour z € [0, 4o0[, on pose F(z) = / et dt.
0

Etude sur ]0, +oof :

1
Montrer que F est bien définie sur ]0, +-00[ et vérifie |F(x)| < —, Vo € RY.
z’

Montrer que F est de classe C! sur | 0, +o0o] et calculer F”.
A T’aide de deux intégrations par partie calculer F.

En déduire que F(z) = A — arctan(z) avec A & déterminer.
Etude en O :

—+oo
5. Montrer que F' est définie en 0. On pose H(t) := /

=

sin(s) ds

t S
6. Montrer que H est une fonction continue dérivable sur [ 0, +oco[. Montrer que H est bornée sur

Ry.
+oo
7. Montrer que F(z) — F(0) = —x H(t)e dt.

0

sin(s)

—+oo
8. En déduire que F est continue en 0. Déterminer la valeur de / ds.
0

S

Exercice 8.

+oo e—tz

0 \/¥(1+t)dt

Pour z € [0,4o0[, on pose F(z) =

a) Etudier la dérivabilité de F.
b) Déterminer un équation différentielle du premier ordre satisfaite par F.

—+o00
¢) En déduire la valeur de / e da.
0
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