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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Analyse 4, Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD5 : Covergence dominée ; fonctions définies par des intégrales

Exercice 1.

1) Rappeler le théorème de convergence dominée.

2) Soit (𝑓𝑛)𝑛∈N* la suite de fonctions définies sur [0, 1], par 𝑓𝑛(𝑡) =

⎧
⎨
⎩

𝑛 si 𝑡 ∈]0, 1
𝑛 [

0 sinon

Vérifier que lim
𝑛→+∞

∫︁ 1

0
𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡 ̸=

∫︁ 1

0
lim

𝑛→+∞
𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡.

Qu’elle est l’hypothèse du théorème de convergence dominée qui n’est pas vérifiée ?

Exercice 2.

Soit (𝑓𝑛)𝑛∈N une suite de fonction 𝑓𝑛 :
[︁
0,

𝜋

2

]︁
→ R définies par 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑒𝑡 sin𝑛(𝑡).

1) Montrer que la suite (𝑓𝑛)𝑛∈N converge simplement sur
[︁
0,

𝜋

2

]︁
vers une fonction 𝑓 qu’on

précisera. La convergence est-elle uniforme ?

2) Montrer que lim
𝑛→+∞

∫︁ 𝜋
2

0
𝑒𝑡 sin𝑛(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Exercice 3.

Montrer que les suites suivantes convergent et déterminer leur limite.

1)
∫︁ 1

0
cos2𝑛(3𝑥)𝑑𝑥

2)
∫︁ +∞

−∞

sin2𝑛(𝑥)
𝑥2 𝑑𝑥, 𝑛 ≥ 1

3)
∫︁ +∞

0

𝑑𝑥
𝑛
√

𝑥2𝑛 + 1
, 𝑛 ≥ 1

Exercice 4.

Soit 𝑓 : [0, +∞[→ R une fonction continue et 𝑔 la fonction définie sur [0, +∞[ par :

𝑔(𝑡) =

⎧
⎨
⎩

1
𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑠)𝑑𝑠 si 𝑡 ̸= 0

𝑓(0) si 𝑡 = 0
1. Montrer que 𝑔 est continue sur [0, +∞[, dérivable sur ]0, +∞[. Calculer 𝑔′ en fonction de 𝑓 et 𝑔.

2. On suppose que
∫︁ +∞

0
|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡 converge. À l’aide de la question 1, montrer que

∫︁ +∞

0
|𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡 ≤ 4

∫︁ +∞

0
|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡.
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Exercice 5.

1) Soit 𝑓 :]1, +∞[×[0, 𝜋] la fonction définie par 𝑓(𝑥, 𝑡) = ln(𝑥 − cos 𝑡).

On pose pour tout 𝑥 ∈]1, +∞[, 𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝜋

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡.

Montrer que 𝐹 est une fonction de classe 𝐶1 sur ]1, +∞[.
2) En utilisant une autre expression de 𝐹 , calculer pour tout 𝑎 > 1 et 𝑏 > 1 :

∫︁ 𝜋

0
ln

(︂
𝑎 − cos 𝑡

𝑏 − cos 𝑡

)︂
𝑑𝑡.

Exercice 6.

Pour 𝑥 ∈ R, on pose 𝐹 (𝑥) =
∫︁ +∞

0

1 − cos(𝑡𝑥)
𝑡2 𝑒−𝑡 𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝐹 est bien définie et est deux fois dérivables.
2) Calculer 𝐹 ′′ et en déduire 𝐹.

Exercice 7.

Pour 𝑥 ∈ [0, +∞[, on pose 𝐹 (𝑥) =
∫︁ +∞

0

sin(𝑡)
𝑡

𝑒−𝑡𝑥𝑑𝑡.

Étude sur ]0, +∞[ :

1. Montrer que 𝐹 est bien définie sur ]0, +∞[ et vérifie |𝐹 (𝑥)| ≤ 1
𝑥

, ∀𝑥 ∈ R*
+.

2. Montrer que 𝐹 est de classe 𝐶1 sur ] 0, +∞[ et calculer 𝐹 ′.
3. Á l’aide de deux intégrations par partie calculer 𝐹 ′.
4. En déduire que 𝐹 (𝑥) = 𝜆 − arctan(𝑥) avec 𝜆 à déterminer.
Étude en 0 :

5. Montrer que 𝐹 est définie en 0. On pose 𝐻(𝑡) :=
∫︁ +∞

𝑡

sin(𝑠)
𝑠

𝑑𝑠

6. Montrer que 𝐻 est une fonction continue dérivable sur [ 0, +∞[. Montrer que 𝐻 est bornée sur
R+.

7. Montrer que 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) = −𝑥

∫︁ +∞

0
𝐻(𝑡)𝑒−𝑡𝑥𝑑𝑡.

8. En déduire que 𝐹 est continue en 0. Déterminer la valeur de
∫︁ +∞

0

sin(𝑠)
𝑠

𝑑𝑠.

Exercice 8.

Pour 𝑥 ∈ [0, +∞[, on pose 𝐹 (𝑥) =
∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡𝑥

√
𝑡(1 + 𝑡)

𝑑𝑡.

a) Etudier la dérivabilité de 𝐹.
b) Déterminer un équation différentielle du premier ordre satisfaite par 𝐹.

c) En déduire la valeur de
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑥2

𝑑𝑥.
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