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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Analyse 4, Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD4 : Intégrales généralisées

Exercice 1.

Soit 𝑓 : R → R localement intégrable et 𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝑥

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡. Répondre (en le justifiant)

aux affirmations suivantes :
1) lim

𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 0 entraîne la convergence de
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

2)
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 converge alors lim

𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 0 .

3)
∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 converge alors

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 converge.

4) Si 𝑓 est 𝑇 -périodique et 𝐹 (𝑇 ) = 0 alors
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 converge .

5) Si 𝑓 est impaire alors
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

6) 𝑓 = 1Z est localement intégrable.

Exercice 2.

Calculer les intégrales généralisées suivantes :

a)
∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

(1 + 𝑒𝑥)(1 + 𝑒−𝑥) b )
∫︁ ∞

0

𝑒−√
𝑥

√
𝑥

𝑑𝑥 c)
∫︁ 1

0
ln 𝑥 𝑑𝑥

d)
∫︁ ∞

1

ln 𝑥

𝑥2 𝑑𝑥 e )
∫︁ ∞

0

ln 𝑥

(1 + 𝑥)2 𝑑𝑥 f)
∫︁ ∞

0
𝑥𝑛𝑒−𝑥𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N)

g)
∫︁ ∞

0

arctan 𝑥

1 + 𝑥2 𝑑𝑥 h )
∫︁ ∞

𝑎

𝑑𝑥

𝑥(𝑥 + 𝑟) (𝑎 > 0, 𝑟 > 0) i )
∫︁ 𝜋/2

0

cos 2𝑥√
sin 2𝑥

𝑑𝑥

Exercice 3.

Déterminer la nature des intégrales suivantes et les calculer lorsqu’elles convergent :∫︁ 1

0
ln(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 1

0

𝑑𝑥√
1 − 𝑥2

∫︁ 𝜋
2

0
tan(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 1

0

𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

ln(𝑥)
𝑥𝛼

𝑑𝑥

∫︁ ∞

1

1
ln(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑥3𝑒−𝑥2

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

1√
𝑥(1 + 𝑥)𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

1√︀
𝑥(1 + 𝑥)

𝑑𝑥

∫︁ ∞

1

1
𝑥

− arctan
(︂ 1

𝑥

)︂
𝑑𝑥.
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Exercice 4.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :∫︁ ∞

0

sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∫︁ 1

0

1
𝑥

sin
(︂ 1

𝑥

)︂
𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

sin2 𝑥

𝑥𝛼
𝑑𝑥, 𝛼 > 0,

∫︁ ∞

2
𝜋

ln
(︂

cos 1
𝑥

)︂
𝑑𝑥

∫︁ ∞

2
𝜋

ln
(︂

sin 1
𝑥

)︂
𝑑𝑥

∫︁ 1

0

√
𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

1
sin(𝑥𝛼)𝑑𝑥, 𝛼 > 0,

∫︁ 1

0

1 − 𝑒𝑥 + 𝛼 sin 𝑥

𝑥2 𝑑𝑥,

∫︁ ∞

0

𝑥

1 + 𝑥
𝑒−𝑥𝑑𝑥, 𝛼 > 0

∫︁ 1

0

ln 𝑥√
1 + 𝑥2 𝑑𝑥

∫︁ ∞

0
𝑥𝛼𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥, 𝛼 > 0, 𝑎 > 0.

Exercice 5.

Soient 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions localement intégrables, positives et d’intégrales
convergente sur [𝑎, ∞[. Montrer que

∫︁ ∞

𝑎

√︁
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 converge.

Exercice 6.

Soit 𝐽 =
∫︁ 𝜋

2

0
ln sin 𝑥 𝑑𝑥.

a) Montrer que 𝐽 est convergente et que l’on a 𝐽 =
∫︁ 𝜋

2

0
ln cos 𝑥 𝑑𝑥.

b) Montrer que 2𝐽 =
∫︁ 𝜋

2

0
ln

(︂sin 2𝑥

2

)︂
𝑑𝑥, et en déduire la valeur de 𝐽.

Exercice 7.

Déterminer pour quelles valeurs du couple (𝛼, 𝛽) ∈ R2 les intégrales suivantes sont
convergentes. On dessinera dans le plan l’ensemble des couples (𝛼, 𝛽) pour lesquels il y
a convergence).

𝑎)
∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

𝑥𝛼(1 + 𝑥𝛽) 𝑏 )
∫︁ ∞

0

ln(1 + 𝑥𝛼)
𝑥𝛽

𝑑𝑥 𝑐 )
∫︁ ∞

0

(1 + 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼

𝑡𝛽
𝑑𝑡

Exercice 8.

Montrer que les intégrales suivantes sont semi-convergentes :
a)

∫︁ ∞

𝜋

cos 𝑥√
𝑥

𝑑𝑥 b )
∫︁ ∞

0
cos(𝑥2)𝑑𝑥 c)

∫︁ ∞

𝜋
𝑥2 sin(𝑥4)𝑑𝑥

Exercice 9.

Pour 𝛼 strictement positif, étudier la nature de l’intégrale
∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

1 + 𝑥𝛼 sin2 𝑥
.

Exercice 10.

On considère 𝑓 : R+ → R+.
1) On suppose que 𝑓 est localement intégrable, possédant une limite 𝑙 en +∞ et que

l’intégrale
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 est convergente. Montrer que 𝑙 = 0.

En déduire que pour tout 𝛼 ≥ 1,
∫︁ ∞

0
(𝑓(𝑡))𝛼 𝑑𝑡 est convergente
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2) On suppose que 𝑓 est uniformément continue et que l’intégrale
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 est conver-

gente. Montrer que lim
𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 0.

3) On suppose que 𝑓 est une application uniformément continue. Montrer que
∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑓(𝑡)𝑑𝑡

est divergente. En déduire que
∫︁ ∞

0
sin(

√
𝑥)𝑑𝑥 et

∫︁ ∞

0
cos(

√
𝑥)𝑑𝑥 sont divergentes.

Exercice 11.
Soit 𝑓 une fonction strictement positive et dérivable sur [𝑎, ∞[ telle que |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝐶

pour tout 𝑥 ≥ 𝑎. La convergence de
∫︁ ∞

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 implique-t-elle que 𝑓(𝑥) tend vers 0

lorsque 𝑥 tend vers ∞ ?
Exercice 12.

Soit 𝑛 un entier ≥ 2. On pose 𝐼𝑥
𝑛 :=

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑡

(𝑡 + 1) . . . (𝑡 + 𝑛) , 𝑥 ∈ R+ ∪ {+∞}.

1. Montrer que l’intégrale 𝐼∞
𝑛 est convergente.

2. Réduire la fraction rationnelle en éléments simples et calculer 𝐼𝑥
𝑛 pour 𝑥 ∈ R+

3. Pourquoi a-t-on
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1

(𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)! = 0 ?

4. Calculer 𝐼∞
𝑛 sous la forme d’une somme finie.

Exercice 13.

Soit 𝑓 : R+ → R une fonction continue positive et telle que l’intégrale
∫︁ ∞

0
(𝑓(𝑡))2 𝑑𝑡

converge. Montrer que lim
𝑥→∞

1√
𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Exercice 14.

Soit 𝑓 : R+ → R une fonction de classe 𝐶1 telle que les deux intégrales
∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

et
∫︁ ∞

0

(︀
𝑓 ′(𝑡)

)︀2
𝑑𝑡 convergent. Montrer que 𝑓 est bornée sur R+.

Exercice 15.

a) Montrer, pour 𝑥 ∈ R − 𝜋Z et 𝑛 ∈ N on a sin(2𝑛 + 1)𝑥
2 sin(𝑥) = 1

2 +
𝑛∑︁

𝑘=1
cos(2𝑘𝑥).

En déduire
∫︁ 𝜋

2

0

sin(2𝑛 + 1)𝑥
sin(𝑥) = 𝜋

2 .

b) Soit 𝜑 : [𝑎, 𝑏] → R une fonction de classe 𝐶1; montrer que lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜑(𝑡) sin(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

c) En déduire lim
𝑛→+∞

∫︁ 𝜋
2

0

sin(2𝑛 + 1)𝑥
𝑥

= 𝜋

2 .

d) Conclure que
∫︁ ∞

0

sin 𝑥

𝑥
converge et vaut 𝜋

2 .
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