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%l{e} Analyse 4: Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD3 : Primitives et intégrales

Exercice 1.

1) Qu’est ce qu’une primitive d’une fonction ?
2) Les fonctions en escalier ont-elles des primitives 7 qu’en est-il des fonctions continues ?

3) Rappeler le théoréeme de Darboux.

Exercice 2.

Soit f : R — R continue et F(z / f(t) dt. Répondre (en le justifiant) aux affirmations
suivantes :
1) F est continue sur R.

2
3
4
5
6

F est dérivable sur R de dérivée f.

Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.

Si f est négative sur R alors F' est décroissante sur R.

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.

\_/\_/\_/\_/\_/\_/

Si f est paire alors F' est impaire.
Exercice 3.
Les fonctions f suivantes ont-elles des primitives ?

1) f:]0,3] — R définie par f(z) = [z] ou [z] désigne la partie entiere de .
sin(x)

2)g:[O,l]%Rdéﬁnieparg(w):{ : Zi Oiiogl

. l . <
3) h:[0,1] — R définie par h(z) = {msm (x) si 0<z <1
1 Si xTr =
Exercice 4.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

Montrer que ( / f(z da:) ( / — dm) > (b—a)?, et que ’égalité a lieu si et seulement

si f est constante.

1/4



Exercice 5.

1) Déterminer les primitives de la fonction valeur absolue sur R.

2) Déterminer les primitives de la fonction f définie sur R par f(z) = |z + 1| six < 0 et
f(z) =In(e+z) si x > 0.

Exercice 6.

Déterminer les primitives des fonctions suivantes en indiquant soigneusement leurs

(In(z))*

domaines de définition : , a € R et sin(x)e”.
Exercice 7.

Calculer les intégrales suivantes :

12 43 1 t L3t +3t+2
o 11—t ot t+1 o P+t +t+1

Exercice 8.

Montrer que la fonction G' définie par

sin(4x)

G(z) = /3 cos(£2)dt

T

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
Exercice 9.
Calculer les intégrales suivantes :

1 w/4
I :/ t? arctan(t) dt, K :/ tan(t) dt,
0 0

B w/4 ] _ m/4 sin(t)
J —/0 cos(t) In(1 + cos(t)) dt, L —/0 Snt) + cosd) dt.

Exercice 10.

Déterminer toutes les fonctions continues f : [a, b] — R qui vérifient :

[ sttt =6 —a) suw 150

tela,b]
Exercice 11.

Soit f : [0,1] — R une application strictement croissante réelle telle que f(0) =0 et
1
£(1) = 1. Caleuler nEToo/o (f(2))"de.
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Exercice 12.

On pose [, = /Q(Sinx)”dx.
0
Calculer Iy et I;.
Montrer que la suite (I,,) converge.

Etablir une formule de récurrence entre I,, et I,,_o.

. . I, .
Calculer T}Lngo I, nlgréo oo et nangO vnl,.

)
)
)
4) Montrer que le produit (n + 1)I,,I,,+1 est constant.
)
)

Calculer Iy, et Isn+1 sous forme de produit et en déduire une suite de rationnels
convergeant vers 7.

Exercice 13.

1
Pour n € N, on pose I, = / (1 —t*)"dt.
0

Etablir une relation de récurrence entre I, et I,11.
Calculer I,,.
(=

En déduire la valeur de la somme
= 2k +1

or.

Exercice 14.

0 six est irrationnel
Montrer que la fonction f : [0, 1] — R définie par f(z) = 0 siz =0

% siz = g fraction irréductible
est Riemann-intégrable et calculer son intégrale.
(on pourra, apres avoir remarqué que pour € > 0 il n’y a qu'un nombre fini de rationnels
x € [0,1] tel que f(x) > €, construire une subdivision o de [0, 1] pour laquelle la somme
de Darboux supérieure Dy (f,0) < 2e.)
La fonction f admet-elle des primitives sur [0,1] 7

Des exercices pour s’entrainer au calcul de primitives :
Exercice 15.

1) Montrer que si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable, alors

b b
/ f(:c)d:v:/ fla+b—x)dx.
2) Calculer, en utilisant 1), les intégrales suivantes :

™ xsin(x) I
a) /0 TF cos?(a) dx b) /0 In (14 tan(x)) dx.
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Exercice 16.

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

] = (tan(z))?® i T) = 1 111 T N
i) Fx) = (an(e))? i) f(x) = s i) f@) =
w) f(z) = 3+1e r v) f(z) ng—ci-_xl#—l vi) f(z) = f;;—i-ll

Exercice 17.

Calculer les primitives suivantes :

e e Y =T

d)/e” cos(x)dx e)/ew sin(z)dz f)/arcsin(x) dx

arctan(x)
g)/tanQ:Udac h)/\/xz—ldac z)/ei3 dzx
(1+27)3
. cos cosh(2z)
])/sm )y/cos(x /COS )/sinh(3x) de

m)/\/562?31:7%_’_1 n)/sin5(x) dx 0)/cos4(x)dx
p)/ln(x)dx q)/an(fv)d:c r)/l—sicno(s?(:v)dx

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes et en calculer une
primitive :

Exercice 18.

)1 ) X2H2X 45 X3
Yxs-x VXxr-3x+2 Y X -1 -2)(X-3)

2X%+1 X3+1 X4 +1
(X2 1) ) (X —1)3 7) (X +1)2(X2+1)

d)

X h 2X +1 , X4
Vo rie YV Exooeony Y maxse
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