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%l{e} Analyse 4, Intégrale de fonctions de la variable réelle

TD2 : Fonction Riemann intégrable, intégrale de Riemann

Exercice 1.

1) Rappeler la définition d’une fonction Riemann intégrable sur un intervalle [a, b].
2) Les fonctions en escalier sont-elles Riemann intégrables ?

3) Qu’est ce qu'une somme de Riemann ?
Exercice 2.

Les fonctions f suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?

1) f:1]0,3] — R définie par f(x x] désigne la partie entiere de x.
si O<ax <1
2) g :1]0,1] — R définie par g(x { < v -0
sin(x) .
3) h:[0,1] — R définie par h(z :{ z O<z <1
3 si xz = 0.
() o g <1
4) k:[0,1] — R définie par k(x s S U<z =
1 si z = 0.
Exercice 3.
2
En utilisant la définition d’une intégrale de Riemann, calculer / (3xz + 1)dx.
0

Exercice 4.

1+V2+V34+---+Vn

1 « k
1) Trouver une fonction f : [0,1] — R continue positive telle que S,, = — Z f () :
n

On pose, pour n € N*, 5§, =

2) Déterminer la limite de S, quand n tend vers +oc.
Exercice 5.

Soit f la fonction définie sur [0, 2] par

1 si0<z<1
ﬂ@_{ 2 sil<z<o.
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1) Calculer, pour tout x € [0, 2], 'intégrale F'(x / f(t)

2) La fonction F : [0,2] — R est-elle continue sur [0, 2].
3) F est-elle dérivable en tout point de [0,2]?

Exercice 6.

Montrer que les suites ci-dessous sont convergentes et calculer leur limite :

n+k = — k i
un:;m, Uy = HPHZQn—i-k P (peR), EZ:—Q ( )

n n
1
HnJrk tn:fn+26m.
k=1 k=1
Exercice 7.

Soit a un réel tel que || # 1.
1) Montrer que, pour tout réel z, on a 1 — 2 cos(z) + a? > 0.

2) Soit n un entier n > 2. Montrer que

T (1 - 20 cos (27) +.02) = T (o= %) (o= e75).
k=1

3) En déduire que :

- 2k
H (1 — 2 cos (F> + aQ) = (o™ —1)?
n
k=1
4) En utilisant les sommes de Riemann, calculer
27
I = / In(1 — 2accos(z) + o?)dx
0

Exercice 8.

Soit & un réel strictement positif.

1) Montrer que

17271 et —1
lim —Zen =
n—)oonko €T

x
2) En déduire, pour tout = > 0, la relation / eldt =e* — 1.
0

Exercice 9.

: _ 1 *
I siz=;,neN
0 sinon

La fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = {

est-elle intégrable au sens de Riemann ? que vaut / f(z)dz?
0
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