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Exercice 1. On se donne (a,b) € R?* avec a < b.
1. Soit n € N* et (¢, d) € [a,b]* avec ¢ < d. Etablir I'inégalité

I 2
’/ sin (nt) dt‘ < —.
. n

2. Soit f une fonction étagée (ou en escalier) sur [a, b]. Prouver que

n—---4o0o

lim /b f(t) sin(nt) dt = 0.

Exercice 2.

1. Trouver une fonction f :]0,1] — R continue et telle que
1,k ~ 1 _.
S E) = e E
k=1 k=1

2. Montrer que f se prolonge par continuité en t = 0.
3. Calculer

Exercice 3.

1. A l'aide du Théoreme des accroissements finis, montrer que
|sin | < [¢], VteR.
2. En déduire la nature de l'intégrale généralisée

T gint 1
/0 ; sm(g) dt.

3. A l’aide d’un changement de variables, établir 'identité

T gint . 1 Lsint 1
/0 . sm(z) dt = 2 /0 ; sm(z) dt.

TSV.Pp —



Probleme

On note R? :=]0, +oo[ et Ry := [0, +00[. Ce sujet porte sur I’étude de I’application
f [, 4oo[xRy — R
(x,t) — f(z,t) =t Inte ",
Le réel = € [1, +oo] étant fixé, on considere la fonction :
fa: : ]R+ — R
t — fo(t) = f(x,t) =t Inte .
L’objectif est d’étudier pour différentes valeurs de x les propriétés de f, et de ses intégrales.

Partie A. On prend x = 1.
1. Expliquer pourquoi la fonction f; est localement intégrable sur |0, +ool.
2. Prouver que la fonction ¢ — (1 +¢%) f1(t) est bornée sur R,.

3. A Tlaide de ce qui précede, montrer que I'intégrale généralisée

+oo +0o0
/ fi(t) dt = / tInte 'dt
0 0

est convergente. On note I € R sa valeur.
4. Etablir 'encadrement : —1/4 < I < 1/e.

Partie B. On prend x = n avec n € N.
1. Quelle est la limite simple sur ]0, +oo[ de la suite {f,} ?

2. Justifier le résultat asymptotique suivant
+oo

lim falt) dt = 0.
n—-—+00 0
Partie C. On fait varier x dans |1, +00].
1. Quelle est la dérivé partielle de f par rapport a x 7

2. Identifier une fonction g intégrable sur |0, 400 vérifiant

W] <o), Vi) €L, toolx[o,+oo.

3. Rappeler les hypotheses du Théoreme de dérivabilité sous le signe somme puis en déduire
que la fonction

F 1,40 — R
+oo
r — F(x) :—/ tInte ™ dt
0

est de classe C.
4. Ecrire F'(x) sous la forme d’une intégrale généralisée.
5. Etablir 'identité fonctionnelle

2 Fl(z) +22° Flx) + 1 = 0, vV €]l, +ool.

6. Exprimer la valeur de F'(z) en fonction de F(1) et de fonctions usuelles.



