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1) Dans cet exercice, et dans celui-ci seulement, aucune justification n’est demandée.
On se donne une fonction f définie sur un intervalle [a,b] avec a < b et & valeurs

dans R.

(a) Si f est en escaliers, alors f est intégrable .................. FAUX
(b) Si f est monotone, alors f est intégrable .................... FAUX
(c) Si f est continue, alors f est intégrable ..................... FAUX
(d) Si f est en escaliers, alors f admet une primitive ........... VRAI
(e) Si f est monotone, alors f admet une primitive ............. VRAI
(f) Si f est continue, alors f admet une primitive .............. FAUX
(g) Si f est intégrable, alors f admet une primitive ............. VRAI
(h) Si f admet une primitive, alors f est intégrable ............. VRAI

2) On considere la fonction f définie par

-1 siz=20
1 si0<a<1
f(z) = 3 siz=1

-2 sil<z<2
4 si2<z<4

(a) Calculer F(x) = /Ox f(t)dt pour x € [0,4].

On a
x sio<x<1

Flz)=q¢ 1—-2(x—1) = —2r+3 sil<zx<2 .
1—2+4(z—2) dz—9 si2<az<4



(b) La fonction F' est-elle dérivable sur lintervalle [1,4]? Si oui, quelle est sa
dérivée ?

Cette fonction n’est pas dérivable en 1 car la dérivée a gauche vaut 1 et la dérivée
a droite vaut -2.

3) (a) Rappeler I’énoncé du théoreme de Cauchy-Schwarz.

Si f,g: [a,b] — R sont intégrables sur [a, b], alors

b 2 b b
( / f(x)g(x)dx) < ( / f<x>2dx> ( / g<x>2dw>.

avec égalité si et seulement si f et g sont liées (f =0 ou g = Af avec \ € R).
Soit f une fonction continue sur [0, 1] et pour tout n € N,

1
I, :/ 2" f (z)?dz.
0
(b) Montrer que pour tout n,m € N, on a Ierm < IspIop,.

Dans le théoreme de Cauchy-Schwartz on remplace f(z) et g(z) par 2" f(x) et
2™ f(x) respectivement, ce qui donne
2

(/01 x”+mf(ac)2d3:> <

(¢) Quand obtient-on une égalité ?

1 1
/ 22 f(x)2dx / 2?mg(z)?dx
0 0

On obtient une égalité lorsque pour tout = € [0,1], on a soit =™ f(z) = 0 ou
bien ™ f(x) = A" f(x) avec A € R. On réécrit la seconde égalité sous la forme
(Az™ — ™) f(z) = 0. Le polynéme z™ n’est jamais nul et le polynéme Az"™ — ™
est nul si et seulement si m = n et A = 1. Dans le cas contraire, le polynéme a
un nombre fini de zéros, et comme f est continue, elle doit étre nulle sur [a, b].
Conclusion : f =0 oun=m.

4) Calculer dans chaque cas la limite de la suite :

n
1
@) un=nd .

On a .
1 1
Un = Z 2
k=11+ (%)
et donc Ly
lim u, = /0 Tmﬂ = [arctanx]é = arctan(l) = %



1
AW

On a - N2
ln(un)zﬁkglln <1+ (n) >

et on peut calculer en intégrant par partie

! 2 211 2z
/0 In(1+ 2%)dz = [z In(1 4+ 2%)]; — 1+m2dx
1
:111(2)—2/0 (1— T 2)dx
= In(2) — 2[z — arctan(z)]}
= 1n(2) — 2(1 — %)
v
= 1In(2 — —2.
n(2) + >
Il suit que lim In(u,) = In(2) + g — 2 et donc que
limu, = 21272 = 2¢272,
5) On pose pour tout n € N,
1 (_1)713371 n (_1)k—1
In = ——d t n — - 7.
/0 14+ voet S 1;1 k

avec la convention Sy = 0.

1
(a) Montrer que |I,] S/ x"dx.
0

Puisque 1 4+ 2 > 1 sur [0, 1], on a

1 (_1\n,.n 1 n 1
/ de‘:/ :1: da:g/ z"dzx.
o l+zx o 1+ 0

(b) En déduire que la suite I, tend vers 0.

1 n+1 1
/ z"dx = T =
0 n+1 n—+1

et on conclut avec le théoréme des gendarmes.
(c) Calculer Iy.

En effet, on a

On a

I = /01 1 ixdx — [ln(1+2)]} = In(2).



(d) Calculer I, — Ip4q.

On a

1 (—1)”.%'" 1 (_1>n+1xn+1
In—Iyy= | —2"da— | ~—2———d
non /0 142 o /o 1+x v

1xn+xn+1
- _1n/ T g
(=) 0 1+x o

(e) Montrer par récurrence que S, = Iy — I,.

L’amorce est triviale, et si on suppose que S,, = Iy — I,,, on aura bien

(=D"

S. =S5
n+1 n+n+1

:IO _In+In_In+1 :IO_InJrl-

(f) En déduire que la suite S,, converge et calculer sa limite.

Comme [, converge, .S, aussi et puisque [I,, converge vers 0, on aura bien sir

lim S,, = Ip — lim I, = In(2).

6) Calculer les intégrales suivantes :

V2 5
(a) / = A dz.
0 1

4 —
On commence par remarquer que z° = z(z? — 1) + = (ou faire la division
euclidienne) si bien que
4 Az + 4z
=4z .
xt—1 xt—1

On cherche ensuite a, b, ¢, d € R tels que

ii.

iii.

iv.

4z a b cr+d

G- D+ 0)@@+1]) o—1 o+1 2+1

On multiplie par x — 1 et on fait z = 1, ce qui donne % = a si bien que a = 1.
On multiplie par  + 1 et on fait z = —1, ce qui donne :—j = b si bien que
b =1 aussi.

On fait alors x = 0, ce qui donne 0 = —a + b + d, ce qui montre que d = 0.

Enfin, on multiplie par x avant de le faire tendre vers l'infini pour trouver
0 =a+ b+ csi bien que ¢ = —2.



Il ne reste plus qu’a intégrer

V2 5 V2
s Adx 2 1 1 2z
dz = 4 — d
/0 A1 /0 <x+x—1+az—i—1 332+1) .

—[29U2—|—ln]3v—1]—1—1n]:):—|—1\—111(.102—1—1)}0%5
> 1n%

=1+ |In 562_11
=+ 1],

=1—1In(3).

1 dz
b —_
()/0 2 —-2x+14

On écrit 22 — 2 +4 = (z —1)? + 3 = 3(u® + 1) avec 3u? = (x — 1)? si bien que

u= \ég(a? —1). On en déduit que du = ?dx si bien que dr = v/3du. On aura
donc
/1 de /0 7\/§du = @ [arctan(u)]® 5 = ﬁf = Lﬁﬂ
0 22—2z+4 ) 3w+1) 3 -7 36 18
. T 3 . .
puisque tan §= 3 (et la tangente est impaire).

(c) /0’2' 1;:;(@,)

T 2t
On pose t = tan 5 si bien que sin(z) = e et on aura donc
I L S
1 +sin(z) 1+ 2 N ﬁf;?t S (t+1)2

Puisque

1 1
dt = 5(1 + tan? %)dm = 5(1 + t¥)dz,

on voit que

7 dx 1o2de 17! 1
) s = h w2l e 2 G-
o 1+sin(z) 0o (t+1)2 t+1]o 2

Mea culpa : la formule de trigonométrie utilisée ci-desus s’obient en remarquant
d’abord que

1 cos?(f) + sin%(#) 9
= =14+t 0
cos2(0) cos?(0) + tan™(6),
puis en utilisant la formule inverse dans
) ) sin(d) 2 tan(0)
sin(26) = 2sin(f) cos(0) = 2 e 0) = T+ tan2(0)"



(d) /0 ' arcsin(vz)dz.

On pose = = sin?(u) si bien que dz = 2sin(u) cos(u)du = sin(2u)du et donc

™

1
/ arcsin(y/x)dz = /2 usin(2u)du.
0 0
On integre alors par partie pour trouver

/01 arcsin(y/z)dz = {u_ CO;@u)] : - /0’2' — CO;(QU) du




