3 Intégrales de Riemann

Introduction
Dans tout ce chapitre, I = [a, b] désignera un segment de R avec a, b € R et a < b.

3.1 Intégrale d’une fonction étagée.

Définition 4.1.1 - Subdivision.
On appelle subdivision o du segment [a, b] une suite finie 0 = {xg, 21, ..., 2,} de points de [a, b] tels que
a=1x9<x <--- <z, =>b On notera O ([a, b]) ensemble des subdivisions de [a, b]. A

Définition 4.1.2 - Subdivision réguliére.
On appelle subdivision réguliere d’ordre n € N* de [a, b] 'unique élément o, € O ([a, b]) obtenu en découpant
I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles de méme longueur. Ainsi :

oy = {xo:a,...,xk:a—kkb;a,...,xn:b}. A

Définition 4.1.3 - Fonction étagée.

On appelle fonction étagée ou en escalier sur [a, b] une fonction f : [a, b] — R pour laquelle il existe une
subdivision o = {zq, ..., x,} de [a, b] telle que, pour tout entier i € [0, ..., n — 1], la restriction de f &
lintervalle |x; , ;1] soit constante. Une telle subdivision o est dite associée, ou adaptée, & f. On désignera par
E([a, b]) Pensemble des fonctions étagées sur [a, b]. A

Ainsi, si f : [a, b] — Rest étagée et sio = {xg, ..., z,} est une subdivision associée & f, il existe des constantes
réelles m; ,i € [0, ..., n — 1] telles que :

Vit E]xi s !Ei+1[ s f(t) =m;.

Ex.1 Toute fonction constante sur [a, b] est étagée sur [a, b].

Ex.2 La fonction f: [0, 2] — R définie par :
-1 si 0<t<1
ft) = 1 si t=1
2 si 1<tg?2
est étagée sur [0, 2]. Pour le voir, il suffit de remarquer que la subdivision o = {0, 1, 2} est adaptée & f.
Le choix d’une subdivision adaptée & f n’est pas unique. Par exemple, la subdivision ¢/ = {0, 1/2, 1, 2}
est aussi adaptée a f puisque f |]0 1pet f \] 1,1 sont des fonctions constantes.

Exercice 3.1.1 Soit f : [0, 3] — R la fonction définie par :

-1 s t=0
1 s 0<t<1
ft) = 3 si t=1

-2 s 1<t<2
4 s 2<t<3.
Montrer que f est étagée sur [0, 3] et identifier une subdivision adaptée d f.

La notion d’intégrale repose sur la proposition suivante.

Proposition 4.1.1

Soient f : [a, b] — R une fonction étagée et 0 = {z¢, ..., x,} une subdivision adaptée a f. Pour tout entier
n—1

1€[0,...,n—=1], posons: f(t) =m; sit €]z;, x;+1[. Alors I'expression I(c, f) = Z(:z:i+1 — ;) m; ne dépend
i=0
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pas du choix de la subdivision o adaptée & f. Le nombre réel I(o, f) ainsi obtenu se note

b n—1
/ fydat = I(o, f) = (Tig1 — xi) My
a i=0
et s’appelle intégrale de f sur [a, b].
Preuve
Choisissons une subdivision o € O ([a, b]) telle que 0 = {zg, ..., £, } soit une subdivision adaptée & f sur
[a, b]. Considérons la subdivision & = o U {y}, ou y est un point de [a, b], distinct des points z;,i =0, ..., n.
Soitig € {0, 1, ..., n—1}telque z;, <y < Tjy41. Alors o ={zo, 1, ..., Tiy, Y, Tig+1, --- » T} est adaptée
a fetona:
io—1 n—1
I, f)= Z (@it1 — @) mi + (Y — @ig) Mig + (Tig1 — Y) Mig + Z (Tit1 — i) my
i=0 i=ig+1
ig—1 n—1
= (Tit1 — @) Mi + (Tig41 — Tip) My + Z (Tiv1 —xi)my =I(o, f).
i=0 i=io+1

Soient maintenant o et o’ deux subdivisions adaptées & f. Alors, la subdivision ¢” = o U ¢’ est encore adaptée
a f et, itérant le calcul précédent pour chaque point de ¢”, on obtient immédiatement que I(o, f) = I(c”, f),
et aussi I(o', f) =1(¢", f). Par suite, I(o, ) =1(c', f).

([l

Exercice 3.1.2 Soit f : [0, 3] — R la fonction définie au niveau de lexercice 4.1.1.
1) Calculer fo t) dt puis fo |f |dt
2) Soit x € [0, 3] Calculer F(z) = [ f

3) Montrer que lapplication F :[0, 3] — ]R (avec F(zx) défini comme en 2) est continue sur [0, 3]. La fonction
F est-elle dérivable en tout point de l’intervalle [0, 3] ¢

Interprétation de l’intégrale / f(t) dt pour une fonction étagée positive ou nulle

Si f:[a, b — R est étagée et positive ou nulle sur [a, b], alors, pour tout entier ¢ € [0, ..., n — 1], m; est
b
positif ou nul. Par suite : I(o, f) = / f)dt =0
a
De plus, de la définition de I(o, f), il résulte que ce nombre est exactement la mesure de l'aire comprise entre
I’axe des abscisses, les deux droites t = a, t = b, et le graphe de la fonction f.

b
Lorsque f : [a, b] — R est étagée et n’est pas supposée positive ou nulle, I(o, f) = f(t)dt correspond a

a
l’aire algébrique comprise entre l’axe des abscisses, les deux droites ¢ = a, t = b, et le graphe de la fonction f.

b
Par exemple, si f : [a, b] — R est constante et égale & —17/ f@)dt=—(b—a)=—|b—al <0.
Remarque importante On fixe ¢ €]a, b[. On considere f : [a, b] — R définie par f(t) =0sit € [a, b] \ {c}
et f(c) € R*. Alors / f@)dt = (c—a)0+ (b —¢)0 = 0. Ainsi / f(t) dt peut étre nulle sans que f soit
identiquement nulle. Plus généralement, si f(¢) = 0 sauf en un nombre fini de points de [a, b], alors f est étagée

sur [a, b] et on a/ f(t)dt =0.

Propriétés de 1’intégrale d’une fonction étagée
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Proposition 4.1.2
Soient f, g € &([a, b]). Alors :

u)f+gegqmbpegézf+gxwmzzlbﬂwdr+/bﬂodt

(ii) Pour tout réel A, on a A- f € &([a, b]) et /a - f)(t / £0)
mﬂ&f>gﬁﬁ:W€thf@>g@LMm:A ﬂwﬁ>[;mwm
[ wal< [ o

b b
(iv) Si f = g, sauf en un nombre fini de points de [a, b] ,/ f)dt = / g(t) dt.

En particulier,

b

(v) Pour tout ¢ €]a, b[,on a: / f(t)dt = /f dt+/ flt)dt ou/ flt)dt resp/ f(t)dt) désigne

I'intégrale de la restriction de f au segment [a, ¢| (resp. [c, b]). Cette relation s’appelle relation de Chasles
pour les éléments de E([a, b]).

Preuve
Soient o et o’ deux subdivisions de [a, b] adaptées & f et g. Alors ¢ = ocUo’ = {xqg, ..., xy} est adaptée &
f,et ag. On en déduit que :

N-1

Ion(f) =) (@ipr—xi)mi ,  oum; = f(t) si t€]wi, xip]
i=0
N-1

I, (g9) = (Tig1 —x)m, , ouml=g(t) si te€]r;, i
i=0

et donc I, (f+g) = I (f)+ 15 (g), d’ou (i) et, de méme (ii), (iii). En particulier, si f € £([a, b]), | f] € E([a, b))

b
< / £(1)] dt.

et comme — |f| < f < |f], on en déduit que / f(t)dt

Pour (iv), soit 8 = {xg, ..., xx} une subdivision de [a, b] contenant les points t de [a, b] pour lesquels
f@t) # g(t). Alors, on a immédiatement : Io(f) = Iy(g), d’ott (iv).
Soit maintenant ¢ € Ja, b[. Notons f; et fa les restrictions de f aux segments [a, c] et [c, b]; f1 et fa sont encore
des fonctions étagées. Considérons les fonctions fi et fo définies par :

o | f@®) , tela, FoN 0 , tela,(]

ro={I9 el Re={ g el

Il résulte immédiatement de la définition et de la proposition que :

/: fl(t)dt—/ab fit)dt et /cb fz(t)dt—/ab Folt)dt

Par ailleurs, les fonctions f et g = f1 4+ fo coincident en tout point de [a, b] \ {c}, d’apres (iv), on a donc :

b b
/ f)ydt = / g(t) dt, ce qui prouve (v).
a a |:|

Exercice 3.1.3 Soit f une fonction qui est étagée sur [0,1] et qui prend ses valeurs dans I’ intervalle [a,b] ot
a <0 <b. On suppose de plus que fo t)dt = 0.

1) Montrer que les fonctions f4 = max(f7 0) et f— := — min (f,0) sont encore étagées sur [0, 1].
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2) Prouver que : fol fet)dt = fol f—(t)dt. On note v ce nombre.

3) Prouver qu’il existe 6 € [0,1] tel que : 0 <y < min (Ob; —(1-19) a).
4) Btablir Vinégalité : [, f(t)>dt < b [} fr(t)dt —a [} f-(t)dt.

5) Déduire de ce qui précéde la majoration : fol f(H)?dt < —ab.

Remarque. Il résulte de cette proposition que £([a, b]) est un espace vectoriel sur R et que application
f— I(f) = ff f@)ydt : £(Ja,b]) — R est une forme linéaire, compatible avec la structure d’ordre
partiel < sur £([a, b]).

3.2 Fonction intégrable au sens de Riemann.
On va étendre la notion d’intégrale & des fonctions f : [a, b] — R plus générales que les fonctions étagées.

Définition 4.2.1 - Intégrable au sens de Riemann.
Une fonction f : [a, b] — R est dite intégrable au sens de Riemann (on dit aussi Riemann-intégrable sur [a, b])
si, pour tout € > 0, il existe des fonctions étagées u. et v € E([a, b)) telles que :

(1) us < f <ve.

b
(ii) / (0. —u) (B dt < e
On notera R([a, b]) 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b]. A

Il résulte de cette définition que :
- Toute fonction étagée sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b], i.e. : E([a, b]) C R([a, b]).

- Si f:[a, b] — R est Riemann-intégrable, alors f est bornée sur [a, b], puisque f est majorée et minorée
sur [a, b] par une fonction étagée sur [a, ], et que toute fonction étagée sur [a, b] est évidemment bornée
sur [a, b].

Exercice 3.2.1 Les fonctions f suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ¢
1) f:]0, 2] — R définie par f(t) = [t] ot le symbole [t] désigne la partie entiére de t.

1] s 0<t<1,
1

Q)f:[O,1]—>Rdéﬁnieparf(t)={ Gi t=0.

{ Lsin(d) s 0<t<1,

3) f:]0, 1] — R définie par f(t 1 G 10

)
):{ 1 s tel0,1]1NQ,

4) f:[0,1] = R définie par f(t 1 si te[0,1]\Q.

Soit maintenant f une fonction bornée sur [a, b].

b b
Considérons A(f) = / u(t)dt; u e &([a, b])avecu < f} et B(f) = {/ v(t)dt; v e &([a, b])avee f < v}.
a a
A(f) et B(f) sont deux sous-ensembles non vides de R puisque f est majorée et minorée sur [a, b].

b
De plus, pour tout a € A(f) et 8 € B(f), il existe des fonctions étagées sur [a, b], u, v telles que : a« = / u(t) dt

b
etﬁ:/ v(t)dt. Comme on a : u < v, on a donc o < 3.
a
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Ainsi A(f) est non vide, majoré, il admet donc une borne supérieure I, (f) = sup A(f) = supa .

a€A(f)

De méme, B(f) est non vide minoré et admet une borne inférieure I_(f) = inf B(f) = inf 8 et, de ce qui
BEB(f)

précede, on déduit que : I (f) < I_(f).

Maintenant, si f : [a, b] — R est intégrable au sens de Riemann, on va voir que I_(f) = I;(f). En ef-

b
fet, soit € > 0, il existe u. et v. € E([a, b]) telles que (i) et (ii). On a donc : o = / us(t)dt € A(f) et

b
Be = / ve(t)dt € B(f) et B — ae < . Comme par ailleurs, on a : ae < I+ (f) < I_(f) < Bc, on en déduit

que I"(f) = I, (f).

Ceci nous amene a la définition suivante :

Définition 4.2.2 - Intégrale de f sur [a, b].
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Le nombre I (f) = sup A(f) = inf B(f) = I_(f) s’appelle
b

intégrale de f sur le segment [a, b] et se note I(f) = / ft)dt. AN

Remarques

- Si f est étagée sur [a, b], on a immédiatement que I (f) = I_(f) = / ft)dt (prendre ue = v. = f).

b
Ainsi, cette définition de 'intégrale I(f) = / f(t)dt pour f € R([a, b]) est bien une généralisation de

a
la notion d’intégrale des fonctions étagées sur [a, b].

- Si f est Riemann- mtegrable sur [a, b], il résulte de la définition que si uw, v € &([a, b]) et vérifient
u < f < v, alors : / t)dt < / ft)dt < / v(t) dt.

Définition 4.2.3 - Somme de Riemann.

Soit n € N* et 0, = {xg, -+ ,x,} la subdivision réguliere d’ordre n de l'intervalle [a, b]. On considére un n-uplet
E=(&, ..., &—1) formé de n points de [a, b] répartis selon :
&€ (o, o) = [a+ k% a+ (k+1) 22, Vke{0,...,n—1}.
Soit f : [a, b] — R. La somme de Riemann associée & la fonction f, & o, et au choix de £ est I’expression :
b—a n—1
Jn(fa g) = n f(gk) . A
k=0
n
—a
Ezemple. Les sommes Z flak) et Z f(zy) sont des sommes de Riemann particulieres obtenues
k=1
en prenant respectivement 5 (xo, 33n-1) et E= (21, ..., xn).

Le résultat qui suit identifie une famille de fonctions Riemann-intégrables (les fonctions monotones). Il établit
aussi un lien entre l'intégrabilité d’une fonction f et la convergence (lorsque n — o0) de certaines sommes de
Riemann attachées a f.

Théoréme 4.2.1

Soit f : [a, b] — R une fonction monotone. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b].
b—a

De plus, siop, = sz9g=a, ..., xx=a+k T, = by est la subdivision réguliere d’ordre n € N* de
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[a, b], on a :

b b—a 2 b—a <
t)dt = lim zE) = lim T
[ awae= tim S ) = dim TS )
k=0 k=1
Preuve
On suppose d’abord que f : [a, b] — R est croissante et on consideére la subdivision réguliere o,, associée aux
a

points x = ,kelo,...,n],neN"

On considere les fonctions étagées u,, et v, sur [a, b] définies par :

i < <
un(t):{ Stxi sioxp<t<zirr , 0<k<n

(b) si t=0b
fla) si t=a
)

v"(t):{ flrpar) st ap <t<wzprr , 0<k<n '

On a clairement u,, < f < v, puisque f est monotone croissante. De plus :

b —1
/ E $I~c+1 - Ik
@ k=0

k=0

b Ca &
/ vp (t b f(@r+1) b n Z f(@k)
a k= k=1
b b b —u
et / (Un — up)(¥) dt:/ vn(t)dt—/ un(t) dt = bn [£(b) — f(a)].

—a

Par suite, pu1sque hm [f(b)— f(a)] =0, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et, comme pour tout entier

n =1, / / ft) / vp(t) dt, on déduit que :

b b b
0< / Ft)dt - / un () dt < / (0 — wn) (B dt = "= [£(B) — f(a).

b
La suite / U (t f(xg) est donc convergente vers / f()
a

k=0
b J—
De méme, la suite/ vp(t) dt = (k) / F(t)dt
n
Maintenant si f : [a, b] — R est monotone décroissante, il suffit d’appliquer ce qui précede & la fonction — f.

O

Exercice 3.2.2 Montrer que les fonctions f, g et h définies sur R via f(x) = x, g(x) = 2% et h(z) = e sont
intégrables sur tout intervalle |a, b] avec 0 < a < b En utilisant comme ci-dessus des subdivisions réguliéres,
calculer les intégrales fol t)dt, fl t)dt et [ h(t)dt (avec z>0).

1 2
Exercice 3.2.3 On pose : S, = TV2EVE Lt n € N\ {0}.

ny/n ’

1) Donner un exemple de fonction f : [0,+oo[— R continue positive et croissante telle que :
Sn= 5 i f(h).

2) On se place sur l’intervalle [% jT] FEtablir ’encadrement :

L <f t)dt < X f(E)y,  vje{o,--,n}.

n n

31



3) En déduire que :
[ f@ydt < S, < f ) dt.

4) Prowver que Sy, converge lorsque n tend vers l'infini vers une limite finie | € R. Calculer .

Application 4.2.1.
Une fonction continue f : [a, ] — R est convexe si et seulement si elle est 'intégrale d’une fonction croissante
sur [a, b], c’est-a-dire qu’il existe une fonction croissante ¢ : [a, b] — R telle que :

Ve €la, b , f(z) = f(a)—i—/x o(t) dt

Preuve
Sif:la, b] — R est définie par :

Veela, b K@zﬂ@ﬁf¢@ﬁ

fly) = (=) _ J7 e@)dt

y—x
En effet, supposons que x < y; < ys2, on doit alors vérifier que :

alors la fonction y — :[a, b\ {x} — R est une fonction croissante.

a8 Y2

(y2 — @) p(t)dt < (y—x) ¢(t) dt

xr xr
Puisque ¢ est croissante on a :
Y1 Y1

(o) [ o(t)dt :(mfmJ/m¢®dH%wfx) o(t) dt

x x

(02— ) bun) (1 —2) + (n—2) [ o(0)dt

<
Y2 ylz
< (y1—2) o(t) dt + (y1 — z) o(t)dt
Y1 x
Y2

= (1 —2) o(t)dt
xr
On étudie de méme les cas olt y; < y2 < x et y; < & < yo. Ainsi, f est convexe sur [a, b].
Réciproquement, si f est convexe sur [a, b], f admet des dérivées a gauche f; sur |a, b] et a droite f} sur [a, b]

croissantes sur [a, b], donc Riemann-intégrables sur [a, b].
x

On va démontrer que pour tout = € [a, b], f(z) — f(a) = /x fht)dt = / fo(t)dt.

a a
Soit o = {ap = a < a1 < -++ < a, = x} une subdivision réguliere d’ordre n de [a, z]. On a alors, puisque f est
convexe :

n—1 n—1 n—1
(arr — ar) falar) < Y (flarer) = flan)) < (ar+1 — ak) folans)

Le.: (art1 — ak) falar) < f(z) = f(a) < ) (art1 — ak) folar+1) -
¢ 0

3
—
3
|
—_

ES
Il
o
b
Il

Par ailleurs,

I
—

n

(f;(ak—&-l) - f(li(ak))

0

1
n

n—1 n—1
Z (ak+1 - ak ak+1 Z Ar4+1 — Ak fd(ak) =
k=0

k=0 k
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B % [(fg( Z_: fg ak+1) f(/i(ak+1))‘| < %(f;(x)—fé(a))
k=

puisque pour £ = 0, .. . n—1, f1(axss) < Filanss).
n—1 n—1 T
Par suite, comme  lim__ Z (art1—ax) fo(ant1) = / fo(t)dtet que hm Z (agr1—ag) fylag) = / fo(t)dt
k=0 @
on obtient que : f(x / o) dt = / f O

Théoréme 4.2.2
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b].

h—
De plus, si o, =<29=a, ..., zxy =a+k ——, ..., x, = b est la subdivision réguliere d’ordre n € N* de

[a, b], on a :

b b—a b—
/aﬂwdt:nggloo Y S = tim TS ).

Pour démontrer ce résultat, on a besoin de rappeler le résultat classique suivant :

Proposition (Heine)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors, f est uniformément continue sur [a, b], i.e

Ve>0, In. >0 tel que :Vt, ¢ €la,b], [t —t'|<n.=|f(t) - f(t')| <e.

Preuve du théoréme 2
La fonction f : [a, b] — R étant continue sur [a, b] est uniformément continue sur [a, b] et vérifie la proposition
précédente.

h—
Soit M > 0 tel que : Vt € [a, ], |f(t)] < M. Soient alors € > 0 et N € N* tel que Ta < 1e . Considérons

€
la subdivision réguliere o,, d’ordre n de [a, b]. Pour tout entier k € [0, ..., n — 1], la fonction continue
f i [xk, k1] — R est bornée et atteint ses bornes :

my = inf f(t) = min f(¢) ,  Myp= supf(t) = maxf(t) .
te(xn , Try1] t€lxy , Tr41] t€lry , Tri1] te€xy , Trpi1]

Ainsi, pour tout entier n > N. et k€{0,1,...,n—1}, M —my <e.
C0n51derons les fonctions étagées u,, et vy, deﬁnles par :
un(t) = mg st te€xg, vpyr| , K€{0, ..., n—1}

MY f() st t=0b

(1) = fla) si t=a

Unib) = My, st te€lzg, xp41] , k€{0,...,n—1} ~

On a alors pour tout entier n € N* : u,, et v, sont étagées sur [a, b] et vérifient :
(i) un < f<wvn

b n—1 _a n—1
(i) / (0 — ) () dt = 3 (axs1 — 2)(My, — mg) = 2 N (M~ )
a k=0 k=0

et, pour n > N, :
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On en déduit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] et que :

b b—a 2 b b—a — b
/ U (t) dt = > my < / f)dt < M, = / Un(t) dt .
a n k=0 a n a

b b b
Par suite, puisque : 0 < / f)dt — / U (t) dt < / (Up, —up)(t)dt < e(b—a), n > N, on a donc :

a

b b h— n—1
/ f(®)dt = lim un(t)dt = lim a Z my .

n—-+4 oo a n—-+ oo n =0

b b n
. . ) b—a
De méme, /a ft)dt = nlufoo ’ v (t) dt = nEI—Poo - ;;70 M, .
Par ailleurs, pour tout entier n € N*, on a :

n—1 n—1 n—1

Ezemple.
Soit f(t) = v/t, t € [0, 1]. La fonction f est continue sur [0, 1] et on déduit de ces théorémes que :

/0 f(t)dt=nggloonz\/> im [\f+xf+ +/m).

On verra ultérieurement que la valeur de cette intégrale peut étre calculée en utilisant une primitive de f sur

1
[0,1];ains1/ Vi-dt==.
0 3

Exercice 3.2.4 Calculer lintégrale de f : [a,b] — R obtenue comme limite de sommes de Riemann dans les
cas suwvants :

1) f(x) = sin = sur [0, §].

2) f(x) = cos x sur [0, 5].

3) f(z) = a® sur [a,b] (on prend o> 0).

Exercice 3.2.5 Montrer que chacune des expressions mises en jeu ci-dessous peut s’interpréter comme une
somme de Riemann. Identifier chaque fois la fonction qui permet une telle interprétation. Calculer alors les
limites dont il est question.

n

. e F . n+k
1) lim ”Z =R 2) lim - R
k=1

n

. N
nEEgD EZ; VFAAAZE’ 4)nhgg> II (1+_n ) ’

k=1
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Application 4.2.2 (Formule de Jensen)
Soient f une fonction continue strictement positive sur [0, 1] et g une fonction continue positive sur [0, 1] avec

1
/ g(t)dt = 1. Alors :
0

o (| () -0 w) < | 5w ar.

En particulier, si g =1, 0n a :
1 1
exp (/ n[f(t)] dt> < / f)de.
0 0
Preuve

Le théoreme 2 permet d’écrire que :

W [ mlelod = tm L Z n [f (fl)} y (fj) |

n
k 1 k
Par suite, pour n assez grand, E g () > 0 et on peut considérer ay, := ﬁ - g (> ykell, ..., n].
n n
k=1 hd
=1
k n
Posons aussi ay, := f () ;onaalors:ap >0, a, >0 et g ap = 1.
n
k=1

La fonction — ¢n étant convexe sur |0, +oo[, on a donc :

(%) Uy = Zak~€n(ak) < In (Zak-ak> = v,
k=1

k=1
Or, d’apres (1) et (3) :

. . 1 1 & k k
O R o d (O

et, d’apres (2) et (3) :

n
IR D Py



La fonction exp étant croissante et continue, on déduit le résultat cherché a partir de I'inégalité (x). d

Remarque
Considérons une somme de Riemann générale :

b—a n—1
on(f. €) = > )
k=0
associée & la fonction f, & la subdivision réguliére o, et au n-uplet de points £ = (&, ..., &,—1). Reprenant les

démonstrations des théoremes 1 et 2, il résulte que I'on a encore :

b
Jim on(f,€) = /a f(t)at

pour f monotone croissante car on a :

et, pour f continue sur [a, b], car :

n—1 n—1
b—a b—a
- Z my < on(f,§) < - Z Mj,
k=0 k=0
1
Par exemple, si f(t) = v/t, t € [0, 1], en choisissant £ = (&, ... , &n_1) tel que : & = 3 (2g+1+2k), on obtient :
9 n—1
g tdt = lim —— ket -
3 /0 Vi s ny/n ; + 2

Un contre-exemple : une fonction de type "peigne”.

Considérons la fonction f: [0, 1] — R définie par : f(t) =1sit € QN[0, 1] et f(t)=0sit e (R\ Q)NJO, 1].
Cette fonction n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1]. En effet, s’il en était ainsi, pour tout £ > 0, il existerait
deux fonctions en escalier u. , v. sur [0, 1] telles que :

(i) ue < f <o

(ii) /0 (ve —ue)(t) dt < e.

Soit 0. = {zo, ..., xn. = 1} une subdivision adaptée & u. et v. (ce qui est toujours possible). Il résulte des
inégalités (i) que, pour tout entier k € {0, ..., N. — 1} et pour tout réel ¢ € |z, 1], on doit avoir u.(t) <0
et ve(t) > 1 car d’une part (R \ Q)N]zg, zr11[# @ et d’autre part QN ]z, Tp11[# 2.

1 1

Par suite : / ue(t)dt <0 et / ve(t) dt > 1. Linégalité (ii) ne peut donc pas avoir lieu des que € < 1.
0 0

Propriétés de l’intégrale

Les propriétés de I'intégrale des fonctions étagées sur [a, b] (qui sont énoncées en Proposition 4.1.2) se généralisent
aux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] comme suit :

Proposition 4.2.1.
Soient f, g € R([a, b]). Alors :

b b b
(@) f+geR(a, b)) et/ (f+g)(t)dt:/ f(t)dt+/ o(t) dt.
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b b
(i) Pour tout réel A, A - f € R([a, b)) et/ (A-f)(t)dt:)\-/ (1) dt
b b
(iii) Si f > g, alors/ f(t)dt 2/ g(t) dt.
a a b X
(iv) Si f = g sauf en un nombre fini de points de [a, b] ,/ f@®)dt = / g(t)dt.

(v) Pourtoutce]a,b[,ona:/b f(t)dtz/c f(t)dt—|—/b f(t)dt

Ci-dessus, la quantité f: f(t)dt (resp. fcb f @) dt) désigne l'intégrale de la restriction de f au segment
[a, c] (resp. [, b]). Cette relation s’appelle relation de Chasles pour les éléments de R([a, b]).

Preuve

(i) Soit & > 0. Il existe u. , ve, uL, v, étagées sur [a, b] telles que :

b
ue < f<ve et /(vg—us)(t)dtgs
a

b
ul <g<vl et / (vl —ul)(t)dt <e.
a

b
On en déduit que : (ue +ul) < f+g < (ve +0L) et / [(ve + VL) — (ue + ul)|(t)dt < 2e d’apres les

a
propriétés de 'intégrale sur £([a, b]). Par suite, f + g est Riemann-intégrable sur [a, b] et des inégalités :

/bue /f < /abve(t)dt
/bu /abg(t)dt < /abv;(t)dt

/ab(ueru's)(t)dt < /abf(t)dt+/abg(t)dt < /ab(vEJrv;)(t)dt

on obtient que :

et comme :

on déduit que :

b b b b
(f+g)(t)dt—</ f(t)dt+/ g(t)dt>‘ < /[(vg+v;)—(us+u;)](t)dt < 2.

b b b
Par suite,/ (f+9)(@) dt:/ 1) dt—l—/ g(t) dt.

(ii) Se démontre de maniere analogue.

b
(iii) Compte-tenu de (i) et (ii), il suffit de montrer que si f est positive ou nulle, alors / f)dt > 0. Or si

u € &E([a, b)) vérifie u < f alors la fonction u, définie par : uy(t) = max(u(t), 0),t € [a, b], est encore

étagée sur [a, b] et vérifie uy < f. Par suite, de la définition de I'intégrale / f(t) dt, on obtient que
a

b b
0< / uy(t)dt < / f(t)dt, d’ou le résultat.
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(iv) Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que f = g sauf en un nombre fini de
points de [a, b]. En posant h = f — g, d’apreés (i) h est Riemann-intégrable sur [a, b] et nulle sauf en un
b

nombre fini de points. On doit montrer que / h(t) dt = 0. Or une telle fonction h € E([a, b]) et, d’apres

a

b
la relation de Chasles, il est immédiat que / h(t)dt = 0.

(v) Soit ¢ €la, b[. Notons f1 et fa les restrictions de f aux segments [a, ¢] et [¢, b]. On va montrer que f; et
f2 sont Riemann-intégrables sur [a, ¢] et [¢, b] respectivement. Par hypothese, pour tout & > 0, il existe
des fonctions u. , ve € E([a, b]) telles que :

b
ue < f < v et / (ve —ue)(t)dt < €.

Notons ul, v} et u2, v2 les restrictions de u. , v. aux segments [a, c] et [c, b]. On adonc: ul, vl € &([a, ])

et u?, v2 € &([c, b)) et :
ul < fi < vlsurfa,d et w2 < fo < 02 osurfe, b].

€

En outre :

/ab (ve —ue)(D) dt = / (ve —ue)(t) dt + /Cb (ve — ue)(t) dt

5[w;wbmﬁ+[7ﬁ—@wwt

b
On en déduit (puisque / (v} —ub)(t)dt =0 et / (v —u?)(t)dt = 0) que :

a

c b
/(Ual—u;)(t)dtga et /(Uf—u?)(t)dtgg,

Par suite, f et fo sont Riemann-Intégrables sur [a, ], [c, b] respectivement.
Et, des inégalités :

/: ul(t)dt < / A dt < /:U;(t)dt

/Cb ul(t)dt < /Cb ft)dt < /Cb V2 (1) dt

on déduit que :

/Qﬂww—< Chde+ bﬁwmﬂ < /3aoﬁ—/ﬂmom < e

O

Exercice 3.2.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. On pose m := sup { f(z); z € [a,b]}.

Prouver que :
b 1
lim (/ fl@)™ dx) " =m.
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Exercice 3.2.7 Soit f : [0,1] — R une application strictement croissante telle que f(0) = 0 et f(1) = 1.
Calculer :

n—oo

lim /01 f@)"dx.

Exercice 3.2.8 Soit f: [0,1] — R une fonction continue telle que fol f@)™dt ne prenne qu’un nombre fini de
valeurs lorsque n décrit N.

1) Montrer que fol f(t)?>™dt ne prend qu’un nombre fini de valeurs lorsque n décrit N.
2) On suppose qu’il existe t € [0,1] tel que f()? > 1. Trouver une contradiction.

3) On suppose que f2: [0,1] — [0,1] est différente de f> =0 et 2 = 1. En evaminant la suite (un)nen obtenue
en posant u, = fol f(t)?™ dt, trouver une contradiction.

4) Déduire de ce qui précéde que f = —1 ou f =0 ou bien f =1.

En fait, le point (v) de la Proposition 1 admet une réciproque :

Proposition 4.2.2.
Soient a < ¢ < b trois nombres réels, et soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, ¢] et sur [c, b].
Alors, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et on a :

/ab f(t)dt:/ac f(t)dt+/cb F(t) dt.

Preuve

11 suffit, d’apres la proposition précédente, de montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b].

Soit ¢ > 0. Les restrictions f; et fo de f & [a,c] et [c,b] étant Riemann-intégrables, il existe
ul, vl € E([a, c]), u2, v? € &([c, b]) telles que :

C
W< h o<l / (! —ul)(t)dt < =
a

et

o
(\
o
—
1
™ N
|
IS
o o
N
=
~
N
Q
~
N
™

u? < fo <

Solent u. , ve € £(Ja, b]) définies par :
_f ul st té€]a, (]

“E(t)—{ 2§ tele, b

si tela,

v st t€]e, b

<
3
—~
o~
~—
I
——
<
M pNM =

On a donc : u. < f < ve sur [a, b]. De plus, grace a la relation de Chasles on a :

/ab () dt = / u;(t)dt—i—/cb W2() dt

/ab ve(t)dt = / v;(t)dt+/cb V() dt.

b
Par suite, / (ve — ue)(t) dt < 2e, ce qui prouve que f est Riemann-intégrable sur [a, b]. O
a
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Afin d’étendre cette relation de Chasles au cas ou les réels a, b et ¢ sont dans un ordre quelconque, on conviendra,

a B
de poser, pour f Riemann-intégrable sur un segment [a, b], / fydt = — / f)dt si a, B € la, b] avec
B a
B
a<ﬁet/ f)dt=0sia=p.

Avec cette convention, il résulte des propositions 1 et 2 :

Proposition 4.2.3 Relation de Chasles.
Soient f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable et «, §, v trois points de [a, b]. Alors on a :

/; Ft)dt = /j f(t)dt+/; £(t) dt.

Preuve
Traitons par exemple le cas o < v < . D’apres la proposition 1, les restrictions de f aux segments [« , 7], [«, 5]
et [y, O] sont Riemann-intégrables et d’apres la proposition 2 :

/j Ft)dt = /: f(t)dt+/ﬁ () dt

| s /j Fyde - /f 7t dt

_ /j f(t)dt+/[: £(t) dt.

ie. :

et, d’apres la convention adaptée :

O
Autres exemples de fonctions Riemann-intégrables : les fonctions continues par morceaux
Définition 4.2.4 - Fonction continue par morceaut.
On dit quune fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux s'il existe une subdivision
o ={xy = a,x1,...,2, = b} de [a,d] telle que la restriction de f aux intervalles |z;, z;41[ soit
continue et admette une limite & gauche en z; et une limite & droite en z;4q1,i € {0,...,(n — 1)}
(ie.: que flia, zir[ = fi 2, 2ipa] @VeC fi o [2;, 2441] continue). A

Il résulte alors de ce qui précede que :

Proposition 4.2.4.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue par morceaux. Alors, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et, si
oc={xg=a, ..., x, = b} est une subdivision adaptée a f, f; : [z;, ;+1] — R un prolongement continu de f

a[x;, wiy1], on a:
b n—l oz
/ feydt = > / fi(t)dt .
@ i=0 v Ti

Exemple
Soit t — f(t) = E(¢) : [0, 3] — R ot E(t) désigne la partie entiere du réel t. Alors f est continue par morceaux
3

sur [0, 3], et son intégrale / f(t) dt est égale a 3.
0
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Exercice 3.2.9 Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceauz. Trouver une suite (gn)nen de fonctions

en escaliers telle que :
1

lim [ F(t) galt) dt = F(04).

n——oo 0

Proposition 4.2.5 - Propriété de la moyenne.
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable, et soient m, M € R tels que :

Viela,b) , m<f)<M.
Alors : .
mb—a) < / FOdt < M(b-a).
Preuve
Cela résulte immédiatement du point (iii) de la proposition avec g(t) = m et h(t) = M, t € [a, b].
O
Remarque
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], on sait que f est alors bornée sur [a, b] et on peut prendre m = inf f(t)
t€la,b)

et M = sup f(t).
t€la, b]

Dans le cas particulier ou f : [a, b] — R est continue, on peut préciser davantage ce résultat :
Proposition 4.2.6 - Formule de la moyenne.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que :

1 b
b—a

f@)dt = f(c).

a

Preuve
La fonction f étant continue sur le segment [a, b] est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes.

Soient m = inf f(t) = f(c1) et M = sup f(t) = f(c2), c1, ca € [a, b]. Par suite, d’apreés la proposition
t€la,b] t€la,b)

1 b
précédente, le nombre 2 / f(t) dt appartient au segment [m, M] = [f(c1), f(c2)]. Et, d’apres le théoreme
—a /,

1
des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [¢1, ¢2] C [a, b] tel que : " a / f@)dt = f(e).
—a

Autres propriétés de l’intégrale

Il résulte de la proposition 1 que R([a, b]) est un espace vectoriel sur R et que l'application f +—— / flt)dt

R([a, b]) — R est une forme linéaire.
Il résulte aussi de cette méme proposition que l’on a :

Théoreme 4.2.3.
Soient f, g € R([a, b]). Alors max(f, g) et min(f, ¢g) sont Riemann-intégrables sur [a, b] et on a :

max (/ab f)ydt /a > / max(f(t), g(t))dt
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b b b
min (/ ore / g(t)dt) > /min(f(t),g(t))dt.

Preuve
Tout d’abord, il est facile de vérifier que si a, 8 sont deux nombres réels alors :
max(aug):a;ﬁ-&-'a;ﬁ' et min(aaﬂ)za;ﬁ—m;m.
En particulier, on a :
max(f , g) = Tg+ |f;9| =g+¥+@ = g+max(f—g,0)

et
min(f, g) = — max(— f, —g).
11 suffit donc de montrer que si f € R([a, b]), alors f+ = max(f, 0) € R([a, b]).
Or si f est Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe uc , v € E([a, b]) telles que :

ue < f

N

b
ve et /(vgfua)(t)dt < €.

Les fonctions ul = max(u, 0) et v = max(v., 0) sont encore étagées sur [a, b] et vérifient :

b
ul < fT o< v et /(vjfuj)(t)dt < ¢
a

car : ) )

vl —ud =5 (ve —ue) + 5 (Jve] = |uel)

2 2
et
el = uel < flve| = [uel] < fve —ue| = ve—ue
d’ott : v —ul < v. — ue . Par suite, f* est Riemann-intégrable sur [a, b].
O

Remarque

11 résulte des expressions max(f, g) et min(f, g) données dans cette démonstration que si f et g sont continues
en un point ty € [a, b], il en est de méme de max(f, g) et min(f, g).

Corollaire 4.2.1.
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors | f| est Riemann-intégrable sur [a, b] et, de plus :

b b
[ el < [ i
Preuve

Comme |f| = fT + f~, ot f~ = — min(f, 0), il résulte du théoreme précédent que si f € R([a, b]), alors
|f] € Rla, b]. Par ailleurs, puisque — |f| < f < |f], on obtient que :

/|f| /f < /ab £ dt
< [ inwa

c’est-a-dire :

b
f(t)dt

Un contre-exemple
Soit f: [0, 1] — R définie par :
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fH)=1 siteQno,1]
f)=-1 site®\Qno,1]

Alors f n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1], et cependant |f| = 1 est Riemann-intégrable sur [0, 1].

b
On a déja remarqué que f(t)dt = 0 pour f Riemann-intégrable sur [a, b] n’implique pas f = 0 sur [a, b].

a
Cependant, si f est continue on a :

Corollaire 4.2.2.
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors on a : Ve > 0, 3f. , en escalier sur [a, b], telle que :

b
/ (f - )W)l dt < e

Preuve
En effet, f étant Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier sur [a, b],
ue et v, telles que :

(i) we<f<oe

b
(i) / (v — ) () dt < ¢

b
Posons f. := v, , alors |f — fo| = v. — f < v. — u, et donc : / |(f — fe(t)]dt < e

(]
Applications
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors :
b
(1) Lemme de Riemann-Lebesgue : hm / f (@) - sin(nt) dt = hI_P f(t) -cos(nt)dt =0

n—-+ oo

(2) lim /f ) |sinnt|dt = hm /f )| cos(nt)|dt = /f t)dt

Preuve de (1)

f étant continue, la fonction ¢t — f(t) - sinnt : [a, b] — K est aussi continue, donc Riemann-intégrable
b

sur [a, b]; / f(t) - sin(nt) dt a bien un sens. Pour la suite de la démonstration, on a besoin de connaitre les

a
valeurs des intégrales suivantes (les calculs correspondants seront expliqués et justifiés au paragraphe 4.4) :
b 1 b 1
/ sin(nt)dt = = [cos(na) — cos(nb)] , / cos(nt)dt = = [sin(nb) — sin(na)] .
a n a n
Tout d’abord, comme on le verra au paragraphe 4 suivant (corollaire 1), pour tout a < 3, on a :

B
/ sin nt dt
«

lere étape

= ’ [cosna—cosnb’]' < z
n n

Si f est constante (égale a A) sur [a, b], on a :

b
)\'/ sinnt dt

2
t) - sin(nt) dt| = <|Al-=—=0 ,quand n — +o0.
n

2éme étape
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Si f est en escalier sur [a, b], alors :

b N Tiq1
/ f(¢) - sin(nt) dt = Z A - / sinntdt - 0 , quand n — + 0.
@ i=1

3eme étape

On applique le corollaire 2, on approche f par des fonctions en escalier.
b

Soient € > 0 et f., en escalier sur [a, ] telle que : / [(f = fo)(@®)|dt < e.

a

Par suite :

b b b
/ F(t) - sin(nt) dt| < / (f = £)(t) - sin(nt) dt| + / Fo(t) - sin(nt) dt

< e+

b
/ £.(1) - sin(nt) dt

Il résulte de la 2eme étape que : il existe N. € N tel que n > N, — <e.

b
/ fe(t) - sinnt dt

Finalement, pour n > N.,

b
/ f(t) - sinntdt

< 2e, dou (1).

Preuve de (2)
On procede comme précédemment.

lere étape
b 2
lim |sinnt|dt = = (b—a)
T

—
n—i—ooa

En effet, pour n assez grand, désignons par kg = ko(n) et k1 = k1(n) les entiers relatifs tels que :
7r
)=

(ko—1) = < a < kom < ki~ < b < (ki+1
n n n n

Alors, pour k € [ko, k1—1], la fonction t — sin nt¢ garde un signe constant sur chaque intervalle ] kZ s (k+1)
n

(k+1) = 9
et donc : / |sinnt|dt = —.
k n

jus
n

ki T 9

Par suite / |sinnt| dt = - (k1 — ko).
ko =

Comme |sinnt| < 1 et liIJP (ko(n) % — a) = lim (b —k1(n) %) = 0, on déduit que :

n—-+ oo

ki(n) —k b— b 2
lim 1(n) = ko(n) = ¢ et lim |sinnt|dt = = (b—a)
n—-4 oo n e n—-4 oo a

2eme étape
Si f est en escalier sur [a, b], on peut écrire :

b N Tit1
/ f(&) - |sinnt|dt = Z )\i-/ | sin nt| dt
@ i=1 Ti
et donc: lim ) (t) - | sinnt| ; 7T(€E+1 ;) 7T/af()
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3eme étape

On approche f par des fonctions en escalier au sens du corollaire 2.
b

Soient € > 0 et f., en escalier sur [a, b] telle que : / [(f — fo) ()| dt < e.

On a donc :

b b b
[ st psinntlae =2 [ foa < [016 - £ st e

b b b
[ r0 st -2 [ pwad+ 2 [0 - ool

2
5<1+>+
™

D’apres la seconde étape, il existe N. € N tel que n > N implique :

b b
/fg(t)-|sinnt|dt—%/ £(t) dt

< €

b b
/ (1) - | sinnt|dt — %/ (1) dt

2
< 2 <1+>.
T

d’ol1, pour n > N; :

b b
/a f(t) - |sinnt|dt — %/a f@)dt

Proposition 4.2.7.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue positive ou nulle, i.e. : Vt € [a, ], f(t) > 0.

b
Alors/ f(t)dt =0 équivaut & f =0 sur [a, b], i.e. : VE € [a, b], f(t) =0.

Preuve
On va déduire ce résultat de la relation de Chasles.

b
Soit f : [a, b] — R, continue, positive ou nulle et non identiquement nulle. On va montrer que / f@t)dt > 0.
a
Puisque f n’est pas identiquement nulle sur [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0 et, puisque f est continue
sur [a, b], on peut toujours supposer que ¢ € ]a, b[. La continuité de f au point ¢ signifie :
YVe>0, In.>0 telque: |t—c|<n. , t€a,b = |f{t)—f(c)]<e.

f(e)

Choisissons 0 < € < = et n. > 0 assez petit de sorte que [c — 7., ¢+ 7] C [a, b].

f(e)

Alors pour |t —¢| < 7., on a: TN < f(c) — e < f(t). Par suite, puisque f > 0 :

/ab fe)de = /ac_ns +/:17 +/C;E feydt > /CCME ftydt > @ S (2n.) > 0.

—7Ne

Exercice 3.2.10 Déterminer toutes les fonctions continues f : [a,b] — R qui vérifient :

/ ) dt = (b—a) sup |f(2)].

t€la,b]
Exercice 3.2.11 Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a,b] (avec a < b).
1) On suppose que f est continue en un point xg € [a,b] en lequel f(zg) > 0. Montrer qu’il eiste un couple de

points (a,b) € [a,b]? avec a < xg < b et b—a > 0 ajusté de facon a ce que f; f(z)dx > 0.
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2) En déduire que si [ est continue positive sur [a,b] et telle que f; f(@)dxz =0 alors f est identiquement nulle.
3) On suppose que f est continue sur [a,b] avec f: f(@)dx = 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0
4) On suppose que f est continue sur [0, 1] avec fol f(z)dx = 5. Montrer qu’il eziste d € [0,1] tel que f(d) =

Exercice 3.2.12 Soit f : [0,7] — R une fonction continue telle que foﬂ f(u) cosu du = foﬂ f(u) sinu du=0.
Prouver que f s’annule au moins deuz fois sur lintervalle ouvert |0, x|.

Proposition 4.2.8 - Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] et & valeurs réelles. On a :

b b
< (/ f|2<t>dt> - (/ |g<t>2dt>.

De plus, si f £ 0, il y a égalité dans (%) si et seulement si il existe A € R tel que: g =\ f.

b 2
(%) / () (b)) dt

Preuve
Soit A € R. La fonction t — [\ f(t) — g(¢)]? : [a, b] — R est continue et positive ou nulle et donc :

b
VAER | /[Af(t)—g(t)mt>o

e :V)\GR7)\2I—2)\J+K 0
b
ouf—/ FORdt, J—/ [F(t) g(t)] dt ot K — / )2 dt .

Le trinome A2 I — 2\ J + K étant toujours positif ou nul, vérifie donc :

JP<I-K
i.e. (x). Maintenant, si on a I’égalité dans (x), cela signifie que ce trinéme a une racine double Ag et que, pour ce
)‘O )
on a :

b
[ bas-gPwd = o.

La fonction t — (Ao f — 9)%(¢) - [a, b] — R étant continue, et positive ou nulle, on déduit de la proposition
précédente que \g f —g=0 ie :g=Af.
O

Corollaire 4.2.3 - Inégalité de Minkowsks.
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] & valeurs réelles.

Alors on a :
b 3 b 3 b 3
(%) (/ |(f+g)(t)|2dt> < (/ |f<t>2dt> + (/ |g<t>|2dt>

De plus, si f £ 0, il y a égalité dans (**) si et seulement si il existe A > 0 tel que : g = A - f.

Preuve
En développant (f(t) + g(t))?, on obtient :

/abl(f+g)(t)l2dt = / |f(H)]?dt + 2/ f(t) dt+/ab lg(t)|? dt

L’inégalité (xx) résulte alors de 'inégalité de Cauchy-Schwarz (*).
Il en résulte aussi que, si de plus f # 0 et si on a égalité dans (xx), nécessairement, on a aussi égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il existe donc A € R tel que : ¢ = A - f. En reportant cette expression dans
Pégalité (xx), il vient : |1 + A] = 1 + |A|, ce qui implique A > 0.

O
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Exercice 3.2.13 Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(x) = fom f(t)dt. Répondre par vrai ou par
faux auzx affirmations suivantes :

1) F est continue sur R.

2) F est dérivable sur R de dérivée f.

3) Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.

4) St f est positive sur R alors F' est positive sur R.

5) Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

6) Si f est T-périodique sur R alors F est T-périodique sur R.
7) Si f est paire alors F' est impaire.

3.3 Intégrale de fonctions a valeurs complexes.

Soit f une fonction définie sur le segment [a, b] & valeurs complexes. Notons g = Re(f) et h = Im(f) les parties
réelle et imaginaire de f. On a donc :

Vtea,b] , f(t)=gl) +ih(t).

Définition 4.3.1 - Fonction f : [a, b] — C Riemann-intégrable.
On dit que la fonction f : [a, b] — C est Riemann-intégrable sur [a, 0] si g et h sont Riemann-intégrables sur

[a, ] et on pose : . ) b
/f(t)dt 1= /g(t)dt—i—i/ h(t) dt .

Ezemple
Soit f(t) =€, t € [0, g} Alors g(t) = cost et h(t) =sint, et on a :

/ etdt = / costdt+i/ sintdt = 1+74.
0 0 0

L’intégrale de fonctions a valeurs complexes hérite de la plupart des propriétés de 'intégrale des fonctions a
valeurs réelles, et notamment de la linéarité :

b b b
/(A1f1+)\2f2)(t)dt = )\1/ fl(t)dtJr)\z/ fo(t)dt , A, A eC

de la relation de Chasles :

vy B ¥
/f(t)dt _ / f(t)dt+/ﬁ Fydt , a,B,v¢ela, b

/ab £(8) dt

Donnons la preuve de cette derniere inégalité :
On admettra que |f| est Riemann-intégrable si f est Riemann-intégrable & valeurs complexes.

et de l'inégalité :

b
< / F(8)] d.

b
Notons I = / f(#)dt. Si I = 0, cette inégalité est bien vérifiée. Sinon, si I # 0, alors I € C* = C \ {0} et

s’écrit sous forme polaire I = |I]- e § € R. Mais alors :

b
Il = e .1 = / e” W f(t)dt € R
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b b
ot donc / e~ 10 F(t) dt = / Re(e= 1 f(8)) dt.

Or:
Re(e™" f(t)) < le” ™ f(t)| = |£(1)]
d’ou : )
1< [ sl
Conséquence

b b
Sif,g:]a, b — C sont continues, |f|, |g| : [a, b] — R sont continues et, puisque / F (@) g(®) dt‘ < / IGE

lg|(t) dt, on déduit immédiatement que les inégalités (x) et (xx), de Cauchy-Schwarz et Minkowski, sont encore
valables pour des fonctions continues & valeurs complexes.

En fait, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski correspondent a un cas particulier des inégalités de
Holder et Minkowski.
Inégalités de Holder et de Minkowski

Proposition 4.3.1 - Inégalité de Holder.
Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs complexes et p €]1, + o[ . Alors, on a :

b » b i
< (/ If(t)Ipdt> (/ |g<t>|wt> 4=t

b
/ £(t) - g(t) dt

Preuve ,
< / F(0)] - 1g(8)] dt.

On peut supposer de plus f et g non identiquement nulles sur [a, b] et par suite :

b
11 suffit de se limiter au cas de fonctions f et g > 0, puisque / f(t)-g(t)dt

1

b % b q
£l = (/ If(t)l”dt> £0 et lglly = (/ |g<t>|th> £0

Utilisant alors I'inégalité de convexité (cf. Chapitre II) :

X
Va,be [0, +o00[ , a-b < Lz
p q

il vient, pour tout t € [a, b] :

f@) 9t 1 (fON L (9@
I Tols S (Ifllp) Ty (Ilgllq)

En intégrant sur 'intervalle [a, b], on obtient I'inégalité cherchée.

Proposition 4.3.2 - Inégalité de Minkowsks.
Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs complexes, et p € [1, +oo[ . Alors on a :

) 1 , L, .
(/ If(t)+g(t>|”dt> < (/ If(t)l”dt> +</ |g<t>|pdt>
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Preuve
Sip =1, cette inégalité est immédiate puisque pour tout ¢ € [a, b], |f(¢) + g(t)| < |f()] + |g(t)|-
Sipe]l, +o00[, on écrit, pour tout ¢t € [a, b] :

[f() +9@®F < [fO)+g@P" - 1fOI+ 1O + 9P - [g(t)]

En appliquant I'inégalité de Holder a chacun des deux membres de droite, on obtient :

) ) I L .
/ F®) + gt < (/ If(t)+g(t)|pdt> (/ If(t)l”dt> +(/ |g<t>|pdt>

1
d’on le résultat puisque 1 — — = —.
q P

3.4 Intégrale et primitive d’une fonction continue.

Définition 4.4.1 - Primitive.
Tout d’abord, on rappelle que si f est une fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans K, on appelle
primitive F' de f sur I, une fonction F : I — K dérivable telle que, pour tout = € I, on a F'(z) = f(x).

Remarque 4.4.1.

Il résulte du théoreme des accroissements finis que si f : I — K admet une primitive F; sur I, alors toute autre
primitive F' de f sur I est de la forme F' = F} + X, ou A € K, et réciproquement, toute fonction F' de la forme
F = F} + )\ est une primitive de f sur I.

Remarque 4.4.2.

Si f : I — R admet une primitive sur I, alors, d’apres le théoreme de Darboux, f vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires sur I. Autrement dit, pour [a, b] C I, f prend sur [a, b] toute valeur C' comprise entre f(a) et
f(b) (i.e. : il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = C).

1 1
Ainsi la fonction f : [0, 1] — R définie par f(t) =0sit € [0, 2{ et f(t)=1sit¢€ [27 1} , n’admet pas de

primitive sur [0, 1].
Maintenant, si f est continue on a :

Théoréme 4.4.1 - Ezistence d’une primitive.
xT
Soit f : I — K une fonction continue sur U'intervalle I. Soit a € I. Pour tout = € I, on pose F(z) = / f(¢)de.
Alors, la fonction F est de classe C! sur I. On a F(a) = 0 et, pour tout « € I, on a F'(x) = f(z).
A
La fonction F' est la primitive de f sur I qui s’annule en x = a. Ainsi, toute fonction continue sur un intervalle

xT
admet au moins une primitive sur I, prendre F(z) = / f(t)dt. Les autres primitives se mettent sous la forme
a

F(z)+ C avec C € R.

Preuve
11 suffit de montrer que F est dérivable sur I avec F'(z) = f(z) pour z € I.
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Soient z € I et h € R* tels que z + h € I. On a alors :

F(th)L_F(x) ~ fa) = % V t)dt — / flt dt] f(z)
:%/ ~ f(@)
:%/ ()] dz.

La fonction f étant continue au point z, on a :
Ve>0, dn.>0 telque Viel |, |[t—z|<n. = |f(t)— f(z)| <e.
Ainsi, si 0 < |h| < e, x+ h € I, on obtient :

F(x+h) — F(x)
e

— f(z)

Remarque 4.4.3.
Dans le cas ou f est a valeurs réelles, la démonstration peut étre conduite différemment, en s’appuyant sur la
formule de la moyenne :

z+h
Fa+h)~Fa) = [ fod = 7@

ou &y, est compris entre x et © 4+ h. Et, si h tend vers 0, la continuité de f implique que f(&) tend vers f(x).

Exercice 3.4.1 Identifier toutes les primitives des fonctions f sélectionnées ci-dessous.
i) f(@) = (tga)? ; ii) f(x) = 1/(x tn) ; iii) f(z) = o/VaF 1 ;
w) f(z) =1/B+e7"); v) f(2) = (- 1)/(@* +z+1); vi) f(2) = (z+2)/(2® =3z —4).

x

Lorsque la fonction f n’est pas continue mais seulement monotone, on peut encore considérer F(z) = / f@)dte.
a
On peut alors se demander si la fonction F ainsi obtenue est dérivable. La réponse (en général) est NON. Par
contre, on conserve certaines informations comme l'indique I'exercice ci-dessous.
Exercice 3.4.2 Soit @ : [a,b] — R une fonction monotone croissante. Soit A € R. Pour x € [a,b], on pose
fl@) =X+ faz O(¢t) dt. Soient y, y1 et ya trois points de |a, b].
1) Montrer que poury <y; <y2 <b, on a :
Y1 Y2
(y2 — 1) / () dt < (y2 —y1) (1) (1 —v) < (Y1 —v) / o(t)dt .
y

Y1

2) Montrer que pour a < y; < ys <y, on a :

w-w) [ SO < 5w Pn) a-w) < Ga-v) [ B0
3) Montrer que pour a <y; <y <ys <b, on a :
=y [ o0 < a9 20) G- < G-u) [ o@ar.

4) On fize y €la,b|. Déduire de ce qui précéde que lapplication G : [a,b]\ {y} — R qui ¢ x associe le quotient
(f(z) = f(y)) /(& —y) est croissante sur [a,b].

5) Montrer que f est convexe sur [a,b].

6) On five y €la,b[. Que vaut fi(y)? Et fi(y)?
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On déduit du théoreme précédant la propriété fondamentale du calcul intégral :

Corollaire 4.4.1.
Soit f: I — K une fonction continue. Soit F' une primitive de f sur I. Alors, pour tous a, b€ [, on a:

b
/ fB)dt = F(b)— F(a).

A
Preuve
Notons Fj la fonction z — Fy(x / f(®)dt : I — K. Alors, la fonction F, = F — F} est dérivable sur I
avec Fy = 0 sur I'; F» est donc constante sur I et, pour = a, on obtient : F, = F(a). D’ou :
x
Fla)— Fla) = Fi(z) = / foydt , wel.
a
O

Notation : généralement, on utilise la notation / ft)ydt=F1b.
a

Remarque 4.4.4.
Il résulte du corollaire 1 que si f est de classe C! sur [a, b], alors on a :

b
F(b) — f(a) = / £(t)dt

Cependant, cette formule est encore vraie si f est continue dérivable sur [a, b] avec f’ Riemann-intégrable
sur [a, b]. En effet, si 0 = {ap = a, a1, ..., a, = b} est une subdivision de [a, b], en appliquant la formule des
accroissements finis, on obtient :

:\
—_
3\
[u

fO) = fla) = ) (flaws) = flar) = D (art1r —ar) f/(&) » & €lar, appl.
k=0 k=0
Et comme f’ est Riemann-intégrable sur [a, b], on a :
n—1 b
lim Y (g - a) &) = [ r@d
k=0 @
ot la notion ” lim " signifie limite selon que |o| := er_é( (ag+1 — ag) tend vers 0.

Exercice 3.4.3 Calculer l’aire de la région délimitée par les courbes dont les équations sont y = 2%/2 d’une
part et y = 1/(1+ x?) d’autre part.

Exercice 3.4.4 Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] vérifiant les trois conditions suivantes :
i)0< f1<2; it) f' est décroissante ; i) f(0) =0 et f(l) =

Identifier le plus grand nombre m et le plus petit nombre M donnant lieu a l’encadrement m < fo t)ydt < M.
Peut-il y avoir égalité.
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Applications
Lemme (Lemme de Gronwall)

Soient ¢ : [a, b] — Ry une fonction continue et ¢ € [a, b].
On suppose qu'il existe des constantes positives A et B telles que :

/: o(s)ds| .

Viela, b , ot) <A-ePltel

viela, b . @(t)<A+B

Alors :

Preuve
Considérons la fonction F : [c, d] — R définie par :

F(t):=A+B /75 (s)ds.

D’aprés le théoréme précédent , F est de classe C sur [e, b] et vérifie V¢ € [c, b], p(t) < F(t).
d
Comme F'(t) = Bp(t) < BF(t), on en déduit que — [e~ B! F(t)] = e~ B! [F'(t) — BF(t)] < 0 sur [c, b].

) dt
Par suite,

Vtee,b , e P'F{t)<e PF(c)=Ae B
dott : Vt € [c, ], p(t) < F(t) < AeB =),
Pour ¢ € [a, ¢], on considére la fonction G(t) := A+ B / »(s) ds.
t

d
G est de classe C! sur [a, c], vérifie : p(t) < G(t) et G'(t) = — Bp(t) > — BG(t), i.e. : — [eP'G] > 0, ce qui

dt
implique B! G(t) < eB°G(c), Aot p(t) < G(t) < AeP (c—1)
Théoréme du relévement

Soit f : I — U une application de classe C! d’un intervalle I, non vide, de R dans '’ensemble U des nombres
complexes de module 1. Alors :

(i) Il existe une application ¢g : I — R, de classe C! telle que :
vtel | f(t)=ePo®,
(ii) Les applications ¢ : I — R, de classe C!, vérifiant :
(x)  Vtel , f(t)=e*W®

sont exactement les fonctions ¢ de la forme ¢ = o+ 2k -7, ou k € Z.
(Il y a donc unicité des applications ¢ de classe C! sur I vérifiant (x) & un multiple entier de 27 pres.)

Preuve
Si¢: I — Rest de classe C! et vérifie (x),  vérifie :

veel , ig'(t) f(t)=f'(t).

1 '@
i ft)

La fonction h : t — est continue sur I et a valeurs réelles puisque, pour tout ¢t € I, f(t) € U et donc :

veel , [f®)P=ft)-f(t)=1

ce qui, par dérivation, donne :

veel , f'(t) f(t)+ f(t)- f'()=0.
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Ainsi, h(t) € R, pour tout ¢ € R.
On a donc nécessairement, pour tg € I :

el pl)-pt) =3 [ £

Par ailleurs, f(to) € U : il existe donc 6y € R telle que f(tg) = e'% .
Et, comme e’ #(0) = f(t4), il existe k € Z tel que ¢(ty) = Oy + 2k - 7. Ainsi, pour tout t € I, on a :

ds = ¢(t) .

o(t) = b0+ B(t) + 2k - .

Considérons alors la fonction ¢g : t — 0y + ¢(t) : I — R. Cette fonction est de classe C* sur I, et si on pose

F(t) =e'%® on a:

Fy eot) ')

Vt€I7<>t:<i0 - F(t) = 0.

7))@= e~ tor) Y
1l existe donc A € C telle que : Vi € I, F(t) = - f(¢).
En particulier, pour t = to, F(tg) = e¥0(to) = ¢t — X f(ty) = Xe?? | ce qui implique A = 1 : ¢y est donc
une solution de classe C! sur I & (x). Compte-tenu de ce qui précede, les autres solutions sont exactement de
la forme : pg+2k -7, k€ Z.

O

Corollaire
Soit ¢ : I — C* une fonction de classe C*.
Alors, il existe deux fonctions p: I — R% =10, + o] et ¢ : I — R telles que :

viel , ¢(t)=p(t)ee®.

Preuve
Posons p(t) = |¢(t)|, t € I. Puisque ¢(t) # 0 pour tout t € I, p est de classe C* sur I, ainsi que la fonction
t
fit— m : I — U. 1l suffit ensuite d’appliquer le théoreme de reléevement a cette fonction f.
O
Proposition (Inégalité de Poincaré)
Soit f : [a, b] — K (R ou C) une fonction de classe C'. On suppose f(a) = 0.
Alors : . ) .
h—
[uera < B [iropa
Preuve .
La fonction f étant de classe C! sur [a, b] et f(a) = 0, on a donc, pour tout ¢ € [a, b] : f(t) = / f'(s)ds.
Par suite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
t 2 t t
s < ([ rels) < [ [ e
b
e, FOF < (t=a) [ 17 ()P ds.
En intégrant sur [a, b],aon obtient I'inégalité annoncée.
(Il
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Remarque
Si on suppose de plus que f(b) =0, on a :

b —a)? b
0 [ wepra < S [repa

b
En effet, puisque f(a) = 0, en utilisant I'inégalité de Poincaré sur le segment {a , a;—] ,0n a
atb atb
N b—a)? Tz
[ sopa < B [T rapa
. . . . S . ) a+b
De méme, puisque f(b) = 0, en utilisant & nouveau 'inégalité de Poincaré sur le segment — bl, on a
aussi : X -
h—
[, wera < B2 [ pepa
o 8 Jep
On en déduit l'inégalité (*).
bh— 2
Cependant, la constante ( 8a) dans l'inégalité (%) n’est pas la meilleure.
Proposition (Inégalité de Wirtinger)
Soit f : [a, b] — R une fonction de classe C!.
Alors, si f(a) = f(b) =0,on a:
b 2 b
(b—a)
[uswra < B ipopa
avec égalité si et seulement si f(¢) := Asin <7r 5 - a) oll A est une constante réelle.
—a
Preuve
En posant g(s) := f (a +s- —a> , $ €10, 7], on se ramene au cas [a, b] = [0, 7] et & V'inégalité :
T

(+) Aﬂww%s< AﬂW®P%

avec égalité si et seulement si g(s) = A-sins, s € [0, 7).

Soit h(s) := g(s) cotg(s) = @

Cette fonction est de classe C! sur |0, 7| et se prolonge par continuité en s = 0 par h(0) = ¢’(0) et en s = 7

par A(r) = g'(m).
On va montrer que :

[ e -nerds = [Cgepas- [ e

ce qui démontrera l'inégalité () recherchée.

1 1 1\
Comme g/ (5) — h(s) = Ig6)? + la(6) 3 = 20505/ g et ave g = =1 = () (0). on peut
écrire : ,
s T s s 1
[ -nepdas = [Cgepas- [aera- [T
0 0 0 0 tgs
1
et comme g(s)? - t20) =g(s) h(s) , et que hII(lJ g(s) h(s) =0 = lim g(s)h(s), on en déduit (x).
Enfin, on a égalité dans (x) si et seulement si / lg'(s) — h(s)|*ds = 0, c’est-a-dire, puisque la fonction
0
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s — ¢'(s) — h(s) est continue sur [0, 7], si et seulement si ¢'(s) = h(s), i.e. puisque g(0) = g(7) = 0,
g(s) =A-sins, A € R.

Exercice 3.4.5 Soit f une fonction de classe C' sur [a, b] & valeurs dans R. On suppose que f(a) = f(b) = 0.

(b—a)
M.

b
1) On pose M := sup |f'(t)|. Etablir ’inégalité : |/ ft) dt| <
t€la,b] a

2) Dans quels cas a-t’on égalité ?

Exercice 3.4.6 Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C' telle que 0 < f'(t) < 1 pour tout t € [0,1].

Etablir l’inégalité :
1 1 2
/ f()? dt < (/ f(t) dt) .
0 0

Corollaire 4.4.2.

Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R, f : I — K une fonction continue, et u, v : J — I deux
fonctions dérivables.

On pose :

Alors ¢ : J — K est dérivable et,

Veeld . ¢(x)=2(2) fluv(@)) —u'(z) flu(@)).

A
Preuve
Soit F' une primitive de f sur I. On a donc : ¢(x) = F'(v(z)) — F(u(z)).
Ainsi, ¢, composée de fonctions dérivables, est dérivable sur J et :
Veeld . ¢(x)=F(v(@)(z) - F'(u(@))u'(z)
c’est-a-dire, puisque F' = [, ¢'(x) = v'(z) - f(v(x)) — u/(z) - f(u(z)).
O

Ezemple

3:2

Soit ¢(x) = / Intdt, z €]0, + 00| ; ¢ est dérivable sur |0, + oco] et on a :
xz

¢ (x) = 2w n(z?) —tnx = (4o — 1) Inx.

Exercice 3.4.7 Calculer la dérivée de l’application x — G(x) = f% 1/(1+t2+t4)dt.

x

2
Exercice 3.4.8 On pose F(z) = [ 1/fntdt.

1) Quel est U'ensemble de définition de F' ¢ La fonction F est-elle continue ¢ La fonction F est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?

2) Déterminer lim,_.11 F(x) en comparant la fonction F' o H(z) = f;z 1/(tlnt)dt.
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Corollaire 4.4.3 - Intégration par parties.
Soient f, g: [a, b] — K de classe C. Alors :

/f (tydt = fgl’ — /f

— /(8 g(b) / e

Preuve
Si h = fg, h est une primitive de b’ sur I = [a, b] et il résulte du corollaire 1 que :

/ "Wtydt = h(b)— h(a).

Ezemple : Intégrales de Wallis

us
2

2
Soient n € N et I, := cos” tdt = / sin™ ¢t dt (effectuer le changement de variable t = g — ).

0 0
En intégrant par parties, on obtient immédiatement que, pour n € N :

™

3 3
Lo = / sin"*2 tdt = (n+1) / sin” t - cos? tdt
0 0
ie. (n+2) o= (n+1)1,.

On déduit de cette relation de récurrence que :

s
(n+2) Tnsz - Tosr =t Dlgr - Tn = =T - Iy = 7,
oo l3 @ m @t 7w
w 2-4---(2p) 2 (p)2 2%+1
2.4...(2 22p 2
et Iopyy = (2p) (D)

1-3---(2p+1) (2p+1)!'
Par ailleurs, on a I,+2 < I,,4+1 pour tout entier n > 0, par suite :
n+1 Lo < I

= X \1
L,

n+2 1,

I71,+1

ce qui prouve que lim existe et vaut 1, et donc que (n + 1) I,41 - I, ~ n 12 quand n tend vers + oo.

n—-+ oo n

Avec Uégalité (n+ 1) Ly1q - I, = g , on obtient que I,, ~ ,/21 lorsque n tend vers + oco.
n

Une application importante de ce corollaire 3 est la formule de Taylor avec reste intégral :

Corollaire 4.4.4 - Formule de Taylor avec reste intégral.
Soient n € N et f : I — K une fonction de classe C**! sur l'intervalle I. Alors, pour tous a, b€ I, on a :

(b—a)

b
F0) = )+ T ) @+ [ - e ar,

Preuve
On raisonne par récurrence sur l’entier n.
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b
Pour n = 0, c’est la formule (corollaire 1) : f(b) = f(a) +/ 1(t) dt.

Supposons la formule établie a 'ordre n — 1, n > 1. Le reste & ordre n — 1 est :

b
ﬁ / (b—t)" ' f™ () dt.

™ étant de classe C', on obtient donc :

b an b
ﬁ/@ (b—t)"—lf(n)(t)dt = D |:_ (b nt) f(")(t)] |Z +%/a (b—t)”f(”+1)(t)dt

- O o[-0 s

n!

Remarque
Lorsque f est a valeurs réelles, on peut déduire de cette formule de Taylor avec reste intégral, avec f de classe
C"*1 la formule de Taylor-Lagrange classique :

(b—a)"

n!

(b—a)"t!
(n+1)!

flla) + ...+ F™(a) + FOrOE) , €ela, b

En effet, désignons par m et M les bornes inférieure et supérieure de £ sur le segment [a,b]. On a :
b b b
m-/ (b—t)"dt < / b—t)" fOV@B At < M~/ (b—t)" dt
b (b _ a>n+1

et comme/ b-t)"dt =
o n+1
met M, ie.: 3 € [a, b] tel que :

, et f(»+1) continue sur [a, b], f+1) prend toute valeur comprise entre

1 ’ n pg(n (b_a)n+1 n
(b= frE (@B dt = - ).

ol Ja (n+1)

Application
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soit a € I.
Alors la primitive F' d’ordre n > 1 de f sur I qui s’annule, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1

en a, est la fonction :
t —1
(t - S)n

Ceci résulte immédiatement de la formule de Taylor avec reste intégral.
Ceci résulte aussi de la formule de dérivation du corollaire 2.

Exercice 3.4.9 (Intégrales de Wallis)

Pourn € N, on pose I, := fog (sin ¢)™ dt.

1) Etablir une relation de récurrence entre I, et I,1o .

2) En déduire I et Iopiq.

3) Montrer que la suite (I,)nen est décroissante et strictement positive.
4) En déduire que les suites (I)nen €t (Int+1)nen sont équivalentes.

5) Caleuler n I, I,,+1 et montrer que les suites (I,)nen et (1/%) sont équivalentes.

neN
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Exercice 3.4.10 Pour n € N, on pose I, := fol (1—¢2)" dt.
1) Etablir une relation de récurrence entre I, et I,11 .

2) Calculer I,,.

3) En déduire la valeur de la somme Y }_, (2?%); Ck.

Un autre outil pour le calcul d’intégrales est celui du changement de variable.

Corollaire 4.4.5.
Soient f : I — K une fonction continue et ¢ : J — I une fonction de classe C* de l'intervalle J & valeurs dans
I'intervalle I. Alors, pour tout o, 8 € J, on a :

»(8) 16}
/ fyde = / F((s) &' (5) ds .
(o) a

A
Preuve
Soit F' une primitive de f sur I. On a :
©(B)
[, f0d = Pe@) =P
e(a
et, d’apres le corollaire 1 :
B
F(e(8) - F(e() = [ (Foy)(s)ds
B
= [ Pl s
B
= fle(s)) ¢'(s)ds
U

Ezxemple

/ Intdt =1
1

En effet, soient t = p(s) =e* : R — 10, +oo[, et « =0, 3 =1.

On a donc : ¢'(s) = e®
e 1 1
/ Intdt = / n(e®)-e*ds = / se’ds.
1 0 0

Et, en intégrant par parties : f(s) =s, g(s) =¢€° :
1 1
/ s-e’ds = [s~es](1)f/ 1-eds = e—e+1 = 1.
0 0

Exercice 3.4.11

1) Montrer que lapplication 1 : [n2,{n5] — [1,2] qui & = associe v/e* — 1 est de classe C' et qu’elle admet
une application réciproque (notée ) qui elle aussi est de classe C1.

2) A Uaide du changement de variable (défini par ¢), calculer la valeur de lintégrale I = 57?25 ver —1dx.
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Exercice 3.4.12 Soit f : [a,b] — R une foncion strictement croissante et de classe Ct. On considére les deux
intégrales I, = f ft)ydt et Iy = ff t)dt.

1) Rappeler pourquoi f admet une fonctwn réciproque f~1. Quelle est la réqularité de f~17
2) Effectuer le changement de variable t = f(u) dans Uintégrales Is.
3) Calculer Iy en fonction de I.

4) Faire un dessin figurant f et f=1 puis interpréter ce résultat géométriquement.

Exercice 3.4.13

1) A Vaide du changement de variables 6 = arcsin, trouver une primitive de f : x — (R* — xQ)% et en
déduire ’aire dun disque de rayon R.

2) A Uaide du changement de variables t = (2 + x)%, trouver une primitive de f : x — (V2+z+32+z)

3) A Uaide du changement de variables x = 1 + 2 thu, trouver une primitive de f : x — ((m -1)2 - 4) -2

3.5 Calcul approché d’une intégrale.

La connaissance d’une formule explicite pour la primitive F' de f permet de calculer la valeur exacte de
I'intégrale de f sur [a, b] suivant la formule :

b
/ ft)ydt = F(b)— F(a).

Exercice 3.5.1 Calculer les intégrales suivantes.

! Sl :
)/ arctgx dz z'z')/ (14——2) arctgx dz ; m)/ x sinz dr ;
1 x 0
2

1+ 22
1 ) 1 1 V3 22
w arccosx)” dx v ———— dx ; vi / —— dx
) [ tarccosa) N -
2 1
1 3 1
vig) /1 22 tnx do ; viii) /_1 NP dx ; i) / xx++1

Toutefois, la primitive F' de f est presque toujours une fonction pour laquelle on ne connait pas de formule
explicite. Par exemple, il n’existe pas de fonction usuelle qui soit une primitive de la fonction f : ¢ +—— /3 + ¢
sur (0, +00). Ni changement de variables, ni calcul par intégration par parties, ni d’autres techniques ne
permettent, comme dans ’exercice ci-dessus, de calculer I'intégrale ff V3 +t dt. 1l faut alors avoir recours a

un calcul approché de la valeur de l'intégrale ff Vs 4+t dt.

L’objectif de ce paragraphe est de décrire différentes méthodes qui permettent d’effectuer un tel calcul. D’une
maniere générale, on procede de la facon suivante :
b—a

a) On découpe l'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [ay , axt1] de méme longueur, soit ar, = a + k
avecke{0,1,...,n—1}.
b) Sur chaque "petit” segment [ak , axrt1], on compare f & une fonction ¢y plus simple et dont 'intégrale se

Ap41 Ap41
calcule facilement. Puis, on compare les intégrales / f(t)dt et / wr(t)dt.

ag ag

/f dth/ak“ t)dt| .
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Le choix de la fonction ¢y dépend de la méthode utilisée, et la performance de la méthode se mesure selon les
criteres suivants :

- le peu de régularité (nombre de dérivées) consommé sur f,

- la petitesse de I'erreur e,, et, en particulier, la vitesse avec laquelle e,, tend vers 0 lorsque n tend vers + oc.

Ak+1

f(t) dt par une intégrale / wr(t)dt.

(23

Af41
On va se limiter a trois méthodes d’approximation de 'intégrale /
ar
Par commodité, on notera ap = a, ax+1 = b et v = p.

1. Méthode des points médians
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C2. On approche f sur [a, b] par la fonction constante

1
p:la, b = R:t+— f(m),oum= 2(a+b) (point médian).

/f ds — (b—a) f(m >‘

(b —a) f(m) correspond & laire du rectangle de base le segment [a, b] et de hauteur f(m).
m-+t

Considérons la fonction auxiliaire ¢ : [O, b—a] - R : t — o(t) = / f(s)ds — 2t f(m).

2 m—t
b—a

b
On doit évaluer 'erreur e = / f(s)ds — /
a

Ainsi, e—’gb
Ona: ¢(0) =0, ¢’():f(ert)Jrf(m*t)*?f(m)a¢’(0):06t¢"(t):f'(m+t)*f’(m*t)-

Et, si on pose My := Mazx|f"(s)|, d’apres la formule des accroissements finis, il vient : |¢”(¢)] < 2t My .
s€la,b)
¢
Par suite, ¢ étant continue on a : ¢'(¢ / ¢"(s)ds et donc : |¢/(t)] < 2My / sds = Myt>.
0

¢ ¢
De méme, ¢(t) = / ¢'(s)ds et donc : |¢(t)] < My / s%ds = M, ﬁ

) 0 (b— a)? 0 3
—a —a
Dot :e= < M- .
e () <
Par suite, l'erreur

n—1 akt1
e, = s)ds — Z /
n—1 k41 A1
= Z (/ f(s) ds—/ vr(s) ds>
= (ak-‘rl - ak)g "
< o Mr . My = Max|f"(s)] .
k=0 s€lak , apy1]

Finalement, en prenant pour valeur approchée de l'intégrale / f(s) ds Vexpression

b—a N 1\ b—a
In = ——=[f(mo) + ... + f(mnp_1)] ot my = a+ <k+2> a
b—a)?
lerreur e, = s)ds — I, | vérifie : e, < (b—a) Maz|f"(s)].
24n? s€la,b]

2. Méthode du trapéze
Soit £ : [a, b] — R de classe C2. On approche f sur [a, b] par la fonction affine ¢ : [a, b] — R qui vérifie

) b _a,
P(@) = $(0) et 5(0) = 0, i 9(9) = S0+ s—0) LD pions [ (s as = 252 )+ 7o)
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Considérons, comme précédemment, la fonction auxiliaire :

_ m-+t

6 [o, b 2“} SRt (1) :/ F(s)ds — t[f(m + 1) + f(m —1)] oﬁm:% (a+b).

Ona:¢(0)=0,¢ )= flm+t)+ flm—1t) = [f(m+t)+ f(m—=0)] = t[f'(m+1) = f'(m = 1)]

ie. ¢ () =—t[f'(m~+1t)— f'(m—1)].

De nouveau, en utilisant la formule des accroissements finis et en posant My = Maz|f”(s)|, on obtient :
s€la,b]

¢/ ()] < 2t Ms .

¢
Ecrivant ¢(t) = / ¢'(s)ds (puisque ¢(0) = 0), on obtient :
0

t 3
t
lp(t)| < / 25> Myds = 2My —
0

3
ete‘¢(ba)‘ <o, 00"

2 12

b
Et finalement, en prenant pour valeur approchée de l'intégrale / f(s) ds 'expression
a

b—a

I, = " [flag) +2f(a1) + ... + 2f(an-1) + f(an)]
. b—a ’ 51
ouar =a-+k W Verreur e, = / f(s)ds = I,| vérifie :
(b — a)S "
n X 12n2 Mzz[lg'7b](s)| °

Remarque : cette méthode n’est pas meilleure que la méthode des points médians.

. Méthode de Simpson
Soit f : [a, b — R de classe C*. On approche f sur [a, b] par la fonction polynomiale de degré 2

pila. 0] = R auivérife ¢(0) = f(0) o (57 ) = 1 (“57 ) ol0) = £0)

Alors /ab @(s)ds:b_Ta [f(a)+4f <a_2|_b>+f(b)}

Considérons la fonction auxiliaire :

—a m-+t
qb:[O,b ]—>R:tn—>¢(t): , f(s)ds—%[f(m—t)—&-élf(m)—&-f(m—i—t)]
oum = %(a—&-b)
Ona:¢(0) =0, ¢'(t) = f(m+t)+ f(m—t)— 2 [f(m—t)+4f(m)+ f(m+t)] = < [~ f'(m—t)+ f (m+1)]
Alors ¢/(0) =0 et

() = [t 1) = fln—t) = S [ n+0) = [ —1)] = 17 Gn+0) = fm— 1)

— LUt + £ = )
F'(0) = S On+0) = Fn— 0] = 5 £ 0m+0)+ 1" (m — ).
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De nouveau, ¢”(0) =0 et

) = S m )+ = )] = 2 [Fm0)+ [ (m )]
— S t) = )
(1) = = gl m ) — 7 n = 1),

Utilisant & nouveau la formule des accroissements finis, il vient :

2
0" (1) < S 2 My avec My = Maz|f¥(s)| .

3 s€la, b

t
2 2 ]
D’ou |¢"(t)] < / 3 My s*ds = 9 My t? et, puisque ¢'(0) = 0, on obtient de méme :
0
|gz5’(t)|</t2M S s — L gt
< = Mys’ds = — :
9 1 181

A nouveau, puisque ¢(0) =0, il vient :

b My b—a M,
< | = Mystds=24 - < —a)®.
lo(¢)] T 18" ds %0 > et e ‘(ﬁ( 5 )‘ 5880 (b—a)

b
Et finalement, en prenant pour valeur approchée de 'intégrale / f(s)ds, 'expression
a

b—a

L =~ [f(a0) +4f(mo) +2f(ar) +4f (ma) + ... + 2f(an1) +4f (ma) + f(an)

b— 1\ (b— b
oilakza—l—ka,mk:a—i—(k—l— 2>(a)7l’erreuren: / f(s)ds — I,| vérifie :
n n u

Remarque
a+b

Si f est une fonction polynomiale de degré 2 sur [a, b, 'approximation — a [f(a) +4f ( ) + f(b)] est

b
en fait la valeur exacte de l'intégrale / f(s)ds.
a

QCM. Dire (on demande de justifier la réponse) si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1) Toute fonction intégrable sur [a,b] est continue.
2) Si f est intégrable sur [a,b], on a % [ f(t)dt = f(x) pour tout x € [a, b].

3) Soit f une fonction sur [a,b] vérifiant la propriété : pour tout € > 0, il existe g. intégrable sur [a,b] telle que
|f(z) — go(2)| < & pour tout x € [a,b]. Alors f est intégrable sur [a,b].

4) Si f est intégrable sur [a,b], alors |f| est intégrable sur [a,b].
5) Si |f| est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b].
6) Si f et g sont intégrables sur [a,b], alors le produit f g est intégrable sur [a,b].

7) Si f et g sont des fonctions continues sur [a,b], alors la fonction f g est encore continue sur [a,b] et on a

I2 f@y gty dt = (7 ftydt) (7 g(t)dt).
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8) Soit p un nombre réel et (An)nen une suite bornée de nombres réels. On considére la fonction f :[0,1] — R

définie via f(0) = u et, pour tout n > 1, f(t) = A, sur ] 21n, sa=t). Alors f est intégrable sur [0,1].

9) Soit f une fonction bornée sur [0,1], continue sauf au point 3. Alors f est intégrable sur [0,1].
10) Il existe f > 0 continue sur [0,1] vérifiant f(3) >0 et fo t)dt = 0.
11) Soit f intégrable sur [a,b]. Si fo t)dt > 0, alors f > 0 sur [a,b].

12) Si f est croissante sur [a,b], elle est intégrable sur [a,b] et de plus F(x) = [ f(t)dt est croissante.

13) Si f <0 est continue sur [a,b], alors G(z f f(t)dt est croissante sur |a, b].

14) Si f est continue sur [0,1], la fonction H(z) = foz f(t)dt est dérivable sur [0,1] et on a H'(x) = f(x?).

Exercice 3.5.2 On désigne par E l’ensemble des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans R} . Pour tout

f € E, on note :
/f dt /—dt

1) Déterminer m := inf T'. Cette valeur inférieure est-elle atteinte ¢ Si c’est oui, pour quelles fonctions de E a
ton I(f)=m?

et on pose ' =1(E)={I(f); f € E} CR/.

2) Que vaut le nombre sup T' ¢
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4 Intégrales généralisées.

4.1 Introduction.

Pour l'intégrale de Riemann, on s’est limité & considérer des fonctions définies sur un segment [a, b] de R et
bornées sur ce segment. Soit maintenant une fonction f définie sur un intervalle borné [a, b[, bornée sur [a, b]
et telle que la restriction & tout segment [a, x] de [a, b[ soit Riemann-intégrable.

T

On peut considérer la fonction F' : [a, b[— K: 2z — F(z) = / f(t)dt.

On va montrer que limb F(z) existe et que si f est un prolongement quelconque de f & lintervalle [a, b]

(i.e. f(z) = f(z) pour z € [a, b[ et f(b) = v € K arbitraire), alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] et son
b

intégrale / f (t) dt ne dépend pas du prolongement f choisi.
a

De plus, on a lin%) F(x) = hm f t)dt = / f@

Preuve
Soit M une constante telle que Vt € [a, b[, | f(t)]

Soit € > 0 et b tel que a < b. < b et M,(b—b.)

intégrable, il existe des fonctions en escalier u. , v. sur [a, b.] telles que :

<
<

M et M, = max(M, |v|).
%. La restriction de f au segment [a, b.] étant Riemann-

be
ue < f<ve et / (ve —ue)(t)dt < €.
a

Considérons les fonctions en escalier sur [a, b] définies par :
Ue(t) = ue(t) et 0c(t) = ve(t) sit € [a, b
Ue(t) =—M, et 0.(t) =M, sitelb,b].

On a alors sur [a, ] :

\l
@D
=+

@\
o

—
4}

®

|
=4}

m

N

—
~

=
QU
~

VAN
)
+
[N}

| ™
Il
[\)
)

La fonction f est donc Riemann-intégrable sur [a, b].

En utilisant la relation de Chasles, pour tout x € [a, b[, on a :

/fdt /fdt

b
On en déduit que lin%) F(z) existe et vaut / f(t)dt

/ F(t)| dt < My (b—z).

De plus, il résulte des propriétés de l'intégrale de Riemann que / f t) dt ne dépend pas du prolongement f

choisi de f au segment [a, b] : on ne change pas la valeur d’une intégrale en modifiant la fonction en un nombre
fini de points. |

Ex. 5.1.1. L
1 1
La fonction f(t) = sin 7 t €]0, 1], f(0) = 7 est Riemann-intégrable sur [0, 1] et / sin n dt existe au sens de
0

Riemann.
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4.2 Intégrale généralisée.

On va exploiter I'introduction pour étendre la notion d’intégrale a des fonctions non bornées sur un intervalle
[a, b] (resp. Ja, b]) avec a et b bornés. On va prendre aussi en compte le cas de fonctions (bornées ou pas)
définies sur [a, b[ avec b pouvant égaler + oo (resp. a pouvant égaler — o).

Définition 5.2.1 - Fonction localement intégrable.

Soit I un intervalle (quelconque) de R. Une application f : I — K (R ou C) est dite localement intégrable sur
I si sa restriction & tout intervalle fermé borné (du type [, d] avec —oo < ¢ < d < 400) contenu dans I (on a
[e,d] C I) est intégrable au sens de Riemann. A

Ez. 5.2.0.
Toute fonction f continue par morceaux sur I est localement intégrable sur I.

Définition 5.2.2 - Intégrale généralisée sur [a,b].
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[,a € R et a < b avec b € R, ou b = + 00 (resp. sur
la,bl,a<b,avec a € R, oua=—o0).

x

b
Pour x € [a, b[ on pose : F(x) :/ f(t)dt (resp. F(x) :/ f(t)dt avec x €la, b]).

a T
Alors, si la fonction  — F(z) admet une limite quand x tend vers b par valeurs inférieures (resp.  tend vers
a par valeurs supérieures), on dit que f admet une intégrale généralisée sur [a, b[ (resp. ]a, b]), notée :

b x b
/a F(t)dt = lim / F(#)dt (resp. lim /z £t dt)

T b
On dit aussi que l'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t) dt) est convergente en & = b (resp. = a.).

T b

Si, par contre, cette limite n’existe pas, on dit que I'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t)dt) est divergente en
a x

x =1b (resp. © = a). A

b
Ainsi, toute intégrale / f(t) dt est soit convergente, soit divergente.
a

Etude de quelques exemples
Ex. 52.1. f(t)=e ', t€ [0, +o0f
x

F(z) = e tdt =1 — e ® tend vers 1 quand z tend vers + oo
0

—+ oo
Ainsi, I'intégrale / e tdt est convergente et vaut 1.
0

1
Ex 5.2.2. f(t) = o aeR,te€l0, 1]

1 1 _ —atl) :
F(m)z/ dt:{ g (I sta#1

o —fInx sia=1

1
Ainsi l'intégrale / pry est convergente si et seulement si o < 1.
0

1
Ex523. f(t)= —,a€cR,tel, +o0]

o )

F(x) :/1x dt :{ _(;_1 (mfoH»l _1) Sia;é 1

to Inx sia=1

+ oo
Ainsi l'intégrale / o est convergente si et seulement si o > 1.
1
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Ex 5.2.4. f(t) = aeR,t€la, b

1
(t—a)’
booat
Comme pour I'exemple 2, I'intégrale / ﬁ est convergente si et seulement si a < 1.
a —a)®
Ex 5.2.5. f(t) =/(nt,t €0, 1]
1
F(z) = / Intdt = t(fnt —1)|. = —1 —2(fnx — 1) tend vers —1 quand z tend vers 0 par valeurs
supérieuregg.

1
Ainsi I'intégrale / Intdt est convergente et vaut —1.
0

1
2 tUnt)*  Jpo s*

L (Inz)=ot — (In2)~F! sia#1
4 — —a+1 (
e F(z) { In(fnx) — fn(ln2) sia=1

teodt
Ainsi 'intégrale /
9 t(lnt)~

est convergente si et seulement si o > 1.

b
dt
Exercice 4.2.1 Soient a, b et r trois nombres réels avec a < b et r < 1. L’intégrale / Wdt est-elle
Y _
convergente ? Et sir > 17

Exercice 4.2.2 On fize n € N*,

1) En utilisant Uinégalité ¢n (1 4+ x) < x (qui est valable pour x > —1), montrer que :

(172)71 <e < (1+%)_n, Yz e[0,n].

2) En déduire que :
v 2\ n Ve, z t2\n
/ (1——) dtg/ et dtg/ 1/(1+—) dt .
0 n 0 0 n

3) On pose I, = /2 (cos0)™ dB. On rappelle (voir Uexercice 4.4.7) que la suite (I,,)n est équivalente a la suite
0

™

(o)
1
\/ /2 . Mont lintégral —d t te et t Iop—2.
( 7/ n)n ontrer que l'in egme/o A+ a2y u est convergente et vaut Iap_o

o0
4) Montrer que / e dr est convergente et vaut \/7/2.
0

Exercice 4.2.3 On considére f : Ry — R.
1) On suppose que f est une application continue par morceauz possédant une limite | en 400 et que l'intégrale
f0+oo f(t)dt est convergente. Montrer que | = 0.

2) On suppose que f est une application uniformément continue et que l’intégrale f0+oo f(t)dt est convergente.
Montrer que f(z) tend vers 0 lorsque © tend vers +0oo.

3) On suppose que f est une application uniformément continue. Montrer que fooo et dt est divergente.

66



Exercice 4.2.4 Soit f : RT — R une fonction positive, continue et telle que l'intégrale f0+°° f(t)?dt converge.
Etablir le comportement asymptotique :

1 T
li — t) dt = 0.
, lm \/5/0 ft)

Exercice 4.2.5 Soit f : Rt — R une fonction de classe C' telle que les deuz intégrales f0+oo f(®)dt et
f0+oo f'(t)?dt convergent. Montrer que f est bornée sur RY.

Exercice 4.2.6 On pose :

¥ dx
I? = n>2 r€RT U {+o0}.
2= | o 2R {+o0)
1) Montrer que lintégrale généralisée I,7>° est convergente.

2) Réduire la fraction rationnelle en éléments simples et calculer I¥ pour x € RT.

3) Pourquoi a t’on :

n et
D Gt =T

k=1

4) Calculer IT°° sous la forme d’une somme finie.

Exercice 4.2.7 FEtude d’une fonction définie par une intégrale

+oo 2
I ::/ L
0 142t

2) Soit a € R fizé. On considére intégrale :

b a Arctg (ax)
Jo(t) = —-d teRT.
0= [ P an re

1) Calculer lintégrale :

Montrer que :
a) La fonction t — J,(t) est positive sur RT.
b) La fonction t — J,(t) est croissante sur RT.
¢) La fonction t — J,(t) admet une limite finie f(a) > 0 lorsque t tend vers 4+o0.

3) Montrer que, a et x étant positifs, Arctg(ax) est inférieur ¢ ax. En déduire un majorant pour Ju(t).
Comparer f(a) a al. Quelle est la limite de f(a) lorsque a tend vers 0+ ¢

4) Montrer que lintégrale généralisée :

“+o00 1,2
a) = dx
#l0) /0 1+ 2% (1+a2a?)
est convergente, de valeur strictement positive.
5) Etudier suivant les valeurs de b € R la nature de l'intégrale généralisée :

4

+oo
Y(b) = /0 0+ (1122 dz.

6) En appliquant la formule de Taylor :

VfeC¥[a,b);R), 3Jc€la,b; fla+h)= f(a)+hf'(a)+h*f"(c)/2
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a la fonction y — Arctg (y x), montrer Uezistence d’un ¢ qui s’écrit a + 0 h pour un certain 0 €]0, 1] tel que
lon ait :
hx h?caz3

1+a?22  (1+ca2)?

Arctg(a+ h)x — Arctg(ax) =

Pour |h| < a/2, montrer encadrement :
3a a a
Y h? 7/)(5) < fla+h) = fa) —he(a) < -3 h? ZZ’(?)
En conclure que f(a) est continue et dérivable quel que soit a > 0 et que sa dérivée vaut ¢(a).
7) Calculer p(a) avec a > 0.
8) En déduire f(a) avec a > 0.
9) Vérifier le résultat en calculant f(1) a l'aide du changement de variable défini par x = 1/u.

3a

4.3 Cas des fonctions définies sur un intervalle ouvert |a, b[, — 0o < a < b < + 0.

Définition 5.3.1 - Intégrable généralisée sur ]a,bl.
Soit f une fonction localement intégrable sur Ja, b[ & valeurs dans K.
On dit que l'intégrale de f sur Ja, b[ est convergente si, pour un élément ¢ €la, b, chacune des intégrales

c b
/ f(t)dt et / f(t) dt est convergente. On pose alors :

/ab f(t)dt:—/ac f(t)dt+/cb F(t)dt.

c b b
Si I'une au moins des intégrales / f(t)dt et / f(t) dt est divergente, on dit que I'intégrale / f(t)dt est
divergente. ‘ ‘ ‘ A

On remarque immédiatement, gréace a la relation de Chasles pour les fonctions intégrables au sens de Riemann,
que cette définition ne dépend pas du point ¢ €]a, b.

Préciser la nature d’une intégrale généralisée, c’est dire si cette intégrale est convergente ou divergente.

Ex. 5.3.1. f(1) te]— oo, + 00|
dt

1+1¢2

1

IR

Alors F(z):/
0

= Arctg x a une limite quand z tend vers + oo.

+ oo
e
Et donc / — 5 ©st convergente et vaut —.
0 1+1 2

0 0
dt dt
De méme, G(z) = / —5 = —Arctgz a une limite quand z tend vers —oo et / est
L 1+t e 1422
— T T
convergente et vaut — (2 = R
+ o0

Ainsi, U'intégrale / est convergente et vaut 7.

— o0

1+1¢2
1
Ex. 5.3.2. f(t) = o aeR,t €0, +o0f

oo dt
Il résulte des exemples 5.2.2 et 5.2.3 que 'intégrale / o est divergente pour tout « € R.
0

Exercice 4.3.1 Quelle est la nature (convergente ou divergente) des intégrales généralisées suivantes.

+oo +oo _sint +o0o :
1 sint
z')/ sin ¢ sin<7> dt ; ii)/ C  at: m)/ e N
0 13 0 t 0 Vt+sint
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4.4 Propriétés de 'intégrale généralisée.

Proposition 5.4.1 - Linéarité.
Si f et g ont des intégrales convergentes sur [a, b[ (resp. Ja, b] ou Ja, b[) et si A € K, alors f +g et A- f ont
aussi une intégrale convergente sur [a, b[ (resp. Ja, b] ou Ja, b[) et on a :

L%f+m@ﬁ[fﬂﬂﬁ+lzwwt
/ab )\-f(t)dt:/\-/ab oL

Remarque

b b b
Si / f(t) dt est convergente et si / g(t) dt est divergente, alors / (f 4+ 9)(t) dt est divergente.
a a a

Preuve
11 suffit de voir que, pour x € [a, b[ on a :

x x x x x
/ (f +9)(t) dt :/ f(t)dt+/ g(t)dt et / N f(t)dt = A-/ F(t) dt
a a a a a
et de faire tendre = vers b par valeurs inférieures.

Proposition 5.4.2 - Relation d’ordre.
Si f et g ont des intégrales convergentes sur [a, b] (resp. |a, b] ou |a, b]), et si pour tout ¢ € [a, b[ (resp. ]a, b]

ou la, b)), f(t) < g(t) alors :
b b
[ swde< [ g

xT xT
La preuve est immédiate puisque, pour z € [a, b] ,/ f)dt < / g(t) dt.
a a

Proposition 5.4.3 Intégration par parties.
Soient f et g deux fonctions de classe C! sur [a, b[. Pour tout € [a, b[ on a :

L[fm¢®=ﬂ@ﬂ@ t/f

b b
Alors, si /llin}) f(z) g(x) existe et si I'intégrale / f(t) g’ (t) dt est convergente, I'intégrale / F(t)g(t)dt est

convergente et on a :
b
/J’ (t)dt = liny () (o)~ fla)gla) = [ 7050yt

Et, bien entendu, on a des énoncés analogues pour des fonctions f et g de classe C! sur Ja, b] ou Ja, b[.

Ezxemple 5.4.1.

1
1
L’intégrale / 7 s dt est convergente car, si  €]0, 1] on a :
0

1 1 ! 1
1 1 1 1 1
/ fcosfdt:—/ t-|sin— dt:msinf—sinl—i—/ sin — dt
z b t = t T = t
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1 ! | Y11
et, comme lim z -sin— = 0 et lim sin —dt = / sin — dt existe, on obtient que / — cos — dt est
z—0 x z—0 t 0 t o U t

1
1
convergente et vaut —sin1 + / sin n dt.
0

Proposition 5.4.4 - Changement de variable.
Soient f une fonction continue sur [a, b] et ¢ une fonction de classe C* sur [, 8] & valeurs dans [a, b].
Pour tout z € [a, B[ on a :

e(x)

/ s dOa= [ psds.

o(a)
Alors, si I'un des deux membres de cette égalité a une limite quand x tend vers (3, ’autre membre aussi et ces
limites sont égales :

8 ()
| s a = tin £(5) ds.

=0 Jo(a)

Ezxemple 5.4.2.
1

L’intégrale / — costdt est convergente car, si x €]0, 1], on a :

o Vit
1 1 ,
—costdtz?/ cos(z®) dx
/:v Vi N

1
et, comme x — cosz? : [0, 1] — R est continue, on obtient que I'intégrale /
0

1 1
— costdt:2/ cos(z?) dz .
) :

Exercice 4.4.1 Quelle est la nature (convergente ou divergente) des intégrales généralisées suivantes.

+o0 +o0 +o0 2
t t
i) 5Tt i) cos (et) dt ; i) 8 ° .
t t
1 0 0

costdt est convergente et

Sl -

que :

4.5 Intégrale généralisée d’une fonction positive ou nulle : fonctions intégrables.

Proposition 5.5.1.
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b (resp. |a, b]) et positive ou nulle. Pour que U'intégrale de f
sur [a, b] (resp. |a, b]) converge, il faut (et il suffit) qu’il existe une constante M positive telle que :

Vz € [a, b] (respla, b)) | / F(tydt < M (resp./b F(t)dt < M).

Preuve
x b

En effet, la fonction z — F(x) = / f(t)dt (resp. / f(t) dt) est monotone croissante et donc a une limite

a x
quand z tend vers b (resp. x tend vers a) si et seulement si F' est majorée.
|

Corollaire 5.5.1.

Si f et g sont localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b[ (resp. Ja, b]) et si, pour tout ¢t €]a, b,
7(6) < g(t), alors
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b b b b
(i) Si / o(t) dt existe, / F(t) dt existe et on a : / F(t)dt < / o(t) dt.
ab a a . a
(i) Si / f(t) dt n’existe pas, il en est de méme de / g(t) dt.

Ex. 5.5.1. [a, b[=[1, + o0, f(t) ;== e, g(t) ="

—+ oo
Comme, pour tout ¢ € [1, +0o[, 0 < e ¥ < e, et que / e~ ! dt existe (et vaut Xlirfm —e ¥ =1),
o0 5 !
/ e~ dt existe.
1

+oo X 1 X
On en déduit que, pour tout a € R 7/ e~ dt existe (écrire que/ e dt = / et dt+/ et dt).
a a a 1

™2t m 1 _ 1 /2
Ex. 5.5.2. L’intégrale / —— est divergente car, pour t € }0 , f} , - < — et / — est divergente.
0 sin 2 t ~ sint 0 t

2 + oo
s dt dt
est convergente car chacune des intégrales et est
1 2

too e
Ex. 5.5.3. L’intégrale
* & /1 ¢ i—1 N

vi—1

convergente.

Corollaire 5.5.2.
Soient f et g deux fonctions localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b[ (resp. ]a, b]).
S'il existe deux constantes strictement positives ki, ko telles que, pour tout ¢t €]a, b[ on ait :

ki f(t) < g(t) < k2 f(D).

b b
Alors, pour que l'intégrale / f(t) dt existe, il faut et il suffit que I'intégrale / g(t) dt existe.
a a

Corollaire 5.5.3.
Soient f et g deux fonctions localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b[ (resp. ]a, b]).

b
Si f(t) ~ g(t) lorsque ¢ tend vers b (resp. tend vers a), alors l'intégrale / f(t) dt est convergente si et seulement
a

b
si intégrale / g(t) dt est convergente.
a

1
Ex. 5.54. [a, b[=[1, +oo[, f(t) := =y g(t)
t +eo
Alors . liJrrn f(t)) = 1 et donc, puisque / = est convergente si et seulement si v > 1, l'intégrale
-t~ g 1

=—.,7>0
Int+tY v

+ oo d
——— est convergente si et seulement si v > 1.
/1 Int+ 00 & 7

quand t tend vers 1.

Ex. 5.5.5. L’intégrale est convergente car

/1 dt
o V1I—1

t

1 1
Vi—8 301

int ' int
i dt est divergente car / % dt Vest.
0

1
Ex. 5.5.6. L’intégrale/ ¢
0

1 0 2
Int 14
Eneffet,pour0<x<1,0na/ %dt:/ st:—%eooquandxHO.
¢

0 nx

71



4.6 Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une intégrale généralisée :
le critere de Cauchy.

Théoréme

Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[ (resp. Ja, b]).
b

Alors I'intégrale / f(t) dt (resp. / f(t) dt) est convergente lorsque x tend vers b (resp. vers a) si et seulement
/ ft)dt| <e
T

Soit F(z) = f(t)dt, F admettra une limite quand x tend vers b, par valeurs inférieures, si et seulement

si, pour tout € > 0, il existe z. € [a, b[ (resp. ]a, b]) tel que :

z.<z' <z’ <b

(%)

(resp.a<z’<z' <z

Preuve

a
si, pour toute suite (zn)n de points de [a, b convergente vers b, la suite (F(z,)), est convergente (cf. cours de
premiére année), ce qui est équivalent & dire que la suite (F(z,)), est de Cauchy dans K.

Or F(zq) — F(zp) / f(t)dt.
Par suite, si (z,), est une suite de points de [a, b convergente vers b, la condition () implique que la suite
(F(xp))n est de Cauchy, et donc qu’elle est convergente

Réciproquement, si hrr%) F(x) existe, et vaut / f(t)dt, pour tout € > 0, il existe z. € [a, [ tel que, pour tout

—/ab f(t)dt| <

x<b

y € [zc, b] on ait :

Ainsi, sion az. <2’ <z” <b, on aura :

w// 8 E
|F(2") — F(2')| = / fydt| < -+ - =¢

o 22

c’est-a-dire (x).
O
Ezxemple
L T sint

L’intégrale —— dt est divergente pour tout a < 0.

1
En effet, pour tout entier n > 1 :

@2n+1)T  _: ¢
/ sin di
2

nm

(2n+1)m
> (2nm)” @ / sintdt =2 (2nm)”“
2

ni

ce qui contredit le critere de Cauchy.

Définition - Intégrale absolument convergente.
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b] (resp. sur |a, b]).

On dit que l'intégrale / f(¢t) dt (resp. / f(t) dt) converge absolument en 2z = b (resp. en x = a) si I'intégrale

T b
/ |f()| dt (resp. / |f(t)| dt) est convergente en x = b (resp. en z = a).

xr
De méme, si f est localement intégrable sur |a, b[, on dit que lintégrale de f sur ]a, b est absolument
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convergente si I'intégrale de |f| sur Ja, b[ est convergente (i.e. si pour un élément ¢ €]a, b[ chacune des intégrales
b

/c |f(®)|dt et / |f(t)] dt est convergente). A

C

Il résulte de cette définition et du théoreme précédent que :

Corollaire

T b
Avec les hypotheses du théoreme, si 'intégrale / |f(t)]dt (resp. / |f(t)| dt) est convergente en x = b

x b
(resp. = a), l'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t)dt) est convergente en x = b (resp. x = a) et on a :
a

/a " ey
b

En d’autres termes, si I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, elle est convergente.
a

b
< / F(1)]dt

Preuve
Cela résulte de I'inégalité :

"

< [ el

a<z <z’ <b

/x F(t) dt

[ f(t)dt‘ < [ il

et de l'inégalité :

/x " ey di

a<z<b |

(resp.

b
< / F(8)]dt).

4.7 Fonctions intégrables.
Définition - Fonction intégrale sur I.
Soient I = (a, b) un intervalle de R avec —oco < a < b < + o0 et f: I — K une fonction localement intégrable

b
sur I. On dit que f est intégrable sur I si I'intégrale / f(t)dt est absolument convergente. A
a
En particulier, si I est un segment [a, b] de R et f Riemann-intégrable sur [a, b], f est intégrable sur I car
alors | f] est aussi Riemann-intégrable sur [a, b].

La proposition suivante donne un critére pratique commode pour reconnaitre si f : I — K est intégrable.

Proposition
Soient I = (a, b) un intervalle de R et f: I — K une fonction localement intégrable sur I.
Alors f est intégrable sur I si et seulement si il existe une fonction g : I — R intégrable sur I telle que :

(x)  viel , |f(O) <g(t).

Preuve
Soit f : I — K intégrable sur I. Posons, pour tout t € I, g(t) := | f(¢)].

La fonction g est localement intégrable sur I et, par définition, 'intégrale / g(t) dt est convergente.
a
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Réciproquement, supposons que f : I — K soit localement intégrable sur I et satisfasse a la condition de
domination (%). La fonction g étant intégrable sur I, elle satisfait donc au critére de Cauchy aux extrémités a
et, ou b de l'intervalle 1.

Dans tous les cas, pour tout € > 0, il existe des nombres réels A, , B, (a < A. < B: < b) tels que :

Ae b
og/ gyt <e et og/ () dt.

0 B.
b
On en déduit immédiatement que 'intégrale / |f(t)| dt| satisfait le critere de Cauchy en a et b, et qu’elle est

a
donc convergente : la fonction f est intégrable sur I.
O

4.8 FEtude de quelques exemples.

1
1
Ex.1 L’intégrale / Int-sin n dt est convergente.
0

En effet, V¢ €]0, 1],

1 1
Int-sin t‘ < |fnt], et comme lintégrale / |fnt|dt est convergente
0

1 1
1
(/ (—fnt)dt =t(1—Int)|} =14+ x(lnz—1)), Vintégrale / Int-sin 7 dt est absolument convergente,
T 0
donc convergente.

T fnt-cost

Ex.2 L’intégrale / dt est convergente car, pour tout t > 1 :

1 $3/2
Int-cost nt  AInt 1 < 1 0 1
$3/2 Sog3/2 ? ’ $3/2—e e’ $3/2—¢ <E€< 5
nt Int
ou M, =sup — < emarque e li =0).
u M, t;l[l) i + oo (remarquer qu m = )
Et o t te puisque - 1, il en xésulte que lintégrale [ L et 4y
comme 13/2-< est convergente puisque o —¢ > 1, il en résulte que l'intégrale : VEIE
est absolument convergente, donc convergente.
+ oo
Ex.3 Pour tout entier n € N, I'intégrale t" et dt existe et vaut n! car t — t"e" ! : [0, +oo[— R est

0
continue et, en écrivant t" e~ t = t" e /2.7 /2 et en remarquant que . lim t"e ! =0, il vient que :
——+ o0

VE=0 , the t<epe V2 aveccnzsupt”e_t/2<+oo.
>0

=+ oo —+ oo
L’intégrale / e~ /2 étant convergente, l'intégrale / t" e~ ' dt est aussi convergente.
0 0

X
Soit alors X > 0, et calculons / t" e~ ' dt. En intégrant par parties, il vient que :
0
b'e X
/ t"e*tdt:—X”e*X—l—n/ t"lemtdt.
0 0

+ oo
En faisant tendre n vers + oo, on obtient t"e tdt=n / t"letdt, n> 1.
0

+ oo
/
—+ oo
/ t"e tdt =nl.
0

+ oo
Comme / e~ 'dt =1, on obtient que
0
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Ex.4

Application : Développement asymptotique de la transformée de Laplace.
Proposition
Soit f : [0, + oo[ — C une fonction de classe C™, dont la dérivée d’ordre m > 1 est bornée sur [0, + oof.
=+ oo
Alors, pour tout A > 0, la transformée de Laplace de f, F(\) := / e~ . f(t)dt est convergente.
0
De plus, lorsque A tend vers + oo, on a :

m—1
F(\) = Z f(k)(())./\7(k+1)+0()\7(m+1)).

k=0

Preuve
La formule de Taylor & 'ordre m pour f donne, pour tout t € [0, + oo :

—

m—

f@t) =

k=0

(k) m
f k!(O) .tk+%.f(m)(9) , 6€l0,1].

Si C désigne une borne de |f(™)| sur [0, +oo[, on obtient :

m—1
PO t
< . .
1£()] < k}_g: AR e

—+ oo
ce qui prouve que l'intégrale F'(\) = / e~ f(t) dt est (absolument) convergente et, comme pour tout
0

+ oo
entier k > 0, e Mtk dt =kl AT D (poser s = A - t), on déduit le développement asymptotique

0
de F(\) annoncé.

+ o0 2
Pour tout entier n € N, I'intégrale I,, := / " e” T dt est convergente et on a :
0

(2n)!

= nopy Do

IQn—O—l =2".nl ) I,

2

—+ oo
™ 2
avec Iy = / e~ T dt. On verra au dernier chapitre que Iy = ”5' En effet, f(t) := t" - e” T est
0

continue, positive sur [0, +oo[ et vérifie pour t > 2, f(t) < t"-e~ ! : I, est donc convergente. De plus,
en intégrant par parties, pour tout X > 0, on a :

X 2 1 2 x X 2 t
/ t"em T dt = —t" -e_7|0+(n—1)/ " e T dt.
0 0

En faisant tendre X vers + 0o, on obtient la formule de récurrence I,, = (n — 1) I,,_5 de laquelle on déduit

+ oo 2
les expressions de Io,4+1 (puisque I; = / toe” T dt = 1) et Iy, en fonction de Ij.
0

Comme pour 'application précédente, on obtient la :

Proposition
Soit f : [0, +0o[— C de classe C™, dont la dérivée d’ordre m > 1 est bornée sur [0, + oo[. Alors, pour

+ oo 2
tout A > 0, Uintégrale I(\) := / e~ AT f(t) dt est convergente. De plus, lorsque A tend vers + 0o, on
0
a:

m—1
I m
I\ = Z kfl? FR©) AT oA
k=0

).

(0]



Ex.5

Ex.6

L T gint
L’intégrale —— dt est convergente si et seulement si a > 0.

En effet, on sait déja que cette intégrale est divergente pour « < 0 (critere de Cauchy non satisfait).

sint

1 Heo
Pour « > 1,ona:Vt>1, < = et, comme / - est convergente pour a > 1, I’intégrale
1

+0o0 3

sint . sint s

o dt est absolument convergente, donc convergente : la fonction ¢t — o est intégrable sur
1

[1, 4 oof pour o > 1.

b'e

sint
Pour 0 < a < 1, considérons pour tout X > 1 Uintégrale / o dt. En intégrant par parties on a :
1

X b'e
sint cos X cost
/ T dt = COS ]. — . — / TH dt .
1 t X 1t

+ oo
cost
Comme précédemment, I'intégrale / sy ——7 dt est absolument convergente puisque a + 1 > 1, et donc
1 .
. . o ., sint
comme Xhm existe, et vaut 0, on en déduit que l'intégrale / o dt est convergente et que
—+ oo —+ oo
sint cost
/ Tdt*COSlfoz/ T—‘,—ldt
1 t 1 t
Remarque

+ oo 1
in sint
Pour a > 0, I'intégrale / o dt est convergente si et seulement si o < 2 car l'intégrale / —dt
0 0

est convergente si et seulement si o < 2.

=+ oo
L, sint
L’intégrale / T dt est absolument convergente si et seulement si o > 1.
1

+ oo
t
Compte tenu de l’exemple 4, il nous suffit de vérifier que l'intégrale / |s1n |dt est divergente
1
pour o < 1.
. . . "7 |sint|
Soit n € N*, et considérons F'(nw) = . dt. On a :
1
¢ k+1 7r t
[ L S [
km
o /(k+1)7r | sint| 0 /(k+1)7r—7r/4 | sint| 0 s V2 kD Ten/4 gy N N 1
T — — 2 =
kT t - km+m/4 te - 2 km+m/4 t - 2 2 ((k + 1)7(—)&
1
La série | — étant divergente (puisque o < 1), ona lim F(nw) =+ o0 et donc :
ke k>1 n—+ oo
t
lim F(X)= lim S lsint
X—4+ o0 X—4 o0 1 te

Remarques

sint
(1) On déduit de ce calcul que la fonction ¢t — % est intégrable sur [1, + oo[ si et seulement si o > 1,

—+ oo
. sint
et cependant l'intégrale / o dt existe pour tout o > 0.
1

sint
(2) De méme, la fonction t — o est intégrable sur [0, + oo si et seulement si 1 < « < 2, et cependant

T gint
I’intégrale / o dt existe pour tout 0 < a < 2.
0
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1
Ex.7 L’intégrale / t* sin n dt est convergente si et seulement si a > —2.
0

1 1/z  _:
1 sin s
/ to‘sinfdt:/ —ds
x t 1 Sa+

et cette expression a une limite quand x — 07 si et seulement si « +2 > 0, i.e. @ > —2 (cf. exemple 4).

Ex.8 (Inégalité de Hardy)

En effet, pour 0 <z < 1,on a:

Proposition
Soient f : [0, + oo[ — R une fonction continue et g la fonction définie sur [0, 4 oo[ par :

g(t) = %/0 f(s)ds st t#0
9(0) == f(0)

Alors g est continue sur [0, 4+ oo[ , dérivable sur ]0, + oo .

—+ oo —+ oo
De plus, si l'intégrale / |f(t)|? dt est convergente, I'intégrale / lg(t)|? dt est aussi convergente et
on a: 0 0
+ 0o ) + oo 1 t
[ e = [ [ e
0 0 0
Preuve

Que g soit continue et dérivable sur ]0, 4+ oo[ résulte des propriétés de l'intégrale. En particulier, on a :

2 + 00
dt < 4 / |f ()% dt
0

Vtel]o, +ool , (tg)(t) = f(t)
e g/(t) = 7 /(6)~ 7 g(0).
Par ailleurs, puisque g(t) — g(0) = % / (f(s) — f(0))ds, et que f est continue en 0, on obtient que

th%lJr (g9(t) — g(0)) = 0 (cf. Chapitre IV - %4)

Soient € et X tels que 0 < € < X. En effectuant une intégration par parties, on obtient :

X X
/ WOPd = lg(@) — X[g(X)? + 2 / £(t) - g(t)dt.

En faisant tendre ¢ vers 0, cela donne :

X X X
/ oPd = 2 / £(t) - gty di — X[g(X)P < 2 / £(t) - g(t) dt.
0 5 5

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

X ) b'e ,
/0 lg)[*dt < 2 (/O £ (1) dt)

X X + oo
. 2 2 2
e, /O g2t < 4/5 FORd < 4/0 O dt.

1 1
2 2

- ( / ) g<t>|2dt>

+ oo
Par suite, I'intégrale / lg(t)]? dt est convergente et vérifie :
0

+ o0 + 0o
/ g2 dt < 4/ )Rt
0 0

7



Exercice 4.8.1 On considére la fonction f : I — R définie par :
flx) = 242)"" n(1+4z)|73/? sinzx, zxel=]—1,+o0.
1) Soit J = (o, B) avec —1 < oo < B < 400. Rappeler ce que signifie ”f est localement intégrable sur lintervalle
J”.
2) On partage Uintervalle I selon :
I=]-1,-1/2]U[-1/2,0[U]0,2] U [2,400].
Ezxpliquer pourquoi f est localement intégrable sur chacun des quatre sous-intervalles ainsi mis a jour.

3) Déterminer la limite de f lorsque © € I tend vers —1. Quelle est la nature de lintégrale généralisée
:11/2 f(x) dx ? Justifier.
4) Donner un équivalent de f lorsque x tend vers 0. Quelles sont les natures des intégrales généralisées
f31/2 f(x) dz et f02 f(x) dz 2 Justifier.
5) Montrer que :

If(z)| < 2=t (Ina)~3/2, Va e [2,+oof.
6) Calculer f;oo z=! (Inx)~3/? d.

7) Expliquer pourquoi [ est intégrable (c’est a dire absolument convergente) sur Uintervalle [2,+o0].

8) Quelle est la nature de lintégrale généralisée fjfo f(x) dx ? Justifier.

9) Quelle est la nature de l'intégrale généralisée fjloo (2+2)7! sinz dx ? Justifier.

Exercice 4.8.2 Soit f : [0, + 00— C continue telle que ’intégrale f0+oo f(t) dt soit convergente.
Montrer que, pour X\ > 0, la transformée de Laplace de f F(\) := 0+°° e~ M f(t)dt est convergente.

(Indication : Effectuer une intégration par parties en introduisant la primitive ¢(t) = f(f f(s)ds de f sur
[0, 4+ oo] qui s’annule en t =0).
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