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AG3: Algèbre et Géométrie 3

Contrôle continu n∘2 (Durée 1H)

Questions de cours :
1. Rappeler la définition d’un idéal.
2. Enoncer le théorème de la division euclidienne dans l’anneau (K[𝑋], +, ×).

Exercice 1
On considère les deux polynômes suivants :

𝑃 = 𝑋3 + 𝑋 + 1, 𝑄 = 𝑋2 + 1 .

1. Déterminer le PGCD de 𝑃 et 𝑄 qu’on notera 𝑃 ∧ 𝑄.
2. Trouver deux polynômes (𝑈, 𝑉 ) ∈ R[𝑋] tels que 𝑃𝑈 + 𝑄𝑉 = 𝑃 ∧ 𝑄.
3. En déduire le PPCM de 𝑃 et 𝑄.

Exercice 2
Soit (𝐴, +, ×) un anneau intègre commutatif et fini.
1. Montrer que pour tout 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ̸= 0, l’application :

𝜙𝑎 : (𝐴, +) → (𝐴, +)
𝑥 ↦→ 𝑎𝑥

définie un morphisme de groupes sur (𝐴, +).
2. Montrer que 𝜙𝑎 est bijective.
3. En déduire que (𝐴, +, ×) est un corps.

Exercice 3
Soit (𝐴, +, ×) un anneau commutatif. Si 𝐼 est un idéal de 𝐴, on appelle radical de 𝐼
l’ensemble : √

𝐼 =
{︂

𝑥 ∈ 𝐴; ∃𝑛 ≥ 1, 𝑥𝑛 ∈ 𝐼

}︂
.

1. Démontrer que (
√

𝐼, +) est un sous-groupe de (𝐴, +).
2. Démontrer que

√
𝐼 est un idéal de 𝐴.

3. Déterminer
√

𝐼 dans le cas 𝐴 = Z, 𝐼 = 𝑝Z et 𝑝 un nombre premier.


