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Chapitre 1

Rappels en tous genres

Dans ce chapitre, on passe rapidement en revue les résultats d’analyse dont on
se servira le plus souvent dans le reste du cours. On en trouvera des démonstra-
tions dans la plupart des ouvrages qui traitent de ces questions. On pourra égale-
ment jeter un ceil a http ://www.ann.jussieu.fr/_ledret/ OBAA-2003-2004.pdf et a
http ://www.ann.jussieu.fr/_ledret/M1/ComplementsM 1 ApproxEDP.pdf pour cer-
tains détails.

1.1 Les théoremes de convergence de Lebesgue

Soit (X, i) un espace mesuré. La plupart du temps, X sera un ouvert de RV
et U la mesure de Lebesgue, définie sur la complétion de la tribu borélienne. A la
base de tout se trouve le théoreme suivant, que I’on utilise rarement tel quel.

Théoreme 1 (Convergence monotone de Lebesgue) Soit f,, une suite croissante
de fonctions mesurables sur X a valeurs dans R ;. Cette suite converge simplement
vers une fonction mesurable f et l’on a

/fndld—>/fdu quand n — +-oo.
X X

Une conséquence immédiate du théoreme de convergence monotone est le
lemme de Fatou, que 1’on peut voir comme un résultat de semi-continuité infé-
rieure de I’intégrale de Lebesgue.

Théoreme 2 (Lemme de Fatou) Soit f, une suite de fonctions mesurables de X
dans Ry. Ona

/ (liminf f,) du gnminf( / fna’/,t>.
X nee n—eo \Jx
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Une conséquence presque immédiate du lemme de Fatou est le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, qui est de loin le plus employé dans la pra-
tique.

Théoréme 3 (Convergence dominée de Lebesgue) Soit f,, une suite de fonctions
mesurables sur X a valeurs dans C telle que

fn(x) = f(x) quand n — oo presque partout dans X
et telle qu’il existe une fonction g sur X a valeurs dans R, intégrable, telle que
I’on ait
|fn(x)| < g(x) presque partout dans X .

Alors f est intégrable et I’on a

/ |fn— fldu — 0 quand n — +-oo.
X

En particulier,
| fodu— [ rau.
X X

Le théoreme de convergence dominée existe aussi en version L?.
Théoréme 4 Soit p € [1,+o0[ et f,, une suite de fonctions de LP (X ,du) telle que
fn(x) = f(x) quand n — oo presque partout dans X
et telle qu’il existe une fonction g € LP(X,d ) telle que I’on ait
|fu(x)] < g(x) presque partout dans X .
Alors f € LP(X,du) et ’'on a
[ = fllr(x.ap)y — O quand n — +-eo.
On fera un usage répété de la réciproque partielle du théoréeme de convergence
dominée.

Théoreme 5 Soit p € [1,+oo| et f, une suite de fonctions de LP (X ,du) telle que
1fn = Fllr(x.au) — O quand n — +-oco. Alors on peut extraire une sous-suite n' telle
qu’il existe g € LP(X,d) avec

fw(x) = f(x) quand n — +-o0 presque partout dans X

et
| fir (x)| < g(x) presque partout dans X .
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Attention ! L’ extraction d’une sous-suite est obligatoire dans ce théoreme. Ce
résultat moins connu que le théoreme direct, mais tres utile, est un sous-produit
de la démonstration usuelle du fait que L”(X,du) est complet.

A propos de sous-suites, on utilisera aussi souvent la petite astuce d’unicité
suivante.

Lemme 1 Soit X un espace topologique et x,, une suite de cet espace qui a la pro-
priété qu’il existe x € X tel que de toute sous-suite de cette suite, on peut extraire
une nouvelle sous-suite qui converge vers x. Alors la suite entiére x,, converge
vers X.

Démonstration. On raisonne par 1’absurde. Supposons que la suite ne converge
pas vers x. Il existe donc un voisinage V de x et une sous-suite x,, telle que
X, ¢ V pour tout r’. Extrayons de cette sous-suite une nouvelle sous-suite x,,» qui
converge vers x. Il existe donc un nj tel que pour tout n” > ng, x,» € V, contradic-
tion. U

Un dernier résultat de théorie de la mesure que nous utiliserons assez souvent
est le théoreme des points de Lebesgue, dans le cas particulier suivant.

Théoréme 6 Soit f une fonction mesurable localement intégrable sur RN muni
de la mesure de Lebesgue. Il existe un ensemble de mesure nulle N telle que si
x¢ N, ona

1

M/B()ﬂp) If(y) — f(x)|dy — 0 quand p — 0.

En particulier, m Ja(xp) f(¥)dy — f(x). Remarquons que I’ensemble
des points x, aussi appelés points de Lebesgue, ol la suite du membre de gauche
converge ne dépend que de la classe d’équivalence de f modulo 1’égalité presque
partout. Ce théoreme nous permet de donc de définir un représentant précisé d’une
classe d’équivalence f € L} (RM).

1.2 La convolution

La convolution est une technique de base dont les applications sont nom-
breuses. Nous nous en servirons principalement comme outil de régularisation
des fonctions. Pour la convolution, on travaille dans R" (ou on s’y ramene d’une
facon ou d’une autre) avec la mesure de Lebesgue.
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Théoréme 7 Soient f et g deux fonctions de L' (RN). Alors, pour presque tout x
de RV, la fonction

y= fx—y)g(y)

est intégrable et la fonction F définie par
Fx)= [ flx=y)g(y)dy
RN

appartient & L (RN). Elle est appelée la convoluée de f et de g et notée f*g.
L’opération de convolution ainsi définie est une application bilinéaire continue
de L' (RN) x LI(RN) dans L' (RN), avec I’estimation

1f > gllzrmny < NNy llgllz gmy-
De plus, ona fxg=g*f.

La valeur de la fonction F en x peut étre vue comme une moyenne des valeurs
de f autour de x pondérée par celles de g (en brisant la symétrie entre f et g, et
autour de x pouvant signifier sur R" entier, naturellement).

Plus généralement, on peut définir la convolution de deux fonctions si elles
appartiennent a des espaces L”(R") convenables. Plus précisément :

Théoreme 8 Soit (p,q,r) un triplet de [1,+e9]| tel que
I 1 1 1

14+ - = —+4 — avec la convention — = 0- (1.1)
rp q Foo

Alors, pour presque tout x de RN, la fonction

y= fx—y)g(y)

est intégrable et la fonction f g définie sur RN par
18 = [ rx=y)s0)dy

appartient a L' (RY). L’application (f,g) — f*g est bilinéaire continue de LP (RY) x
LI(RN) dans L"(RY) avec

1f *&ll vy < Nl Lr vy 8N agmmy-

Il est instructif d’explorer les couples (p,q) admissibles pour la convolution,
c’est-a-dire tels qu’il existe r € [1,+oo| satisfaisant la relation (1.1), et quelles
sont les valeurs de r correspondantes. Notre intérét premier pour la convolution
vient ici des deux résultats suivants dont la conjonction permet de régulariser les
fonctions (la convolution a bien siir nombre d’autres applications).
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Théoreme 9 Soit k € N. Si g appartient a CK(RN) et est a support compact, alors
pour tout f € LL_(RN), fxg e CXRN) et I'on a 9%(fxg) = f*d%g pour tout
multi-indice o tel que |ot| < k. Si g appartient a C*(RN) et est a support compact,

alors fxg € C(RN).

On rappelle que la longueur d’un multi-indice & = (a1, @, . .., ay) € NV est don-
dl%lg

4 N
nee par |O£| = Zi:l a; et que 806g = m.

Théoreme 10 Soient g une fonction de L' (RY) d’intégrale 1 et p € [1,+oo[. Po-

sons
X

gelx) =g (2)-

£
On a alors, pour toute fonction f appartenant a LP(RV),

}:E%Hgs*f—fHLp(RN) =0.

Pour approcher une fonction f de L”(R") au sens de la norme de L”(R") par
une suite de fonctions C*, 1l suffit donc de construire une fonction C* a support
compact et d’intégrale égale a 1. Cela n’est pas tres difficile.

Lemme 2 Soit 0 la fonction de R dans R définie par
0(t) = eFTsit <1 et 0(t) = 0 sinon,

etg: RN — R par
1

- fB(o,l) 0(|y[?)
Alors g est C™ sur RN a support égal a B(0,1) et d’intégrale 1.

8(x) 00,

On remarque dans ce cas que le support de g. est B(0,€). La fonction g, se
concentre dans cette boule en gardant une intégrale égale 4 1 grace au facteur £ .
La suite g est appelée suite régularisante. La remarque suivante va permettre de
travailler dans des ouverts quelconques.

Lemme 3 Soit F le support de f € LL (RN) et F = {x e R;d(x,F) < €}. Alors
le support de g¢ * f est inclus dans Fr.

Démonstration. En effet, on rappelle que le support d’une fonction f est un fermé,
c’est le complémentaire de la réunion des ouverts ou f est nulle presque partout.
Sid(x,F) > €, alors B(x,€) N F = 0. Par conséquent, f = 0 presque partout dans
B(x,€). Or ge* f(x) = Jpn 8e(x—¥) f(y)dy = [p(r¢) 8e(x—¥) f(y)dy =0, vu que
le support de g¢(x — -) est exactement B(x, €). Donc g est identiquement nulle sur
le complémentaire de Fr. U
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Comme I’effet de 1a convolution par g¢ est de « lisser les aspérités » des valeurs
de f, un peu comme on estompe un dessin fait au crayon, ceci se fait au prix d’une
petite expansion d’au plus € du support de f.

Une image noir et blanc est représentée par une fonction de R? 2 valeurs dans

[0, 1]. Le blanc correspond a la valeur 0, le noir a la valeur 1, et les nuances de

gris aux valeurs intermédiaires. A gauche on voit la fonction caractéristique du
carré unité, a droite une régularisation par convolution.

Soit maintenant Q un ouvert quelconque de RY. On note alors Z(Q) 1’espace
des fonctions C* a support compact dans 2.

Théoreme 11 L’espace 2(Q2) est dense dans LP () pour tout p € [1,+oo|.

Démonstration. En deux mots, on prend une suite exhaustive de compacts de €2,
K, (une suite de compacts tels que K, C IO{nH et Q = U,enKj,. Il en existe une
dans tout ouvert de RV). Pour tout f € LP(Q), on a flg, — f quand n — oo
dans LP(Q) par le théoreme de convergence dominée (1x, désigne la fonction
caractéristique de K,). On prolonge f1g, par 0 a RY tout entier. Alors g¢ x flg, —
flk, quand € — 0 dans LP(R"), c’est une suite de fonctions C*, et pour € <
d(K,, RN\ Q), ge x 1k, est a support dans (K, )e C Q et compact. On conclut par
un argument de double limite. U

Ce résultat est bien sir faux pour p = +oo. L’adhérence de Z(Q2) dans L™(Q)
est Cp(Q2), I’espace des fonctions continues sur Q nulles au bord et qui tendent
vers 0 a I'infini.

1.3 Les distributions

Dans la pratique des équations aux dérivées partielles, il n’est pas nécessaire
de maitriser totalement les détails de la topologie naturelle de 1’espace Z(Q)
(la topologie limite inductive d’une famille d’espaces de Fréchet). Il suffit d’en
connaitre les suites convergentes.
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Proposition 1 Une suite ¢, de fonctions de 7(Q) converge vers ¢ € Z(Q) si et
seulement si

i) 1l existe un compact K C Q tel que le support de @, est inclus dans K pour
tout n,

ii) Pour tout multi-indice o, d* @, — 0% uniformément sur K.

En fait, on peut voir cette proposition comme une définition de travail, large-
ment suffisante dans la pratique.

De méme, il n’est nul besoin de connaitre les détails de la topologie de son
dual 2'(Q), I’espace des formes linéaires continues sur Z(Q), i.e. I'espace des
distributions sur Q. On doit étre capable de reconnaitre une distribution.

Proposition 2 Une forme linéaire T sur 9 (Q) est une distribution si et seulement
si pour tout compact K de €, il existe un entier n et une constante C telles que
pour tout ¢ € P(Q) a support dans K

(T, )| <C max [9%@(x)|.

|a|<nxeK
En fait, cette propriété de continuité se trouve étre équivalente a la continuité
séquentielle.

Proposition 3 Une forme linéaire T sur 7 (Q) est une distribution si et seulement
si pour toute suite @, € 2(Q) qui converge vers ¢ au sens de 2 (Q), on a

(T, 0n) — (T, Q).

De méme, la convergence d’une suite de distribution dans 1’espace 2'(Q) s’ex-
prime de facon particulierement simple.

Proposition 4 Une suite de distributions T, converge vers une distribution T au
sens de 9'(Q) si et seulement si pour tout ¢ € D(Q), on a

(T, @) — (T, 0).

La plupart des espaces de fonctions raisonnables s’injectent dans les distribu-
tions. En particulier,

Proposition 5 L’application i : L}OC(Q) — 9'(Q) définie par

Yo 2(Q), (1(/).9) = [ fodx

est une injection continue.
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On identifie donc les fonctions localement intégrables — donc a fortiori toutes les
fonctions L”, les fonctions continues — a des distributions sans autre forme de
proces.

On dérive indéfiniment les distributions par dualité.

Proposition 6 Soit T une distribution sur Q. La forme linéaire définie par

Vo e 2(Q), <§_:.’"’> - —<T’§_§>

est une distribution. Si T se trouve étre une fonction de classe C U alors sa déri-
vée partielle au sens des distributions coincide avec sa dérivée partielle au sens
classique. Enfin, I'application T — 9T | dx; est continue de 9'(Q) dans 2'(Q).

On multiplie les distributions par des fonctions C* par dualité également.

Proposition 7 Soit T une distribution sur Q et v € C*(). La forme linéaire dé-
finie par

Voe2(Q), OT,0)=(T,vp)
est une distribution. Si T se trouve étre une fonction de Llloc, alors vT coincide
avec le produit au sens classique.

Grice a ces deux propositions, on peut donc appliquer n’importe quel opérateur
différentiel linéaire a coefficients C™ a n’importe quelle distribution.

Quelques mots d’avertissement : une distribution n’est en général pas une
fonction (sauf quand c’en est une au sens précédent, of course), penser par exemple
a la masse de Dirac. Elle n’a pas de valeurs ponctuelles ou presque partout. On
ne I’intégre pas sur Q. Ecrire une formule comme [, T (x)¢(x)dx & la place d’un
crochet de dualité est un crime grave si on ne s’est pas assuré au préalable que
T est en fait dans Llloc' La convergence au sens des distributions n’est pas une
manipulation magique susceptible de justifier n’importe quoi.

Remarquons quand méme que si une distribution ne prend pas de valeurs
ponctuelles, elle conserve néanmoins un caractere local. En particulier, on peut
restreindre une distribution définie sur {2 a un ouvert plus petit. Deux distributions
sur Q1 et Q, qui coincident au sens précédent sur ) N €2, peuvent se recoller en
une distribution sur Q; UQ, (on dit que les distributions forment un faisceau).

1.4 Les espaces de Sobolev

Une bonne partie de 1’analyse des équations aux dérivées partielles se déroule
dans les espaces de Sobolev. Une autre partie se déroule dans les espaces de HOl-
der, ainsi que dans plusieurs autres espaces fonctionnels plus sophistiqués dont
nous ne parlerons pas ici.
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Il existe plusieurs caractérisations des espaces de Sobolev. Dans le cas des
espaces de Sobolev d’ordre entier positif k € N, on retiendra que

WEP(Q) = {u € LP(Q); 0% € LP(Q) pour tout multi-indice o tel que |ot| < k},

muni de la norme

1/p
lllwiriay = ( X 19%lf, )

|ot| <k

pour p € [1,4oo[ et
ullyre@) =Y, 10%ull1=(a)
| <k
pour p = oo, On utilise parfois la notation | - || .o pour désigner ces normes. Les
dérivées partielles sont naturellement prises au sens des distributions. Les espaces
WP (Q) sont des espaces de Banach. Dans le cas p =2, on note WA?(Q) = H*(Q)
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(M|V)Hk(g) = Z (aa”wa")y(g)-

la|<k

On utilise parfois la notation | - ||x.o pour désigner la norme sur H¥. Notons que
WOr(Q) = LP(Q) d’ou la notation || - [|o .o parfois employée pour la norme L7,
qui devient || - jo,q pour L.

Clairement, les fonctions C* & support compact sont dans W57 (Q), et I’on
note W(f ?(Q) I’adhérence de 2(Q) dans W5P(Q), pour p < -+oo. On note bien

stir Wé‘ ’Z(Q) = HE(Q). C’est un sous-espace vectoriel fermé (donc complet) de
WkP(Q), qui est en général un sous-espace strict pour k > 1. Les exceptions 2
cette regle sont Q = R, ou bien R" privé d’un ensemble « petit », la signification
précise de ce « petit » dépendant des valeurs de k et p.

Par définition, on peut approcher tout élément de W(f P(Q) au sens de Wh7(Q)
par une suite de fonctions de Z(Q) pour n’importe quel ouvert Q. Dans le méme
ordre d’idées,

Théoréme 12 (Théoréme de Meyers-Serrin) L’espace C=(Q) N WrP(Q) est
dense dans WP (Q), pour tout p € [1,+o].

Il se démontre a 1’aide de convolutions astucieusement menées. Naturelle-
ment, les fonctions de C**(Q) n’ont aucune propriété d’intégrabilité sur Q, d’ou
I’intersection dans le théoreme de Meyers-Serrin.

La question de la densité des fonctions régulieres jusqu’au bord dans W57 (Q)
dépend quant a elle de la régularité de 1’ouvert Q lui-méme. Rappelons la défini-
tion d’un ouvert Lispchitzien de RY.
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Définition 1 On dit qu’un ouvert Q est Lipschitzien s’il est borné et si [’on peut
recouvrir sa frontiere dQ par un nombre fini d’hypercubes ouverts C; chacun as-
socié a un systeme de coordonnées cartésiennes orthonormées, y/ = (y{ , yé, cee ylj\,)
de telle sorte que

Cj:{yERN;]yﬂ<ajp0uri=1,...,N},

et qu’il existe une fonction Q;: RN=1 — R Lipschitzienne telle que I’on ait

QNCj={ye C~;y,{, < <Pj((yj)l)},

; N—-1 NG () A J
avec la notation RY " > (/) = (y,¥3,--»Yy_1)-
On note C~(Q) I’espace des fonctions C* qui admettent, ainsi que toutes leurs
dérivées partielles a tous ordres, un prolongement continu a €.

Théoreéme 13 Soit Q un ouvert Lipschitzien. Alors I'espace C™(Q) est dense dans
WP(Q), pour tout p € [1,+o0].

Mentionnons un résultat de premiere importance : les injections de Sobolev
pour Q = R" ou bien Q ouvert régulier (disons C*, ¢’est-a-dire que les fonctions
@; sont de classe C”. C’est une hypothese un peu trop forte, mais du moins avec
elle on est slir de ne pas avoir de mauvaise surprise...)

Théoréme 14 Soitk > 1 et p € [1,+o0[. Alors

i) Si%—1%>0, on a WhP(Q) — LI(Q) avec é :%—%\,,

ii) Si % - 1% =0, ona W*P(Q) — L1(Q) pour tout q € [p, +oo[ (mais pas pour
q=-+oosip>1),
iii) Si 1% - Ik\, <0, on a WP (Q) < L=(Q). Dans ce dernier cas, si k — %’ >0

n’est pas un entier, alors W*P(Q) — CP(Q) ('espace des fonctions de classe

C! dont les dérivées 1-émes sont Hildériennes d’exposant B) oir | = [k — %’} et

B=k-— %’ — [ sont respectivement la partie entiere et la partie fractionnaire de
_N

k L

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothese de régularité sur Q, les injections de Sobolev restent vraies lo-
calement, i.e. dans tout ouvert compactement inclus dans Q. En d’autres termes,
on a WhP(Q) — Ll (Q), etc. Elles restent vraies globalement si 1’on remplace

WP (Q) par Wy"' (Q).
Il est utile de réécrire ce théoréme dans le cas k = 1 et Q borné, régulier.
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Théoreme 15 Soit p € [1,+oo[. Alors

i)Si1<p<N,onaW'P(Q)— L (Q) avec 1% =+ — ]%,, ou encore p* =

<=

N—-p’

ii) Si p=N, on a W'"N(Q) — L1(Q) pour tout q € [1,+oo],

iii) Si p > N, on a WP (Q) — C*P(Q) on p=1-1.

Notons que si Q est borné régulier, alors W17°°(Q) s’identifie algébriquement
et topologiquement a ’espace C%! (Q) des fonctions Lipschitziennes sur Q.

On peut également jouer avec les injections de Sobolev ci-dessus pour obtenir
par exemple que pour p < N, WEP(Q) < Wk—1P"(Q), et ainsi de suite. Bien sir,
p*>p.

Un autre résultat de premiere importance est un résultat de compacité que 1’on
regroupe sous le terme générique de théoreme de Rellich-KondraSov.

Théoréme 16 Soit Q borné, régulier et p € [1,+o0|. Alors les injections
P)WIP(Q) — LI(Q) avec 1 < g < p*, si1 < p <N,
i) WhP(Q) — LI(Q) avec 1 < g < +oo, 5i p=N,
iii) WP (Q) < C%7(Q) avec 0 < y < B, si p > N,
sont des injections compactes.

En particulier, I’injection W17 (Q) — LP(Q) est compacte. Sans hypothése de
régularité sur €, mais toujours avec £ borné, les injections restent compactes a
condition de considérer les espaces Lfoc, etc., a ’arrivée, ou bien en remplacgant
WP(Q) par W, 7 ().

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement des fonctions de
W1P(Q) au bord de Q. Dans le cas ol p < N, les éléments de W!”(Q) ne sont
pas nécessairement continus. Il s’agit de classes d’équivalence modulo 1’égalité
presque partout et I’on ne peut pas aisément définir de facon raisonnable les va-
leurs qu’elles pourraient prendre sur d<Q.

Le bord dQ d’un ouvert Lipschitzien est muni d’une mesure naturelle (N —1)-
dimensionnelle, que nous noterons do et d’un vecteur normal au bord, unitaire,
extérieur n, défini presque partout par rapport a cette mesure, que 1’on peut calcu-
ler a I’aide des fonctions ¢; de la définition 1. Pour contourner de fagon naturelle
le probleme des valeurs au bord, on dispose du théoréme de trace suivant.

Théoréme 17 Soit Q un ouvert Lipschitzien et p € [1,+oo|. Il existe une unique
application linéaire continue yy: WP (Q) — LP(dQ) qui prolonge I’application
de restriction u v u|yq définie sur le sous espace dense C Q).

Cette application, appelée application trace, n’est pas surjective. Son image
est notée W'=1/PP(9Q), ou bien H'/2(dQ) pour p = 2 (il s’agit d’espaces de
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Sobolev d’ordre fractionnaire que I’on n’a pas définis en tant que tels ici). Son
noyau n’est autre que WO1 P(Q).
On définit aussi des traces d’ordre supérieur sur W5 (Q) pour k > 1 qui pro-

longent par continuité la dérivée normale % et ainsi de suite. A ce propos, il

convient de bien distinguer les espaces W(f P(Q) et WhP(Q)N WO1 ?(Q) quand
k > 1. Dans le premier espace, toutes les traces jusqu’a I’ordre k — 1 sont nulles
(moralement, u = % = --- =0 sur dQ) alors que dans le second, seule la premiere
trace est nulle.

Notons la formule d’intégration par parties :

Yu,v e HY(Q), %vdx:—/ uﬁdx—l—/ (1) w(v)ndo,
Q Jx; 90

Q dx;
ou n; est la i-eme composante du vecteur normal n. Cette formule porte des noms
variés (formule de Green, etc.) et donne naissance a tout un tas d’autres formules
par applications répétées. On I’établit d’abord pour des fonctions C!(Q), puis on
conclut par densité. Mentionnons le cas particulier important

du
Yue H(Q), —dx = u)n;do.
@. [ Grdx= [ w(wn
Pour conclure ces brefs rappels sur les espaces de Sobolev, mentionnons 1’iné-
galité de Poincaré.

Théoréeme 18 Soit Q un ouvert borné dans une direction. Il existe une constante
C telle que
L,p
Vue Wy (Q), |ullrr@) < ClIVullproiryy-

Il s’agit encore d’un résultat que 1’on montre d’abord sur les fonctions régulieres,
puis que I’on étend par densité. Il implique clairement que, dans un ouvert borné
dans une direction, la semi-norme ||Vul|;y(q.rv) définit une norme sur WOI P (Q)
équivalente & la norme de W17 (Q). On note parfois |u[1 o = ||Vu|| Lr(Q:RN) Cette
semi-norme.

1.5 Dualité et convergences faibles

On rappelle que pour tout p € [1,+oc|, le dual de L?(X,du) s’identifie isomé-
triquement a L (X,du) ou la relation % + 1 = 1 définit une paire d’exposants
conjugués, par I’intermédiaire de la forme bilinéaire (u,v) — [y uvdu. Par contre,
L'(X,dp) est un sous-espace strict de (L™(X ,du))/, en tout cas pour la plupart

des mesures u qui peuvent nous intéresser ici. Le plus souvent, par exemple quand
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X est un ouvert de RV muni de la mesure de Lebesgue, L' (X,du) n’est pas un
dual.

On déduit de ce qui précéde que pour 1 < p < oo, I’espace L”(X,du) est
réflexif. Par conséquent, de toute suite u, bornée dans L” (X ,d ), on peut extraire
une sous-suite u,, faiblement convergente. On rappelle que u,, — u dans LP (X ,du)
si et seulement si [y u,vdy — [y uvdyu pour tout v € L (X,dp). Pour p = +oo,
X ouvert de RY et u la mesure de Lebesgue, alors on peut extraire une sous-suite
faiblement-étoile convergente, car dans ce cas le prédual de L™, qui n’est autre que
L', est séparable. On rappelle que u, X\ u si et seulement si Jxupvdu — [yuvdu
pour tout v € L' (X,d ). Enfin, une suite bornée dans L' (X, dt) n’a en général pas
de propriété de convergence faible vis-a-vis de L' sans hypothése supplémentaire
(il existe plusieurs caractérisations des compacts faibles de L").

Pour X ouvert de RN et u la mesure de Lebesgue, ces convergences faible ou
faible-étoile impliquent trivialement la convergence au sens des distributions.

Intéressons nous maintenant a la dualité des espaces de Sobolev. Tout d’abord,
les espaces W“’(Q), 1 < p < +oo, sont réflexifs. On peut donc extraire de tout
suite bornée une suite faiblement convergente. Malheureusement pour nous, le
dual de W!P(Q) n’est pas si facile a identifier & un autre espace fonctionnel
concret. Qu’a cela ne tienne, on a la caractérisation suivante de la convergence
faible.

Proposition 8 Une suite u, converge faiblement vers u dans W1-*(Q), si et seule-
ment si u, — u faiblement dans LP(Q) et du, /dx; — g; faiblement dans L”(Q),
i=1,...,N. Dans ce cas, on a g; = du/dx;.

On a une caractérisation analogue avec des étoiles dans le cas p = 4-oo. Grice au
théoréme de Rellich, on a en prime que u, — u dans L{, (Q) fort.

Le cas de H'!(Q) est particulier, puisqu’il s’agit d’un espace de Hilbert. II est
donc isométrique a son dual par I’intermédiaire de son produit scalaire (théoreme
de Riesz). On peut donc dire que u, — u faiblement dans H'(Q) si et seulement
si, pour tout v dans H'(Q), [q(unv + Vi, - Vv)dx — [o(uv + Vu - Vv)dx. Mais
I’un dans I’autre, la caractérisation de la proposition 8 est plus commode.

La dualité de WO1 P(Q) est en un sens plus simple. En effet, Z(Q) est dense
dans WO1 P(Q) par définition. Il s’ensuit que toute forme linéaire continue sur
WO1 P (Q) définit une distribution et une seule. En d’autres termes, on a une injec-
tion canonique de (Wol’p(Q))’ dans 2'(Q). On note W1 (Q) I'image de cette
injection canonique (c’est un espace de Sobolev d’ordre négatif, que nous n’avons
pas défini comme tel ici). Il est clair qu’une distribution 7" appartient a W*I’pl(Q)
si et seulement si il existe une constante C telle que

Voc2(Q), [T,9)|<Clo

1,p,Q
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car elle se prolonge alors en une forme linéaire continue sur WO1 P(Q) grace a
I’inégalité de Poincaré. La norme de 7 dans W7 (Q), notée IT||-1, - estla
borne inférieure des constantes C pouvant apparaitre dans 1’inégalité ci-dessus.

On peut également caractériser I’espace W’I*P/(Q) a l’aide de dérivées par-
tielles premieres de fonctions de Lp/(Q) = WO’p/(Q), ce qui explique un peu la
notation. Dans le cas p = 2, on note H~!(Q) le sous-espace de 2'(Q) ainsi iden-
tifié a (Hj (Q))'.

Attention : I’espace Hé (Q) est un espace de Hilbert, et peut donc étre identifié
a son dual par I’intermédiaire de son produit scalaire (il suffit de prendre le produit
scalaire des gradients par 1’'inégalité de Poincaré). Cette identification, qui dit que
pour toute forme linéaire continue ¢ sur H} (Q), il existe un unique v € H} (Q) tel
que £(u) = [ Vu- Vvdx pour tout u € H} (Q), est tout aussi légitime que la pré-
cédente, mais ce n’est pas la méme ! En particulier, elle n’est pas compatible avec
I’identification de dual de L?(Q) avec lui-mé&me par son produit scalaire, identi-
fication qui ne fait guére débat. Par contre, I'identification (Hj(Q)) ~ H~1(Q)
est compatible avec ’identification du dual de L? avec lui-méme précédente, ainsi
que I’identification de L% aun sous-espace de 2'. En effet, si T € LZ(Q), alors

Ype (@), |(T.)=|[ Todx|<|T

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz d’abord, puis celle de Poincaré, montre que
L?>(Q) — H~'(Q) canoniquement (alors que L? n’est absolument pas inclus dans
H& ). Quand on utilise H~', on a donc droit & I’harmonieux diagramme

P(Q) — Hy(Q) — L*(Q) = H™(Q) — 7'(Q)

o.allelloe < ClTo.el®l1,0,

ou toutes les injections sont continues, denses et canoniques.

Dans la pratique, on préfere le plus souvent H~1(Q), pour la raison qui pré-
cede, mais il arrive de temps a autre qu’il soit plus avantageux d’utiliser I’identi-
fication (H}(Q))' ~ H}(Q) du théoréme de Riesz. Plus généralement, quand on
a affaire a deux espaces de Hilbert V — H avec injection continue et dense, pour
identifier leurs duaux de fagcon compatible, on procede le plus souvent selon le
méme schéma

VesH~H — V.

Enfin, au niveau des espaces de traces, on note H~/2(9Q) = (H'/?2(dQ))’. Ce
n’est pas seulement une notation, c’est aussi un espace de Sobolev fractionnaire
négatif sur une hypersurface.

1.6 Formulations variationnelles et leur interpréta-
tion



1.6. Formulations variationnelles et leur interprétation 21

On rappelle le résultat fondamental dans le contexte des EDP elliptiques liné-
aires, le théoreme de Lax-Milgram.

Théoreme 19 Soit V un espace de Hilbert, { une forme linéaire continue surV et
a une forme bilinéaire continue sur H telle qu’il existe & > 0 tel que

YveV, a(vv)>alv||? (on dit que a est V-elliptique).
Alors le probleme : trouver u €'V tel que
YveV, a(u,v)=1~Lv),

admet une solution unique. De plus, I’application qui a ¢ associe u est linéaire
continue de V' dans'V.

Il s’agit d’un résultat hilbertien abstrait. Pour en déduire des résultats d’exis-
tence pour des problemes aux limites, on doit interpréter les problemes variation-
nels. Donnons en deux exemples simples.

Tout d’abord, le probleme de Dirichlet homogene. Soit £ un ouvert borné de
RY. On cherche une fonction u tel que —Au = f dans Q et u = 0 sur dQ, ou le
second membre f est donné.

On lui associe le probleme variationnel suivant : V = H&(Q) qui incorpore
la condition de Dirichlet homogene, a(u,v) = [oVu-Vvdx et {(v) = (f,v) en
choisissant f € H~!(Q). Le théoréme de Lax-Milgram s’applique, la V-ellipticité
étant une conséquence immédiate de I’inégalité de Poincaré. En quoi la fonction
u ainsi trouvée satisfait-elle le probleme aux limites de départ ?

Notons d’abord que Hé (Q) C 2'(Q), donc —Au a un sens en tant que distri-
bution. En fait, on voit facilement que —A est un opérateur continu de H'(Q) dans
H~'(Q). En effet, en utilisant la convention de sommation des indices répétés,

(—Au, @) = —(itt, @) = (dt, D) — / Viu-Vodsx,
Q

pour tout ¢ € Z(Q), par définition de la dérivation au sens des distributions et
I’identification des fonctions L? a des distributions a 1’aide de I’intégrale. Par
conséquent,

[(—Au, @)| < [[Vullo.alVello.o

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On voit donc que u — —Au est bien continue
de H'(Q) dans H'(Q).

Comme Z(Q) C H}(Q), on peut de plus utiliser la formulation variationnelle
avec @ comme fonction-test, qui nous dit que a(u, ¢) = ¢(¢) pour en conclure que

<_Au7(p> = <f7 (P>,
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pour tout @ € 2(Q), soit —Au = f au sens de Z'(Q) (en fait de H~'(Q), es-
pace auquel appartiennent les deux membres de 1’égalité). On a donc interprété la
solution du probléme variationnel en termes de probleme aux limites.

Réciproquement, supposons que 1’on nous donne une fonction u € Hé (Q) telle
que —Au = f au sens de 2'(Q). En remontant les calculs précédents, ceci signifie
que

Voe2(Q), alu,@)="L(g).

Or, par définition, Z(Q) est dense dans Hj (Q). Pour tout v € Hj (Q), il existe une
suite @, € Z(Q) telle que @, — v dans H} (Q). Comme a et £ sont continues, on
passe a la limite et on obtient que u est solution du probleme variationnel, donc
est I’unique solution donnée par le théoreme de Lax-Milgram. En d’autres termes,
le probleéme aux limites n’a pas d’autre solution dans H& (Q) que u.

Deuxieme exemple un peu plus délicat, le probleme de Neumann non homo-
gene, —Au+u = f dans Q et % = g sur dQ, ou f et g sont donnés. On suppose
ici Q régulier.

On lui associe le probleme variationnel suivant :

V:Hl(Q),a(u,v):/Q(Vu-Vv~|—uv)dxet€(v):/vadx—l—(g,yo(v)>H1/27H1/z

en choisissant f € L?(Q) et g € H~'/2(9Q). Le théoreme de Lax-Milgram s’ap-
plique trivialement.

Interprétons ce probleme. On commence par obtenir I’EDP a I’intérieur en pre-
nant des fonctions-test dans Z(Q). Le calcul est analogue au précédent et donne

<—AM+M,(p> = <f7(p>7

c’est-a-dire —Au+u = f ausens de 2'(Q). En effet, y(¢) = 0. Réécrivant —Au =
f — u, on voit que —Au € L*(Q) et 'EDP a donc en fait lieu au sens de L*(Q).
Maintenant, et a la différence du probléme de Dirichlet, Z(Q) n’est pas dense
dans H'(Q).

A tout w € H'(Q) tel que Aw € L*(Q), on associe une forme linéaire 7 (w)
continue sur H'(Q), définie par

<71(W),V>=/ Vw-Vvdx+/vAwdx.
Q Q

Notons que si ¢ € Z(Q), (y1(w), ) = 0, par définition de la dérivation au sens
des distributions. Par conséquent, par densité (¥ (w),v) = 0 pour tout v € H} (Q).
On en déduit que la forme linéaire ;(w) passe au quotient modulo H(% (Q), c’est-
a-dire qu’elle est en fait une forme linéaire continue sur H'/2(9Q). En effet, cet
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espace est I’'image de y et H(% (Q) est son noyau. En résumé, on a défini y (w) €
H'/2(9Q) par

<71(W),70(V)>z/QVw~Vvdx—l—/QvAwdx.

De plus, si w € C'(Q), la formule de Green montre que 7;(w) = % On a donc
étendu ainsi de facon naturelle la dérivée normale aux fonctions de H' dont le
Laplacien est L?.

Reprenons alors notre probléme variationnel, avec une fonction-test v arbi-
traire dans H'!(Q). On peut la réécrire

/QVu-Vvdx—i—/gvAudx%—/Q(u—Au)vdx:/vadx+(g,yo(v)>.

zeN 2

Or on a déja établi que u — Au = f a I’étape précédente. Il vient donc

(nw), wO)) = (g, w)),

pour tout v € H'(Q). Comme I’application trace est surjective sur H'/2(9Q),
on en déduit que la condition de Neumann %;(u) = g est satisfaite au sens de
HY 2(9Q). Naturellement, si on peut établir par ailleurs que u est plus réguliere
(voir plus loin les résultats de régularité elliptique), alors on obtient la forme clas-
sique de la condition de Neumann.

Comme dans le cas du probleme de Dirichlet, on peut remonter les calculs a
partir des relations —Au+u = f et ¥ (u) = g avec u € H'(Q), pour retomber sur
I’unique solution du probléme variationnel.

Un dernier mot d’avertissement : les formulations du style « on multiplie
I’équation par une fonction-test et on integre par parties. .. » sont informelles (cu-
rieusement, on dit souvent « on multiplie formellement etc. »). Elles sont utiles
car elles permettent de guider I’intuition dans la construction de formulations va-
riationnelles mais ne constituent pas des raisonnements rigoureux.

1.7 Appendice : topologies de 2 et &’

Dans la littérature des équations aux dérivées partielles appliquées, on a 1’ha-
bitude de passer sous silence la description des topologies de Z(Q) et de 7'(Q),
car il n’est pas crucial de les connaitre pour travailler. Les propriétés séquentielles
décrites plus haut suffisent amplement. On peut donc sans risque se passer de la
lecture de cette section. Néanmoins, on peut aussi €tre 1égitimement curieux de
ces topologies et avoir envie d’en savoir un peu plus, méme si cela demande un
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peu plus d’efforts, sans devoir absorber la totalité de la théorie abstraite des es-
paces vectoriels topologiques. Nous avons en effet affaire a des espaces vectoriels
topologiques qui ne sont pas des espaces vectoriels normés, mais qui sont munis
de topologies plus sophistiquées.

Commengons donc par la notion d’espace de Fréchet. On rappelle qu’une
semi-norme sur un espace vectoriel sur R est une application a valeurs dans R
positivement homogene et satisfaisant I’inégalité triangulaire.

Soit E un espace vectoriel sur R et (p,),cn une famille dénombrable, crois-
sante de semi-normes sur E telles que pour tout u # 0 de E, il existe n € N tel que
pn(u) >0.Notons V,, o(u) ={v € E; py(v—u) < a} (V pour voisinage, bien sir).
On définit une famille & de parties de E par

Uel<—VuecU,IneN,a e R} ,V, o(u) CU.

Proposition 9 La famille O est une topologie d’espace vectoriel topologique sur
E. Cette topologie est métrisable et I’application

[}

d(u,v) =Y 27" min(1, p,(u—v)) (1.2)
n=0

définit une distance qui engendre cette topologie.

Démonstration. Vérifions les axiomes de topologie. Trivialement, E € 0 et 0 €
O, puisque dans ce dernier cas, la condition a remplir est vide.

Soit (U;)i=1,... x une famille finie d’éléments de & et U = ﬂleUi. Soitu € U.
Par définition, pour tout i = 1,...k, il existe n;, o; tels que V, o, (1) C U;. Posons
n =max{n;} € N et &« = min{¢;} > 0. Comme la suite p, est croissante, les
inégalités

pn(v—u) <p,(v—u) <a <,
montrent que Vj, o (1) C Vp, o,(u) C U; pour tout i. Par conséquent, V, o(u) C U,
ce qui implique que U € 0.

Soit (Uj ) e une famille quelconque d’éléments de & et U = Uy AU, . Soit
u € U. Par définition, il existe A € A tel que u € U, . Choisissons le n et & associés
a ce U, Trivialement, V,, o(u) CUy CUetU € 0.

On donc bien affaire a une topologie. Vérifions qu’il s’agit d’une topologie
d’espace vectoriel topologique, c¢’est-a-dire telle que les applications de E X E
dans E, (u,v) — u+vetde E X R dans E, (u,A) — Au soient continues. Pour
I’addition, il suffit de constater que V,, 4/2(0) +V}, 4/2(0) C Vi, (0) par I'inégalité
triangulaire, pour en déduire la continuité en (0,0), puis la continuité sur E x E
par translation. Pour la multiplication par un scalaire, on note que

wv—Au=ulv—u)+(u—2A)u.
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Donnons-nous n € N et o > 0. Il existe un voisinage V; C R de A tel que pour
tout 4 € Vy, ona |u—A|p,(u) < 5, et on peut choisir V) borné. On prend ensuite

veV, _« . Avecceschoix, il vient
2max|Vy |

pu(p(v—u)) + pn((1 — A)u)

| pn(v—u) + [ — A|pn(u)

max |Vy |pu(v—u) + |t — A | pn(u)
tifa

pn(Hy —Au)

VANRVANN IRPVAN

d’ou la continuité de la multiplication par un scalaire.

Montrons maintenant que cette topologie d’espace vectoriel topologique est
métrisable. Pour cela, on s’assure tout d’abord trivialement que la formule (1.2)
définit bien une distance sur E. Pour conclure, on doit montrer que tout ouvert de
¢ contient une boule ouverte non vide associée cette distance et réciproquement.
Comme toutes ces notions sont invariantes par translation, il suffit de se placer en
u=0.

Donnons nous donc d’abord n € N et o > 0. On veut montrer qu’il existe
B > 0 tel que B(0,B) C V,,«(0). Remarquons qu’il suffit de considérer le cas
o < 1, puisque V, ¢(0) C V,, (0) dés que & < @'. Prenons B = 2~ "¢, Si
v € B(0,B), alors 2~ Dmin(1, p,(v)) < 2"+ a. Comme a < 1, on en déduit
que p,(v) < @, c’est-a-dire y € V,, o(0), d’ott B(0, B) C V;, ¢(0).

Réciproquement, donnons-nous 3 > 0 et considérons la boule B(0,f3). On a,
pour tout n € N,

d(v0) =Y 2= U min(1,pe(v)) + Y, 27 D min(1, pe(v)).
k=0 k=n+1

Comme min(1, pg(v)) < 1,ona

[o]

Y 27 & Umin(1, py(v)) <27,
k=n+1

Choisissons donc 7 tel que 2~ ")) < B/2. Comme min(1, pi(v)) < pi(v) et que
la suite des semi-normes est croissante, on a

n

I;)z(kﬂ)min(lypk(v)) < pa(v).

On choisit alors oc = /2. On voit donc que, si v € Vj, o(0), alors d(v,0) < p,(v) +
B/2 < B, c’est-a-dire V,, (0) C B(0, ). O
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Définition 2 On dit qu’un espace vectoriel E muni d’une famille de semi-normes
comme ci-dessus est un espace de Fréchet s’il est complet pour la distance (1.2).

Remarque 1 Si la suite des semi-normes est stationnaire, c’est-a-dire s’il existe
un ng € N tel que p, = p,, pour tout n > ng, alors on vérifie aisément que py,
est une norme et que cette norme engendre la topologie ci-dessus. On n’a donc
introduit quelque chose de nouveau par rapport aux evn, respectivement par rap-
port aux espaces de Banach dans le cas complet, que si la suite p,, est strictement
croissante. U

Remarque 2 Les espaces de Fréchet fournissent un exemple de 1’utilité de la no-
tion d’espace métrisable : leur topologie est définie naturellement a I’aide de voi-
sinages. Il se trouve qu’il existe une distance qui engendre cette topologie, mais
cette distance n’a rien de canonique. D’ailleurs, on peut en donner d’autres équi-
valentes. Quand on manipulera un espace de Fréchet, on n’utilisera qu’exception-
nellement la distance de facon explicite. Par contre, on utilisera les semi-normes
et les voisinages qui leur sont associés. U

La topologie d’un espace de Fréchet étant métrisable, elle se décrit également
a I’aide de suites convergentes. Ces suites admettent elles-mémes une description
fort simple.

Proposition 10 Soit E un espace muni d’une suite dénombrable, croissante de
semi-normes comme plus haut. Une suite u, tend vers u au sens de E si et seule-
ment si, py(u, —u) — 0 quand n — oo, pour tout k € N.

Démonstration. Le résultat est presque évident. Une suite u, tend vers u si et
seulement si, pour tout voisinage V de u, il existe ng tel que u, € V pour tout
n > ng. Ceci a donc lieu si et seulement si, pour tout k et tout o > 0, il existe ng
tel que u,, € Vi o(u), c’est-a-dire py(u, —u) < & pour tout n > ny. O

Naturellement, pour une telle suite, on a d(u,,u) — 0 et réciproquement, un
petit exercice facile si I’on ne sait pas encore que les deux topologies coincident.

Arrétons la les généralités sur les espaces de Fréchet pour introduire notre
exemple principal dans le contexte des distributions.

Proposition 11 Soit Q un ouvert de RN et K un compact de Q. L’espace
Ik (Q) ={ € C*(Q);suppu C K}

des fonctions indéfiniment différentiables a support dans K, muni de la famille des
semi-normes

pa(@) = max [97e(x)], (1.3)

|7|<nxeK

est un espace de Fréchet.



1.7. Appendice : topologies de 9 et 7' 27

Démonstration. On a clairement affaire a une famille dénombrable croissante de
semi-normes, et po étant une norme, on a aussi po(¢) > 0 des que ¢ # 0. La seule
difficulté est la complétude.

Soit donc @ € Pk (Q) une suite de Cauchy. On remarque que p, est en fait la
norme dans Cg (). Si ¢ est de Cauchy dans Zk(Q), elle est donc a fortiori de
Cauchy dans C(Q) pour tout n. Or Cj-(Q) est complet, et Cit(Q) — Cp(Q).
Par conséquent, ¢ converge dans Cy(£2) vers un ¢, lequel est le méme pour tous
les n. D’apres la proposition 10, ceci est équivalent a sa convergence vers ¢ dans

Tk (Q). O

On remarque au passage que la proposition 10 se traduit dans ce cas particulier
par le fait qu’une suite converge dans Zk () si et seulement si toutes ses dérivées
partielles a tous ordres convergent uniformément sur K.

Notons quand méme que I’espace Pk (L) n’est pas un espace normable. I
n’existe aucune norme qui engendre sa topologie d’espace de Fréchet, donc on
n’a pas travaillé pour rien. En effet, on a la proposition, un peu surprenante au
premier abord, suivante.

Proposition 12 Les fermés bornés de Pk () sont compacts.

Démonstration. On rappelle qu’une partie A d’un espace vectoriel topologique E
est bornée si et seulement, pour tout voisinage V de 0, il existe un scalaire A tel
que A C AV (on dit que A est absorbé par tout voisinage de 0).

Soit A une partie bornée de Pk (L2). Pour tout n et tout ¢, il existe donc 4, 4
tel que A C Ay ¢Vi,a(0). Prenons o = 1 et notons 4, = 4, 1. On voit donc que

VoecA, pu(@) <.

Par le théoréme des accroissements finis, ceci implique que d7A est une partie
équicontinue de C%(Q) pour tout multi-indice |y| < n— 1, et que maxg [07¢| < A,
pour tout @ € A. L’ensemble K étant compact, on applique le théoreme d’ Ascoli
pour en déduire que ces ensembles sont relativement compacts dans C(Q).
Prenons maintenant une suite dans A. Utilisant la remarque si dessus, on en
extrait une sous-suite qui converge dans tous les C () par le procédé diagonal.
L’ensemble A est donc relativement compact. U

Attention : 1a notion de partie bornée introduite ci-dessus n’est pas une notion
métrique. En fait, la distance d définie plus haut est elle-méme bornée. Le diametre
de Zx(Q) est inférieur a 1 pour cette distance, mais ce n’est évidemment pas
cela que I’on entend quand on veut parler de partie bornée d’un espace vectoriel
topologique. Les deux notions, borné dans un evt et borné au sens de la distance,
coincident par contre dans un evn quand on prend la distance canonique associée
a la norme (pas celle de tout a I’heure, qui reste bornée).
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Un espace qui a la propriété 12 et qui est réflexif est appelé espace de Montel.
En raison du théoreme de Riesz, un espace vectoriel normé de dimension infinie
n’est pas un espace de Montel. Or, quand K est d’intérieur non vide, Zk(Q) est
manifestement de dimension infinie (quand K est d’intérieur vide, Zx (Q) = {0}).
Attention : ceci ne signifie pas que Zg(Q) est localement compact ! En fait, une
version plus complete du théoreme de Riesz dit qu'un espace vectoriel topolo-
gique séparé est localement compact si et seulement si il est de dimension finie.
Simplement, ici les fermés-bornés = compacts de Zg(Q) sont d’intérieur vide.

Il convient enfin de ne pas perdre de vue que, comme Zk () est de dimen-
sion infinie, on peut le munir de plusieurs topologies raisonnables différentes. La
topologie que nous avons décrite jusqu’ici est la topologie forte de Tk (Q).

Identifions maintenant le dual de Zk (), que nous noterons Z (Q).

Proposition 13 Une forme linéaire T sur Px(Q) est continue si et seulement si
il existe n € N et C € R tels que

Vo e Ix(Q), [T, )] < Cpa(9), (14)
si et seulement si, pour toute suite Oy — @ dans Pk (Q), (T, ¢x) — (T, @).

Démonstration. La deuxiéme caractérisation est triviale puisque Zx(Q) est mé-
trisable. Pour la premiere, on commence par noter qu’il suffit de considérer la
continuité de 7 en O par linéarité. Soit T une forme linéaire qui satisfait (1.4).
Comme ¢ — 0 implique que p, (@) — O pour tout n, on a trivialement (7', ;) —
0.

Réciproquement, soit T € 25 (Q). Comme c’est une application continue de
Pk (Q) dans R, I’image réciproque de tout ouvert de R est un ouvert de Zx(Q).
En particulier, comme 0 € T~!(]—1,1[), il existe n € Net & > 0 tels que V,,,4(0) C
T-1(]-1,1]). En termes clairs ceci signifie que si p,(9) < «, alors [(T, )| < 1.
Or,si ¢ #0,0na pn( ( )) < o par positivité homogene. On en déduit que pour

,2P >’ < 1, soit (T, )| < apn(q)) pour tout ¢ (en effet
0<0:-). U

Quelle topologie va-t-on mettre sur Z(Q) ? Encore une fois, on a le choix
entre plusieurs possibilités. Le seule susceptible de nous intéresser ici est la to-
pologie faible-étoile. Il s’agit de la topologie la moins fine, c’est-a-dire qui a le
moins d’ouverts possible, qui rend continues toutes les applications de la forme
T — (T, ) quand ¢ parcourt Zk ().

Arrétons-nous un instant sur cette notion de topologie la moins fine qui etc.,
d’un point de vue abstrait.
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Proposition 14 Soit X un ensemble et o7 C P (X) une famille de parties de X.
1l existe une unique topologie sur X qui est la moins fine de toutes les topolo-
gies contenant <7. On [’appelle topologie engendrée par 7. Elle consiste en les
réunions quelconques d’intersections finies d’éléments de <7 .

Démonstration. La topologie discréte contient /. L’intersection d’une famille
non vide quelconque de topologies est trivialement une topologie. L’intersection
de toutes les topologies contenant .o/ répond donc a la question.

Décrivons cette topologie plus explicitement. Si elle contient .7, elle contient
toutes les intersections finies d’éléments de o7, par stabilité par intersection fi-
nies. Par stabilité par réunion quelconque, elle contient les réunions quelconques
de telles intersections finies. Il nous suffit donc de montrer que 1’ensemble des
réunions quelconques d’intersections finies d’éléments de .7 est une topologie.

Soit & cet ensemble. Il contient manifestement @, X et est stable par réunions
quelconques. La seule (petite) difficulté est la stabilité par intersections finies. 1l
suffit de traiter le cas de deux éléments de &'. On se donne donc A et A, tels qu’il
existe deux ensembles d’indices A et Ay, et pour chaque A; € A; un entier p,, tels
que I’on puisse écrire

Py P,
AIZ U <ﬂUk1>7 A2: U <mUk2>7
AEA k1=l heA; k=1

avec uy, € A. On veut montrer que A1 NA € 0. Posons A = A x Ay et

s= U ((Re)n(rio)

(A1, )N k=1

de telle sorte que B € €. Soit x € A1 NA,. Il existe donc A; € Aj et A, € A; tels que
P P , P p
X€ ﬂkflzl Uy, etx e ﬂk;il Ui,. En d’autres termes, x € (ﬂk:“:l Uy, ﬂ(ﬂk;il U,)-
On vient donc de montrer que A NA; C B.
Réciproquement, soit x € B. 1l existe donc (4;,4;) € A tel que ’on ait x €
pa p s Pa Pa .
(ﬂkl‘zl Uk, ﬂ(ﬂk;il Us, ), ¢’est-a-dire x € Mi 21 Ux, etx € N2 Up,, ¢ est-a-dire
x €A etx € A;. On vient donc de montrer que B C Aj NA;. O

Définition 3 Soir X un ensemble, (X;)jcn une famille d’espaces topologiques
et pour chaque A, une application f;: X — X;. La topologie sur X la moins
fine qui rend toutes les applications f; continues est appelée topologie projective
relativement aux (X, f2)aca-

Cette topologie existe et est unique. En effet, c’est tout simplement la topolo-
gie engendrée par la famille d’ensembles f;~ L(U,) ott A parcourt A et U; parcourt
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les ouverts de X . Une base d’ouverts — c’est-a-dire une famille d’ensembles qui

engendrent les ouverts par réunion quelconque — en est donnée par les ensembles

de la forme N}_, Ia Y 4,) ot Uy, est un ouvert de Xj , d’aprés la proposition 14.
Les suites convergentes de cette topologie sont également tres simples.

Définition 4 Soit x,, une suite de X muni de la topologie projective. Alors x,, — x
si et seulement si f (x,) — f,(x) dans X, pour tout A € A.

Démonstration. Supposons que x, — x. Comme chaque f3 est continue, on en
déduit que f) (x,) — f,(x).

Réciproquement, supposons que f; (x,) — f3(x) pour tout A € A. Donnons
nous un voisinage de x pour la topologie projective, que 1’on peut prendre de
la forme ﬂle f/l_k ! (U,lk), d’apres ce qui précede. Par hypothese, pour tout 1 <
k < p, il existe un entier n; tel que f;, (x,) € Uy, pour tout n > ny. Posons ny =
max{nj,...,n,}. On voit donc que x, € ﬂ£:1f,1_kl(U,lk) pour tout n > ng. Ceci
montre que x, — x pour la topologie projective. U

Tréve d’abstractions, appliquons tout ceci 2 7 (Q). La topologie faible-étoile
n’est autre que la topologie projective relative 8 A = Zx(Q), A = ¢, Xp =R et
fo(T) = (T, ). Une base de voisinages de 0 en est donnée par les ensembles de
la forme N_{T;|(T, ¢)| < €}. Une suite T,, converge vers T pour la topolo-
gie faible-étoile si et seulement si (7, @) — (T, @) pour tout ¢ € Pk (Q) (ceci
explique aussi pourquoi on parle de topologie de la convergence simple).

Passons maintenant a I’espace Z(€2). On va aller un peu plus vite. Notons
tout d’abord que Z(Q) est bien un espace vectoriel. En effet, supp(¢ + v) C
supp(@) Usupp(y) et supp(A @) C supp(¢@) qui sont des compacts de Q.

Un tout petit peu d’abstraction pour commencer.

Proposition 15 Soit X un ensemble et (0)cp une famille non vide de topolo-
gies sur X. Il existe une unique topologie sur X qui est la plus fine de toutes les
topologies incluses dans chaque 0.

Démonstration. 1l suffit de prendre & = [ cp 0. OJ

Un ensemble est un ouvert de & si et seulement si c’est un ouvert de 3 pour
tout A.

Définition 5 Soit X un ensemble, (X)), cp une famille d’espaces topologiques et
pour chaque A, une application fj : X, — X. La topologie sur X la plus fine qui
rend toutes les applications f) continues est appelée topologie inductive relative-

ment aux (Xy, f1)reA-
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Cette topologie est bien définie. En effet, soit
) ={U C X;f;l (U) est un ouvert de X }.

C’est clairement une topologie sur X et c’est la plus fine pour laquelle f; est
continue. On prend ’intersection de toutes ces topologies.

Appliquons ceci a Z(Q). On rappelle que I’ouvert Q admet une suite exhaus-
tive de compacts K, C K,y 1, Uyen Kn = Q. Soit 1,1 Tk, (Q) — 2(Q) Iinjec-
tion canonique. On munit Z(Q) de la topologie inductive associée a ces données,
dont on vérifie qu’elle ne dépend pas du choix de la famille exhaustive de com-
pacts (c’est important). En fait, comme on a aussi des injections 1,,,: %k, (Q) —
Dk, () pour n < m qui commutent avec les injections de départ, puisque les K,
sont ordonnés par I’inclusion, et que la topologie induite sur Pk (Q) par celle de
Pk, () quand m > n coincide avec la topologie de Zk, (Q2), puisque les semi-
normes coincident, on parle dans ce cas de fopologie limite inductive stricte et
I’on note

2(Q) = lim T, ().

Il s’agit donc de la topologie la plus fine telle que les injections 1, soient
toutes continues. Un ouvert U de Z(Q) est par définition un ensemble tel que
U N Pk, (Q) est un ouvert de Pk, (Q) pour tout n, c’est-a-dire

U estouvert < V¢ € U,Vntel que supp @ C K33 pu, O, Vi, po,a, (@) C U,

avec une notation évidente Vi, , () pour la base de voisinages de Zx, (€2). No-
tons que la suite des topologies &), associées a 1, pour n fixé, et dont on prend
I’intersection, est décroissante pour 1’inclusion. On impose de plus en plus de
restrictions sur les ensembles considérés au fur et & mesure que n augmente. Re-
marquons aussi qu’'un ouvert non vide contient nécessairement des fonctions de
support arbitrairement grand : tous les Zx(Q) sont d’intérieur vide dans Z(Q).

La convergence d’une suite dans Z(Q) est bien celle donnée par la proposi-
tion 1. En effet, si on a une suite ¢, qui satisfait les conditions 1) et ii) de cette
méme proposition 1, il existe ng tel que K C Kj,,. La deuxieme condition nous dit
que ¢ — ¢ dans Z, (), et la continuité des injections canoniques que @ — @
dans Z(Q) pour la topologie limite inductive.

Réciproquement, soit ¢y — ¢ dans Z(Q). Démontrons la condition i). Une
fois celle-ci acquise, la condition ii) est une trivialité. Il suffit de traiter le cas
¢ = 0. En effet, supp(@r — @ + @) C supp(@r — @) Usupp(¢) qui est un compact
de Q. Soit donc U un ouvert qui contient 0. Nous en déduisons qu’il existe ko tel
que pour tout k > ko, @ € U.

On va prendre un ouvert U bien choisi. Pour cela, supposons que la condition 1)
ne soit pas satisfaite. Pour tout m, il existe donc k,, tel que supp ¢, Z K, et il

m
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existe x, € Q\ K, tel que ¢, (x,) # 0. Soit £(m) = min{¢;x,, € K;}. On pose
alors

%)

py)= Y2 max
W;O -XEKZ(m)\Km

y(x) ‘
O, (Xim)

Notons que cette quantité est bien définie sur Z(Q), car pour tout Y a support
compact, il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls dans la somme. On voit
aisément qu’il s’agit en fait d’'une semi-norme sur Z(2). On choisit alors

U={ye2(Q);p(y) <1}

C’est bien un ouvert de Z(Q2), puisque sur Zk, (Q) la semi-norme p est équiva-
lente a la semi-norme pq (encore une fois, seul un nombre fini de termes entrent
en jeu). On a bien 0 € U, mais p(¢y,) > 2, ce qui implique que ¢, ¢ U, contra-
diction.

Pour conclure sur I’espace Z(€2), on note qu’il n’est pas normable car une
limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Montel est un espace de Montel.
En fait, sa topologie n’est méme pas métrisable. Pour le voir, considérons une
variante de la fonction g du Lemme 2 en dimension 1. Posons

2 1 3
(Pk,n(x) _Je an pour 5 <x < 5.,
sinon,

avec k > 0 et n > 1. Par construction, ¢ , € Z(]0,2[). Clairement, a n fixé, ¢ , —
0 dans 2(]0,2[) quand k — +oo a cause du terme exponentiel en facteur dans
toutes les dérivées. Si la topologie était métrisable, par I’argument usuel de suite
double, on pourrait donc trouver une suite k(n) telle que @y, ,, — 0 dans 2(]0,2)
quand n — +oo. Or ce n’est visiblement pas le cas, puisqu’il est impossible a une
telle suite de satisfaire la condition 1) de support dans la mesure ou supp @) , =
(35> 35

Une autre fagon amusante de voir que Z(€2) n’est pas métrisable est de faire
appel a la complétude. Il existe une théorie générale dite des structures uniformes
qui permet d’étendre la notion de complétude a des espaces non métrisables. Or,
il se trouve qu’une limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet est
complete en ce sens (c’est méme plus général que cela, en fait). Mais comme
2(Q) = U, Tk, (Q) et que chaque Zk, () est un fermé d’intérieur vide, on voit
que I’on a affaire a un espace complet qui n’est pas de Baire. Il n’est donc certai-
nement pas métrisable.

Parlons enfin de son dual, I’espace 2'(Q). De fagon duale a ce que ’on a vu
plus haut, on a une application de restriction r,,: Z*(Q) — P () définie par
(raT, @) = (T, 1,¢) (il s’agit ici des duaux algébriques, sans condition de conti-
nuite). La définition de la topologie limite inductive implique que 7" est continue si
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et seulement si r,,T est continue pour tout n, ¢’est-a-dire d’apres la proposition 13,
la condition 2. En effet, T est continue si et seulement si pour tout ouvert @ de
R, T~ (®) est ouvert, c’est-a-dire si et seulement si 7! (@) N Pk, (Q) est ouvert
dans Zk, (Q) pour tout n.

Pour la condition 3, prenons T telle que (T, ¢r) — (T, @) dés que ¢ — ¢. En
particulier, cela est vrai pour toutes les suites a support dans K,,. Comme P, ()
est métrisable, on a donc que r, T est continue, pour tout .

On munit enfin 2'(Q) de la topologie projective associée aux restrictions r,
et aux espaces 9}%(9) munis de leur topologie faible-étoile. Comme les K, sont
ordonnés par inclusion, on parle de topologie limite projective et I’on note

/(@) = lim 7, ().

Par les propriétés générales des topologies projectives, une suite de distributions
Ty converge vers T si et seulement si r,,T; — 1, T dans Py (Q) pour tout n. On
en déduit immédiatement la proposition 4, d’apres ce que 1’on a vu plus haut de
la convergence dans .@1’(" (Q). Notons que c’est aussi la topologie faible-étoile en
tant que dual de Z(Q). Cette topologie n’est pas métrisable non plus. En effet, soit
Tin = 16" € Z'(R). A n fixé, visiblement Ty, — 0 quand k — oo, Soit k(n)
une suite qui tend vers ’infini. Par le théoréeme de Borel, il existe une fonction
¢ € 2(R) telle que @) (0) = k(n) pour tout n. Donc Tk @) =1 /0.
On a ainsi a peu pres balayé toutes les propriétés pratiques des distributions.



