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1 Probabilité

Une probabilité est d’abord une fonction qui a un événement associe un nombre réel
compris entre 0 et 1. Cela implique de préciser ce qu’est un événement. Or cela n’a de sens
que dans le cadre d’un ensemble d’épreuves aléatoires ou tirages, qu’on note généralement
Q. Il peut s’agir par exemple de lancers de dés ou de pieces de monnaie, de tirages d’urne, de
durées de vie (d’atomes ou d’individus), de tirs sur une cible, etc... Ces premiers exemples
familiers montrent déja que I’ensemble §2 peut étre fini, dénombrable, ou continu. Ce sera
donc a priori un ensemble non vide quelconque.

Lorsque € est fini ou dénombrable, toutes ses parties seront des événements. Tan-
dis qu’en général il est nécessaire de se restreindre a un sous-ensemble de parties de €2:
T C P(Q), quon nomme o-algebre ou tribu. On a naturellement besoin de pouvoir
considérer la réunion et la conjonction (intersection) de 2 événements, de méme que le
complémentaire d’un événement; en outre il faut aussi pouvoir considérer une réunion
dénombrable d’événements. Enfin il est naturel de considérer I’événement impossible
(vide). D’ou la définition suivante.

Définition 1 Une tribu (ou o-algebre) est une partie de P(2) stable par réunion dénom-
brable et par passage au complémentaire, et contenant 0. Le couple (Q,7) est appelé
espace_probabilisable.

On vérifie aussitot les propriétés suivantes :

Proposition 1 2 est un événement (certain). La différence A\ B := AN B¢ et la
différence symétrique AAB := (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B) de deux événements A
et B sont des ¢vénements. Toute intersection dénombrable d’événements est un événement.

Nous pouvons maintenant définir rigoureusement ce qu’est une probabilité: une mesure
positive de masse 1.

Définition 2 Une probabilité sur l’espace probabilisable (0, T ) est une fonction IP de

T dans [0,1] qui vérifie: IP(Q2) =1, et la propriété d’additivité dénombrable :

]P( U An) = Y. IP(A,) pour tout suite {A, |n € IN} d’événements deuz & deuz dis-
nelN

nelN
joints.  Le triplet (0, T,1IP) est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité.  Les

événements de probabilité nulle sont dits mégligeables. Les événements de probabilité 1
sont dits presque surs.

C’est toujours dans le cadre d'un espace de probabilité, plus ou moins bien précisé, que
peut avoir lieu un calcul de probabilité. Il est généralement préférable de bien le préciser.
En effet c’est la non-précision de l’espace considéré qui est a l'origine de paradoxes ou
d’erreurs courantes sur les probabilités.

On vérifie aisément les propriétés suivantes:



Proposition 2 (i) L’événement impossible est négligeable : IP(()) = 0.
(17) IP est croissante: A C B = IP(A) < IP(B), pour tous événements A et B.

(141) P(ngﬂ\f An) < n;ﬂv P(A,) pour tout suite {A, |n € IN} d’événements.

(tv) Toute intersection dénombrable d’événements presque surs est presque sure.

(v) IP(A\ B) = IP(A) — IP(B), lorsque A et B sont deux événements tels que B C A.
En particulier, IP(A°) =1 — IP(A) pour tout événement A.

(v) P(AUB)=1IP(A)+ IP(B) — IP(AN B), pour tous événements A et B.

(vi) IP est continue: jP( U An) = lim T IP(A,), pour toute suile croissante d’évé-
nelN n—oo

nements {A, |n € IN} (id est A, C Ani1 (V1)) et de méme ]P( N Bn> = lim | P(B,),

nelN
pour toute suite décroissante d’événements {B,,|n € IN} (id est B, D Bny1 (Vn)).

1.1 Exemples

1. Probabilité discrete sur un ensemble Q = {wy,..,wx} fini:
elle est clairement définie par la liste des probabilités des singletons: p; := IP({w;}).

Nous avons en effet IP(A) = Y p; pour toute partie A C Q.
UJ]'GA

N
Réciproquement, toute liste {p1,..,pn} de réels p; > 0 tels que Y- p; = 1 définit bien (par
j=1

la méme formule) une probabilité unique sur Q.

2. Probabilité discrete sur IV (ou sur n’'importe quel autre ensemble dénombrable) :
elle est encore définie par la liste des probabilités des singletons: p; := IP({w;}).
Nous avons en effet IP(A) = Y. p; pour toute partie A C IN.
wj €A
Réciproquement, toute suite {p;|j € IN} de réels p; > 0 tels que > p; = 1 définit bien

jz1
(par la méme formule) une probabilité unique sur IV.

3. Cordes. On tire une corde au hasard dans un disque de rayon R. Quelle est la
probabilité que la longueur ¢ de la corde soit > R ?

a. { varie continument dans [0,2R], de sorte que la probabilité cherchée vaut 1/2.

b. ¢ est déterminée par la distance d de la corde au centre du disque ; d varie contintiment
dans [0, R], et £ = 2/R2—d?> > R < d < R\/3/2, de sorte que la probabilité cherchée
vaut \/3/ 2.

c. [ est déterminée par le milieu M de la corde, qui varie continiment dans le disque ;

et £ > R a lieu ssi M est dans le disque concentrique de rayon v/3/2, de sorte que la
probabilité cherchée vaut 3/4.



Explication : la probabilité choisie est tres insuffisamment précisée par 'expression “tirage
au hasard”. Ici on a considéré successivement la probabilité uniforme sur I’ensemble : des
longueurs, des distances au centre, des milieux. Ce sont trois probabilités différentes !

Exercice n® 1.1  Est-il plus probable d’obtenir au moins une fois 6 en lancant 4 dés usuels,
ou bien d’obtenir au moins une fois un double 6 en lancant 24 fois 2 dés usuels 7

Exercice n® 1.2 On lance n fois de suite 3 dés normaux. Pour quelles valeurs de n la
probabilité d’avoir obtenu au moins un 421 dépasse-t-elle % ?

Exercice n® 1.3 On lance 5 pieces de monnaie. Calculer les probabilités des événements
suivant: “la lere piece donne face” ; “face sort exactement 2 fois” ; “face sort au plus 3
fois”.

Exercice n° 1.4  On lance 10 dés usuels. Calculer les probabilités des événements suivant :
“6 ne sort pas”; “6 sort 1 fois exactement” ; “6 sort 3 fois exactement” ; “6 sort 2 fois au
moins” ; “6 sort 3 fois au moins”.

Exercice n® 1.5  Une armoire contient 10 paires de chaussures, parmi lesquelles on préleve
au hasard 8 chaussures. Quelle est la probabilité d’avoir ainsi k paires de chaussures
exactement 7

Exercice n® 1.6 Une urne contient n boules noires et b boules blanches. Deux joueurs X
et Y tirent avec remise une boule dans 'urne, tour a tour, X tirant le premier. Quelle est
la probabilité que X soit le premier a tirer une boule noire 7 Méme question sans remise.

Exercice n® 1.7  Une loterie comporte 100 billets, dont les seuls billets gagnants suivant :
1 billet gagne 50 euros, 5 billets gagnent chacun 30 euros, 10 billets gagnent chacun 10
euros. Quelle est la probabilité quun acheteur de 3 billets gagne 30 euros (au moins, puis
exactement) ?

Exercice n® 1.8  Un joueur X lance 2 dés usuels, et obtient ainsi la somme S.

a) Calculer la probabilité que S > n, en fonction des différentes valeurs de 'entier n .

b) Un joueur Y relance les 2 dés et obtient une somme 7. Quelles sont les probabilités
que S=T,que S>T,que S>T7

Exercice n® 1.9  Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n, qu’on tire tous 1 a 1, sans
remise. ¢) Calculer p, := IP(au moins un jeton sorte au rang indiqué par son numéro),
sa limite ps, et majorer |p, — Psol-

i1) Soit p,(k) := IP(exactement k jetons sortent au rang indiqué par leur numéros), pour
k€ {1,..,n}. Déduire de (i) une formule pour p,(k), puis Jilgopn(k) (pour tout k € IN).
1.2 Probabilités conditionnelles

Définition 3 (Probabilité conditionnelle)  Fizons un espace de probabilité (Q,T,IP),
et un événement C € T, non négligeable. La probabilité conditionnelle relative a C (ou



“sachant C”) est définie par: IP(A/C):=P(ANC)/P(C).

On vérifie immédiatement qu'il s’agit encore d’une probabilité sur (2, 7).

Exercice n° 1.2.1  Lancer de 2 dés usuels: Q = {1,..,6}?. IP uniforme. Soient X le chiffre
indiqué par le premier dé, S la somme des chiffres indiqués par les 2 dés, et C' = {S = 5}.
Dresser le tableau des valeurs de IP(-/C'), puis de [P(X; = -/C).

Exercice n® 1.2.2  Vous allez chez des gens dont vous savez qu’ils ont 2 enfants, dont au
moins une fille. a) Quelle est la probabilité que 1'autre enfant soit aussi une fille ?

b) En I'absence de l'information qu'’ils ont au moins une fille (pour cette question seule-
ment), mais en voyant une fille ouvrir la porte, quelle est la probabilité que I'autre enfant
soit aussi une fille 7 ¢) Une fille vous ouvre la porte; quelle est la probabilité que 'autre
enfant soit aussi une fille 7 d) La fille qui vous a ouvert vous dit qu’elle est I’ainée des 2
enfants ; quelle est la probabilité que 'autre enfant soit aussi une fille ?

Exercice n® 1.2.3  Trois condamnés X, Y, Z sont informés que I'un d’eux, choisi au hasard,
va étre exécuté, et que les 2 autres vont étre libérés. Mais ils ne doivent pas encore savoir
qui le hasard a désigné. X demande au geolier de lui nommer I'un de ses 2 codétenus devant
étre libéré, arguant que cette information serait innocente, puisqu’il sait que 'un des 2 au
moins doit 1’étre. Le geolier refuse, arguant que cette information modifierait réellement
I'estimation que X peut faire de ses chances. Qui a raison ?

Exercice n® 1.2.4  Une urne contient b boules blanches et n boules noires. Quand une
boule est tirée, on le remet dans ['urne, avec ¢ boules de la méme couleur. On effectue ainsi
3 tirages au hasard. a) Quelle est la probabilité que la lere boule tirée soit noire sachant
que la seconde est blanche 7 b) Quelle est la probabilité que la 3éme boule soit noire 7

Exercice n® 1.2.5  Vous attendez un ami de Vancouver, qui voyage jusqu’a Strasbourg
avec changement d’avion a New York, Londres et Francfort. La probabilité d’attentat
est estimée a p pour chacun des 4 vols, avec indépendance entre les 4 vols. Votre ami
n’arrivant pas, quelle est la probabilité que 'attentat ait eu lieu: a) dans le ler avion ?
b) dans le 2¢me avion ? c¢) dans le 3éme avion ? ¢) dans le 4éme avion 7

Pour effectuer un calcul, il est tres souvent indispensable de pouvoir “distinguer des
cas”. Cela s’exprime par la formule suivante, tres élémentaire et tres utile a la fois.

Proposition 3 (Formule des probabilités totales)  Fizons un espace de probabilité

N
(Q,7T,IP), et une partition de Q en événements non négligeables : Q = 'Ll1 C;. Alors nous
=

N
avons IP(A) = Y. IP(A/C;)IP(C;), pour tout événement A .
j=1

On a souvent a inverser un conditionnement. Cela se fait simplement, au moyen de la
formule élémentaire suivante, tres utile aussi.



Proposition 4 (Formule de Bayes)  Fizons un espace de probabilité (Q,7T,IP), et une
N

partition de ) en événements non négligeables: Q) = || C;. Alors nous avons pour tout
=1

événement non négligeable A et tout k € {1,..,N}:

P(C/A) = P(A/C)P(Cy) [ 3 P(A/C)IP(C) .

Exercice n® 1.2.6  Trois machines U, V, W produisent une méme piece dans une usine. U
assure 40% de la production, V' 35%, et W le reste. U produit 20% de pieces défectueuses,
V 15%, et W 10%.

a) Quelle est la probabilité qu'une piece prise au hasard soit défectueuse ?

b) Quelle est la probabilité qu'une piece défectueuse prise au hasard provienne de U ?

Exercice n® 1.2.7  12% des individus d’une population sont porteurs d’une certaine mal-
adie. Un test relatif a cette maladie est fiable a 95%, dans le cas d’'un malade comme dans
le cas d'un sujet sain. a) Quelle est la probabilité quun individu présentant un test
positif soit effectivement malade ? b) Quelle est la probabilité qu’un individu présentant
un test négatif soit effectivement sain ?

Exercice n® 1.2.8  Emile possede 5 pieces de monnaie, dont 2 sont normales, 2 ont 2 cotés
“face”, et une a 2 cotés “pile”.

a) Il prend une piece au hasard et la lance; quelle est la probabilité qu’il voie “face” 7

b) 11 voit “face” ; quelle est la probabilité que l'autre coté de la piece soit aussi “face” 7
Il relance la méme piece.

c¢) Quelle est la probabilité que le coté caché de la piece soit “face” 7

d) 11 voit de nouveau “face” ; quelle est la probabilité que I'autre coté de la piece soit aussi
“face” ? Il choisit ensuite au hasard une des autres pieces et la lance.

e) Quelle est la probabilité de voir de nouveau “face” (pour la troisieme fois) ?

Exercice n® 1.2.9  Un livre a une probabilité p > 0 de se trouver dans une commode
comportant k tiroirs, et des chances égales de se trouver dans chacun des tiroirs.

i) On ouvre les (k — 1) premiers tiroirs, sans le trouver; quelle est la probabilité de le
trouver dans le dernier tiroir 7

i7) Soit 7 € {2,..,k —1}. On ouvre les (k — j) premiers tiroirs, sans le trouver ; quelle est
la probabilité de le trouver dans le dernier tiroir 7 dans I'un des j derniers tiroirs ?

Exercice n® 1.2.10  Le quart d’une population est vacciné contre le choléra. Au cours
d’une épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades un vacciné pour 4 non-vaccinés, et
qu’il y a un malade sur 12 parmi les vaccinés. Quelle est la probabilité quun non-vacciné
tombe malade ? Le vaccin est-il efficace 7




1.3 Evénements indépendants

Définition 4  Fizons un espace de probabilité (0, T, IP). Deux événements A et B sont
dits indépendants lorsque IP(AN B) = IP(A)IP(B).

Exemples: 1) “tirer un roi” et “tirer un trefle”, dans un jeu de bridge ou de belote. 2)
“obtenir un chiffre pair avec le ler dé” et “obtenir un 6 avec le 2eme dé”, lors du lancer de
2 dés.

Exercice n® 1.3.1  Montrer que 2 événements A et B sont indépendants ssi A et B¢ le sont,
et ssi A et B le sont, ou bien encore (lorsqu’ils sont non négligeables) ssi IP(A/B) = IP(A),
et ssi IP(B/A) = IP(B).

Exercice n® 1.3.2  Un urne contient des jetons numérotés, rouges ou noirs. Lors du tirage
d’un jeton la probabilité d’en tirer un rouge est 3/5; d’en tirer un de numéro impair est
2/3; d’en tirer un rouge et pair est p. Que vaut la probabilité d’en tirer un noir impair ?
Pour quelles valeurs de p les événements “noir” et “impair” sont-ils indépendants ?

Définition 5  Fizons un espace de probabilité (0, T, IP). Des événements Ay, .., A, sont
dits indépendants lorsque IP(A; N A, N..NA;) = IP(A;)IP(A;,)..IP(A;,) pour tous 1 <
11 < .. <1 <n. Les événements d’une suite sont dits indépendants lorsque toute sous-
suite finie est constituée d’événements indépendants.

Proposition 5  Les événements Ay, .., A, sont indépendants ssi IP(AT*NAFZN..NAS) =
IP(AT)IP(A3?)..IP(AZr) pour tout choiz de ey, ...e,, avec A7 = A; ou A} = AS.

Exercice n° 1.3.3  On jette un dé normal n (> 3) fois de suite. Montrer que les événe-
ments {les lancers j et k donnent le méme résultat} sont deux a deux indépendants, mais
non indépendants.

Exercice n° 1.3.4  Sur Q := {a,b,c,d} on définit P par: IP({a}) = «, IP({b}) =3,

P({c}) = v, P({d}) = 6. Trouver les valeurs de «, 3, v, ¢ telles que les événements
A:={b,c}, B:={c,a}, C :={a,b} soient 2 & 2 indépendants mais non indépendants.

Exercice n° 1.3.5  Pour ridiculiser un astrologue (ou un “voyant”, ou n’importe quelle
autre sorte de charlatan), on le défie de prédire le résultat de 11 lancers successifs d'une
piece de monnaie usuelle. Quelle est la probabilité (en fonction de n € {0, 1,..,5}) qu'il se
trompe au plus n fois 7

2 Lemmes de Borel-Cantelli

Ces fameux lemmes, quoique simples, illustrent bien I'hypothese d’additivité dénombrable
faite sur les probabilités. Ils sont tres utiles.



Pour toute suite d’ensembles {4, |n € IN}, limsup, A, := N, Upnsny Ay est Pensemble
des éléments qui appartiennent & une infinité d’ensembles A,. (De méme, liminf, A, :=
Upn Ngm>ny Am est Uensemble des éléments qui appartiennent a tous les ensembles A, sauf
au plus un nombre fini.)

Proposition 6 (lemmes de Borel-Cantelli)  Soit {A,|n € IN} une suite d’événements.

1) Si 3, P(A,) <oo , alors IP(limsup, A,)=0.
2) Si ¥, IP(A,) =00 etsiles A, sont indépendants, alors IP(limsup, 4,) =1.

Preuve 1) IP(Ny Upmzny Am) < Xgmsny P(Am) — 0.
2) 1- P(mn U{mZn} Am) = P(Un m{mZn} Afn) = lim Tn P(ﬂ{mZn}Afn)

Exemples 1) Un singe tapant sur un clavier au hasard et indéfiniment tapera presque
stirement & un certain moment les ceuvres completes de Victor Hugo sans erreur (et méme
une infinité de fois). Evidemment, ce resultat ne fournit aucun majorant du temps qu’il
faudra attendre pour voir ceci se réaliser une premiere fois !

2) Si l'univers est infini, il y a une infinité de planétes habitées par des étres vivant.

Exercice n° 2.1  Montrer que si une suite de v.a. {Y, |n € IN} est telle que 3, ||V, |3
converge, alors cette suite converge presque strement vers 0.

Exercice n° 2.2 a) Montrer que si Y est une v.a.r. > 0, alors E(Y)? < E(Y?)xP(Y > 0).

b) Déduire que si {A;,..,A,} sont des événements non tous négligeables, alors

P( (lej) > (ipmj))? /[ilzp(,qj) 2 % P4

1<i<j<n

c¢) Déduire que pour le deuxieme lemme de Borel-Cantelli il suffit de supposer
I'indépendance des événements 2 a 2 (en plus de la divergence de la série).

d) Montrer que s'il existe un ¢ > 0 tel que P(A;NA;) < cIP(A;)IP(A;) pour tous i # j
et si >; IP(A;) = oo, alors IP(limsup; A;) > 0.

e) Considérons un jeu illimité de pile ou face, avec p:= IP(“pile”) €10, 1].

Notons X la variable de Bernoulli valant 1 ssi le j-ieme lancer donne pile, et posons

Af ={X; = .. = Xj4x—1 = 1} , pour j,k € IN*. Montrer que P( Nk UjA;?) =1.
Interpréter.

3 Variables aléatoires et leur lois

Définition 6  Une wvariable aléatoire (“v.a.”) est une fonction V définie sur un espace
de probabilité (0, T, IP) et a valeurs dans IR?, telle que {V € E} = V=Y E) € T, pour tout
E pavé ou ouvert (ou fermé ou borélien) de IR?. Sa loi est la probabilité IPy := IP o V!

8



sur IR, définie par: IPy(E) = IP(V-Y(E)) = IP(V € E). Lorsque d = 1, on parle de

variable aléatoire réelle, “v.a.r.”.

On vérifie immédiatement que la loi d’une variable aléatoire est bien une probabilité
(sur V() C RY, ou directement sur IR?, la tribu étant celle des “boréliens”, engendrée
par les pavés ou par les ouverts de IR?). Notons que dans le cas ol 2 est discret (fini ou
dénombrable), dans la définition ci-dessus la condition de mesurabilité sur V' est vide.

On vérifie les propriétés suivantes, qui autorisent toutes les opérations usuelles sur les
variables aléatoires.

Proposition 7 Une fonction de Q dans IR est une v.a. ssi ses coordonnées (dans
n’importe quelle base de IR?) sont des v.a.r.. Une combinaison linéaire de v.a. est encore
une v.a.. Un produit de v.a.r. est une v.a.r.. La composée d’une v.a. par une fonction
continue de R* dans IR” est encore une v.a..

Exemples: La somme et le produit des chiffres indiqués par 2 dés; les durées de vie
de particules fissiles ; le nombre de fois qu’une suite de N lancers d’une piece de monnaie
donne pile ; les temps qu’il faut attendre pour tirer dans une urne, lors de tirages successifs,
une boule rouge, une boule verte,... Etc...

La notion d’espérance est au coeur de la théorie des probabilités. Il s’agit en fait
simplement d’une intégrale, qui est aussi une moyenne.

Définition 7  L’espérance d’une variable aléatoire V' définie sur un espace de probabilité
(Q,T,IP) est son intégrale par rapport a la mesure IP :

E(V) = /QVdP.

Elle eziste lorsque (la norme de) V' est intégrable, c’est-a-dire lorsque IE(||V]]) < oo

Corollaire 1 Soient V une v.a. et f une fonction continue de IR dans R* . Alors

E(foV):/QfonP:/lefd]Pv.

Lorsque la loi de V' est discréte, c’est-a-dire lorsque presque sirement V ne prend qu’un
ensemble fini ou dénombrable de valeurs, alors on a

E(foV)=YvP(V =v),

cette série convergeant des que V' est intégrable (ce qui a lieu par exemple dés qu’elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs).



N N
Proposition 8  L’espérance est linéaire: IE(Y. \;V;) = > N\ IE(V}), pour toutes v.a.
= =1

intégrables Vi, ..,V et tous réels \i,..,\y . FEn particulier, ’espérance d’une v.a. vecto-
rielle intégrable, dans n’importe quelle base, a pour coordonnées les espérances des coor-
données.

Exercice n® 3.1  On tire au hasard et sans remise toutes les boules d’une urne remplie de
r boules rouges et n boules noires.

1) Montrer que que la probabilité de tirer une boule rouge au k-ieme tirage ne dépend pas
de k. (Il y a au moins 2 solutions bien différentes)

2) Quelle est l'espérance du rang de la k-ieme boule rouge ? (On pourra considérer le
vecteur (X1, Xo— X1, .., X, — X,_1,r+n+1—X,), X; désignant le rang de la j-ieme boule
rouge).

Exercice n® 3.2  Une urne U contient initialement 2 boules blanches, et une urne U’ 2
boules noires. A chaque instant, on tire au hasard une boule par urne, et on les interchange.

Notons X}, le nombre de boules blanches dans U au k-ieme instant, et V), le vecteur-colonne
donnant la loi de Xj,.

a) Quelle est la relation entre Vi1 et Vi 7

b) Calculer limg ooy IP(X) =2) .

Soient T le premier instant out U contient deux boules noires, py := IP(T > k, X} = 1),
et qr ‘— P(T Z ]{Z,Xk = 2)

c¢) Exprimer (pgi1, qer1) en fonction de (pg, gx), puis pry1 en fonction de (py, pr_1).

d) Déduire la valeur de py, puis la loi de . Que vaut IP(T = o) ?

Exercice n® 3.3  Un marchand de journaux a X clients par jour, X étant une v.a. entiere
intégrable, de loi supposée connue. Il gagne a par journal vendu, perd b par journal invendu,
et perd ¢ par client insatisfait. Quel est le nombre n de journaux qu’il doit commander par
jour pour optimiser son gain moyen ?

Exercice n° 3.4  Montrer que pour toute v.ar. Z >0, ona I[F(Z)= / P(Z > s)ds.
0

Particulariser au cas ou Z prend ses valeurs dans IV.

Exercice n° 3.5 Au cours d’'un jeu illimité de pile ou face avec IP(pile)= p, on note Xy le
rang de la k-ieme apparition de “pile”. Calculer la loi de X}, son espérance et sa variance.
Pour n € IN*, calculer P((Elk e IN*) Xy, = n) :

Définition 8  Une variable aléatoire V' (définie sur un espace de probabilité (2,7, IP)
et a valeurs dans IR?) admet la densité h lorsque sa loi est donnée par

FE(foV):= / ) f()h(v)dv, pour toute fonction continue bornée f : IR* — IR.
R
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Notons que la densité h est nécessairement une fonction mesurable de R? dans IR, ,
d’intégrale égale a 1.

Attention, la plupart des variables aléatoires ne sont ni discretes ni a densité ! Il suffit
de songer & un v.a. V valant une v.a. discrete X avec probabilité 1/2 et une v.a. a densité
Y avec probabilité 1/2: Py = (IPx + [Py)/2. Imaginer par exemple un tir sur cible, avec
probabilité 1/2 de rater la cible, auquel cas la v.a. prend la valeur disons —1, et probabilité
1/2 d’atteindre la cible, auquel cas la v.a. prend ses valeurs dans le disque formé par la
cible, avec par exemple la loi uniforme.

Cela dit, les lois usuelles, celles qu’on rencontre le plus souvent, sont discréte ou a
densité (on dit aussi: absolument continues).

Définition 9  Une v.a. V (définie sur un espace de probabilité (Q,7,IP)) est dite
de _carré intégrable ou dans L* lorsque IE(||V]|?) < oo. Elle est alors nécessairement
intégrable.

La variance d’une v.a.r. V de carré intégrable est :
Var(V) == E[|V — E(V)]?] = E(V?) - E(V)?.
La covariance de deuz v.a.r. V,V' de carré intégrable est :
Cov(V,V') := E|(V — E(V) x (V' = E(V')| = E(VV') = E(V)E(V").

La matrice de covariance (ou de dispersion) dune v.a. V = (Vi,..,Vy) € IR? de carré
intégrable est :

Ky = B[V = BV) x'(V = BV)] = E(V'V) = EV)E(V) = (Con(Vi, 1))

1<i,j<d

Corollaire 2 La covariance est bilinéaire, symétrique, positive, et Var(V') est nulle ssi
V est p.s. constante. En outre Var(A\V + V') = XVar(V) +2XCov(V,V') + Var(V").

Proposition 9 (Inégalité de Schwarz)  La covariance est majorée par le produit des
écart-types:  |Cov(V,V")| < o(V)a(V'), ou Uécart-type de la v.a.r. V est o(V) :=
Cov(V, V")
o(V)e(V')
(défini pour Vet V' v.a.r. de carré intégrable et non p.s. constantes) appartient a [—1,1].

Il vaut £1 ssi V. =aV' +b (p.s. pour a,b réels fizes).

Var(V). De sorte que le coefficient de corrélation linéaire o(V,V') :=

Exercice n° 3.6 a) Vérifier que Ky = E(VV)—-E(V)E(V)= ((C’ov Vi, Vi) )

1<i,j
b) Vérifier que pour tout w € R? on a Var('uV) = uKyu = 31<; j<qguiu;Cov(Vi, V;
¢) Montrer que Ky est une matrice symétrique positive.
d) Montrer que Ky est inversible ssi il n’existe pas d’hyperplan de IR? contenant p.s. V.

i <d
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e) Soit M une matrice de M,, 4(IR). Calculer IE(MV') et Kpv. Méme question pour AV,
si A est une application affine de IR? dans IR™.

Exercice n° 3.7 Inégalité de Markov, ou de Bienaymé-Tchebitchev :
Vérifier que P[|V| > v] < E[|V|¥]/v*, pour tous v >0 et k>0.

Exercice n® 3.8 Vous écrivez chaque jour avec probabilité 1 si vous n’avez pas écrit la
veille, et avec probabilité 1/2 sinon. Montrez que vous écrivez ainsi en moyenne 243 lettres
par an. (Considérer pour chaque jour la variable indicatrice de 1’événement “écrire”.)

Proposition 10 (Inégalité de Jensen)  Pour toute v.a.r. intégrable V et toute fonction
convexe ¢ de IR dans IR, telle que ¢ oV soit positive ou intégrable, on a

ElyoV]=y(E[V]).

Exemples: ona |vq+ ..+ x,[P < n?7 1 (|z1|P + .. + |z,[P) pour tous n € IN*, p € [1, 0],
et x1,..,2, € R; et (E[VIP)Y? > (E[|V]1])Y? si p>q>0.

4 Lois usuelles

4.1 Lois usuelles discreétes

Définition 10  La loi uniforme sur un espace de probabilité fini est celle qui attribue la
meéme valeur a tous les singletons.

Corollaire 3 Si IP est uniforme sur Q) fini, alors IP(A) = Card(A)/Card(2) pour toute
partie A de 2.

Exercice n® 4.1.1 Calculer I'espérance et la variance d’une v.a. uniforme sur un intervalle

de Z.

Définition 11  La loi de Bernoulli de paramétre p, notée B(p), est sur l’espace {0,1}
la loi (de probabilité) qui attribue la valeur p au singleton {1}. Ici 0 <p < 1.

Définition 12 La [oi bindmiale de paramétres n et p, notée B(n,p), est sur l’espace
{0,..,n} la loi (de probabilité) qui attribue la valeur C* p*(1—p)"=* au singleton {k}. Ici
neIN* et 0<p<l.

Remarque 1  C’est la loi de la somme de n v.a. indépendantes de méme loi B(p).

12



Exercice n® 4.1.2 Montrer que espérance et la variance d’une v.a. de loi B(n,p) valent
np et np(l — p).

Définition 13  La loi hypergéométrique de parameétre N, n,p, notée H(N,n,p), est sur
ck onk
P

N(1-p)

Cx

Uespace {0, ..,n} la loi (de probabilité) qui attribue la valeur au singleton {k}.

Ict NyNpone N, n< N, et 0<p<1.

Remarque 2  C’est la loi du nombre d’éléments présentant un caractere donné K dans
un échantillon de taille n, prélevé au hasard (uniformément parmi les parties de cardinal
n) dans un ensemble de cardinal N, dont une proportion p présente le caractére K.

Exercice n° 4.1.3 a) Montrer que l'espérance d’une v.a. de loi H(N,n,p) vaut np.

b) Calculer sa variance. c¢) Vérifier que A}im H(N,n,p)(k) = B(n,p)(k), pour n,p, k fixés.

Définition 14  La loi géométrique de paramétre p, notée G(p), est sur l'espace IN* la
loi (de probabilité) qui attribue la valeur (1 —p)"'p au singleton {n}. Ici 0 <p < 1.

Remarque 3  C’est la loi du nombre NV de tentatives nécessaires pour obtenir un résultat
positif (succes), lors d’une suite de tentatives identiques et indépendantes, p étant la prob-
abilité de succes a chaque tentative. On a IP(N >n) = (1 —p)™ pour tout n € IN.

Exercice n° 4.1.4 a) Les lois géométriques vérifient la propriété de non-vieillissement :
P(N >n+m/N >m)=IP(N > n) pour tous n,m € IN.

b) Y a-t-il d’autres lois sur IN* qui vérifient cette propriété ?

Exercice n® 4.1.5 Montrer que l'esp. et la variance d’une v.a. de loi G(p) valent % et 1]3;21’.

Définition 15  La loi de Poisson de paramétre A, notée P(N), est sur l’espace IN la loi

A
probabilite) qui attribue la valeur e~ — au singleton {ny. Ict A > 0.
babilité) qui attribue la val r ingl Ici X >0
n!

Exercice n° 4.1.6  a) Montrer que l'esp. et la variance d’'une v.a. de loi P(\) valent A.
b) Vérifier que lim/\ B(n,p)(k) = P(N)(k), pour A >0 fixéet n — oco.
np—

Exercice n® 4.1.7  Quelle est la valeur la plus probable pour une variable aléatoire pois-
sonnienne de parametre A\ 7

Exercice n® 4.1.8  Un trousseau de n clefs contient une seule clef ouvrant une serrure
donnée. On les essaie I'une apres 'autre au hasard. Calculer la loi, I'espérance et la
variance du du nombre d’essais nécessaires. Méme question si on réessaie a chaque fois une
clef au hasard sans avoir écarté la précédente.
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4.2 Lois usuelles a densité

Définition 16  La loi uniforme sur un ouvert (ou un fermé) O de IR?, notée U(O), est
la loi admettant une densité constante (par rapport a la mesure de Lebesque) sur O.

Exercice n® 4.2.1 Calculer I'esp. et la variance d’une v.a. uniforme sur un intervalle de IR.

Définition 17  La loi exponentielle de paramétre X, notée E(N), est la loi admettant
sur IRy la densité t — Xe . Ici A > 0.

Exercice n° 4.2.2  a) Les lois exponentielles vérifient la propriété de non-vieillissement :
silaloi de Y est £(A), alors IP(Y >s+1t/Y >s)=1IP(Y >t) pour tous s,t > 0.

b) Y a-t-il d’autres lois a densité sur IR, qui vérifient cette propriété ?

¢) En déduire la loi de la durée de vie d’un atome fissile, en fonction de sa demi-vie.

1
N

Exercice n° 4.2.3 Montrer que I'espérance et ’écart-type d’une v.a. de loi £()) valent

Définition 18  Une variable aléatoire réelle est dite gaussienne centrée réduite ou
normale centrée réduite ou gaussienne standard lorsqu’elle admet (sur IR) la densité :

t — exp(—t?/2)/v/2m. Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne ou normale
lorsqu’il existe m € IR et o > 0 tels que (X —m)/o soit normale centrée réduite. On dit
alors que la loi de X est N'(m,o?).

Exercice n° 4.2.4  a) Vérifier que m = [F(X) et 0* = Var(X), et que X € NycooLP.

2 o—2?/2

a2
b) Vérifier que ‘(‘AQTM < [Xe 2 < % sur [A, oo[, pour tout A > 0. Donner un

équivalent de IP(X > x) quand z — +o0.
c¢) Montrer que la densité de X est t —— exp(—(t —m)?/20?%) /o2 .

Exercice n® 4.2.5  Pour étre en cours a 8h, un étudiant en voiture a le choix entre un
trajet sur petite route, dont la durée (en minutes) X suit la loi normale de moyenne 35,2
et de variance 25, et un trajet sur autoroute, dont la durée Y suit la loi normale de moyenne
40 et de variance 4. Il désire arriver a I’heure. Quel trajet doit-il préférer s’il part a 7h15
? Et ¢'il part a 7h30 7

Définition 19  Une variable aléatoire V a valeurs dans IR? est dite gaussienne ou
normale lorsque w-V = WV est une v.a.r. normale ou p.s. constante pour tout v € IR?.

On note N'(m, K) la loi d’un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance
K.  Une probabilité (resp. une densité) est dite gaussienne lorsqu’elle est la loi (resp. la
densité) d’un vecteur gaussien.
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Exercice n° 4.2.6  a) Vérifier que si V est un vecteur gaussien de IR? et si A est une
application affine de IR? dans IR", alors AV est un vecteur gaussien.

b) Montrer que si V' est un vecteur gaussien, alors ses coordonnées dans n’importe quelle
base sont gaussiennes (ou p.s. constantes).

Proposition 11  Soit K une matrice réelle symétrique positive, de format d x d et de
rang r, et soit M une matrice réelle de format d x r telle que K = M x*M. Soit m € IR?.
Soit V' un vecteur de IR" formé de coordonnées gaussiennes standard indépendantes. Alors
m+ MV est un vecteur gaussien de loi N'(m, K).

Corollaire 4  Si la matrice de covariance d’un vecteur gaussien d-dimensionnel de loi
N (m, K) est inversible, alors ce vecteur admet la densité sur IR :

v — (21)" Y2 (det K)™1/? exp ( — 3 v—m)K (v — m)) :

Preuve Soit V un vecteur de IR? formé de coordonnées gaussiennes standard indépendantes.
Soit M une matrice réelle de format d x d telle que K = M x*M. Alors M est inversible,
et nous avons pour toute fonction-test f, par changement de variable:

E(f(m+MV)) = /le f(m+Mzx) ﬁ(27r)1/2 %20y = /Bd f(m+Mz) (zﬂ)*d/Qeftmz/de

7=1
=/ f(U) (27T>_d/2 e—t(Mfl(v—m))x(Mfl(v—m))/Q |d€t (M_1)| dv
R
=/ f() (2m) Y2 (det K)™Y/? exp ( — My —m)K (v — m)) dv . o
R

2

Exercice n® 4.2.7: Simulation Soit F' une fonction de répartition sur IR. Pour tout p €
0,1], posons G(p) :=inf{z € IR| F(z) > p}. (NotaBene: inf R = —c0 et inf() = +00.)

a) Justifier 'existence dans IR de G(p) si p €]0,1[. b) Montrer que (Vx € R) G(F(z)) < z.
c¢) Montrer que si G(p) € IR, alors F(G(p)) > p. d) Montrer que G(p) <z < F(z) > p.

e) Montrer que si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], alors GoU admet
F pour fonction de répartition. Nota Bene: Ceci est utilisé pour simuler des variables
aléatoires.

f) Que vaut G lorsque F est bijective de IR sur ]0,1[ ? Comment simuler la loi £(A) ?
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4.3 Quelques lois de la mécanique statistique

La mécanique statistique classique s’appuie sur le modele statistique de Maxwell, dans
lequel les N particules considérées sont réparties parmi n états, dont n; ont un niveau
d’énergie e;, de sorte que n = n; +..+n4. Soit N; le nombre de particules ayant le niveau
d’énergie e;, de sorte que N = N; + ..+ N;.  Quelle est la loi du vecteur (Ny, .., Ng) 7

La réponse est la loi multinémiale (généralisant la loi binoémiale) :

k1 ka
N! nyt X .. X ng

= X
k1!>< ..Xk’d! nv ’

pour tout (ky,..,ky) € IN? tel que ki + ..+ kg = N. En effet, le coefficient multinomial
,ﬂ,%’xkd, (c’est un coefficient binomial lorsque d = 2) est le nombre de partitions de
I’ensemble des N particules en d classes de cardinaux respectifs ki, .., kg ; et d’autre part
k% . x n(’;d est le nombre de facons de répartir k; particule d’énergie e; parmi n, états,..,
k4 particule d’énergie e, parmi ng états ; tandis que n'¥ est le nombre total de répartitions

des N particules parmi les n états.

P((Ny, .., Ng) = (ky, ., ka))

Notons que cela montre du méme coup la généralisation de la formule du binéme:

N!
> k" 2R = (g 4+ 4 29)Y, pour tous z,..,zg € C,
{(kl’"’kd)ewd|k?1+-.+k‘d:N} 1: .. Rq:
et en particulier : > NN o tous . d € IV

ki!.. k4!
{(k1,rka) €N [ Byt tkg=N} " 74

Ce modele de Maxwell n’est en fait pas vraiment réaliste, du fait qu’il suppose les
particules distinguables, ce qui n’est pas le cas en mécanique quantique. Supposant les
particules indistinguables, on a le choix entre deux options: on peut les répartir entre
les différents états soit avec répétitions, soit sans répétition. L’option avec répétitions est
la statistique de Bose-Einstein, relative aux particules de spin entier (photons, mésons,..),
et 'option sans répétition est la statistique de Fermi-Dirac, relative aux particules de spin
demi-entier (électrons, neutrons, protons,..), qui obéissent au principe d’exclusion de Pauli.

Pour la statistique de Fermi-Dirac, la loi généralise la loi hypergéométrique :

CkLx .. x Cha
P((Ny, .., Ng) = (ky, .y ha) ) = =" 4

CN ’
pour tout (ki,..,kq) € IN? tel que ki + .. + kg = N. En effet, il faut simplement répartir
ky particules parmi n, états d’énergie ey, ..., kg particules parmi ny états d’énergie ey,

cependant qu’il y a en tout N particules a répartir parmi n états d’énergie ; avec a chaque
fois une seule particule au plus par état, ce qui revient exactement a choisir le sous-ensemble
des états occupés parmi les états disponibles, d’otui les coefficients binomiaux.

Pour la statistique de Bose-Einstein, la loi est

C’f} -~ x..xCﬁd B
IP((NL--,Nd) = (k‘l,..,kd)) — ikl dtka—1

N 3
C171—&-N—1
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pour tout (ki,..,k;) € IN? tel que ky + ..+ kg = N. Le décompte est en effet le méme
que pour la statistique de Fermi-Dirac, les combinaisons devant étre remplacées par des
combinaisons avec répétitions. Or C, \_, est le nombre des combinaisons avec répétitions
de N particules placées dans n états; ce qui se voit en juxtaposant sur un segment les N
particules, et en considérant la bijection qui a chaque ensemble de (n —1) signes délimitant
n sous-segments (figurant les états) associe la combinaison avec répétitions ainsi constituée.

Remarquons une structure de produit commune a ces trois “statistiques” : elles sont

d
toutes trois de la forme ]P((Nl, o Ng) = (kq, ..y kd)) = c(N,n) T Xnj, k;).
j=1

Exercice n® 4.3.1:  Montrer que lorsque le nombre n des états tend vers 'infini de fagon
que les proportions ny/n,..,ng/n convergent vers pi, .., pq, alors les statistiques de Fermi-

Dirac et de Bose-Einstein convergent vers la loi multinémiale (analogue a la statistique de
Maxwell).

5 Variables aléatoires indépendantes

Définition 20  Fizons un espace de probabilité (U, T, IP). Des v.a. (définies sur (2,7T))
Vi, .., Vi, .. sont dites indépendantes lorsque pour tous By, .., B,, .., les événements

{Vi € By}, ...,{V,, € B}, .. sont indépendants (revoir la définition 5, section 1.3).

Proposition 12  Les v.a. Vi,..,V,,.. sont indépendantes ssi

E(fioVix . x fooVy)=E(fioVi) x . x E(fyoV,)

pour tous n € IN* et toutes fonctions mesurables positives fi, .., fn .
Cela se dit aussi sous la forme: la loi de (V1,..,Vy,..) est le produit des lois des V,.

En particulier, lorsque les v.a.r. indépendantes V,, admettent des densités h,, sur IR, alors
la v.a. (Vi,..,Va) admet la densité hy @ .. @ hy sur IR,

Remarque 4 1) Les événements Ay, .., A,,.. sont indépendants ssiles v.a. 14,,..,14,,..
sont indépendantes (revoir la proposition 5, section 1.3).

2) Sides v.arx. Vi,..,V,, .. sont indépendantes, alors leurs covariances sont nulles. Mais
la réciproque est fausse.

3) Lesv.a. discretes Vi, .., V,,, .. sont indépendantes ssi pour tous vy, .., Uy, .. les événements
{Vi =wun},...,{V,, = v,},.. sont indépendants.

Exemples: les résultats de différents dés, de lancers successifs d’une piece, de tirages
successifs (roulette,..), les durées de vie de différents atomes fissiles (en I’absence de toute
réaction en chaine), etc...
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Exercice n° 5.1 a) Soient Uy, Us,, Us trois v.a. indépendantes, uniformes sur [0, 1]. Mon-
trer qu’elles sont p.s. 2 a 2 distinctes. On les réordonne en V; < V5 < V3. Montrer que
(V1, V2, V5) admet la densité 6 X 1{ocy, <uo<vs<1} > €t en déduire les densités de Vi, V5, Vs .

b) Soient Uy, ..,U, des v.a. indépendantes, uniformes sur [0, 1], et J,, := min{Uy, .., U, },
M, := max{U,..,U,}. Calculer P(z < J,, M, < y), et en déduire la loi (conjointe) de
(Jn, My). ¢) Que vaut lim P, <x<y<M,)?

Exercice n® 5.2  Soient Y7,..,Y,, des v.a. indépendantes, exponentielles. Quelle est la loi
de min{Yy,.,Y,} 7

Exercice n® 5.3  Soient Xj,.., X, n v.a. indépendantes, X; étant poissonnienne de
parametre ;.  a) Quelle est la loi de X + X5, puisde X3 +..+ X, ?

b) Calculer la loi, 'espérance et la variance de X; sachant X7 + .. + X,.

c) Soient Y;, j € IN, des v.a. indépendantes a valeurs dans {1,..,n}, de méme loi donnée
par IP(Y; = k) = a;, pour 1 <k <n. Soient N une variable de Poisson de parametre

N

A, indépendante des Yj, et Nj := 3 lyy,—r;. Montrer que les variables Ny, .., IV}, sont
j=1

poissonniennes indépendantes.

Exercice n® 5.4  Soient X, X5 deux v.a.r. indépendantes de lois exponentielles de para-
metres A\, Ag.  a) Calculer les lois de J := min{ Xy, X5}, M := max{X;, Xy} .

b) Supposant que A\; = Ay, montrer que J et M — J sont des variables indépendantes.

Exercice n® 5.5  Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes, de densité respec-
tivement f, g, avec n € IN*, f(z)= 1{90}% 2" e et g(y) = Lysophe MY

Calculer la densité de X +Y, E(X +Y),et Var(X +Y).

Exercice n® 5.6  Calculer la densité du carré d'une v.a.r. normale standard, puis de la
somme de 2 tels carrés, puis du quotient de deux v.a.r. normales standards indépendantes.

Exercice n® 5.7  Soient X et Y 2 v.a.r. indépendantes, admettant toutes 2 la densité
t—t21po(t). Onpose U:=XY et V:=X/Y.

a) Calculer les lois de (U, V'), de U, et de V. U et V sont-elles indépendantes ?
b) Calculer FE(U-Y2V1).

Exercice n® 5.8  Trois clients A, B, C' arrivent au méme temps 0 a la poste, ou 2 guichets
sont ouverts, qu'occupent A et B tout de suite. C' remplace le premier des 2 qui a terminé.
On admet que les temps de service X, Y, Z requis par ces 3 clients sont des v.a.r.i.i.d. de
méme loi E(N).

a) Quelle est la loi du temps d’attente 7" de C'?  b) Calculer la probabilité que C
termine (et parte) le dernier.  ¢) Calculer la loi du temps du dernier départ.

Exercice n® 5.9 Quand la somme de 2 variables aléatoires binomiales indépendantes est-
elle binomiale ?

18



Exercice n° 5.10  Au cours d’un jeu illimité de pile ou face avec IP(pile)= p, on note
Xy le rang de la k-ieme apparition de “pile”. Calculer la loi de X}, son espérance et sa
variance. Pour n € IN*, calculer P((EI ke IN*) Xy = n) :

Exercice n® 5.11  On effectue n tirages indépendants avec remise dans une urne contenant
une proportion p; de boules marquées j, pour 1 < j <r, r > 1 étant fixé. On note NN; le
nombre de boules marquées j qu’on tire ainsi. Préciser la loi du vecteur N := (Ny, .., N,),
et calculer 'espérance et la variance de N;, la covariance de N; et IV, et le nombre moyen
de j tels que N; = 0.

6 Transformées de Laplace et de Fourier

Définition 21 Soient Vi,..,V,, desv.a. (définies sur un espace de probabilité (0, T, IP))
a valeurs dans IRy . La transformée de Laplace de la variable Vy est la fonction de IR, dans
[0, 1[ définie par: X\ — IE(e *"1). La transformée de Laplace de la variable (Vi,..,V,) est
la fonction de (IRy)™ dans [0, 1] définie par: (A1, .., \p) — E(e 21 V17" AnVa),

Remarque 5 Dans le cas d'une v.a. positive discrete V;, on écrit la transformée de
Laplace sous une forme légerement différente. C’est (modulo un changement de variable
trivial) ce qu'on nomme la fonction génératrice, définie sur ]0,1] par: s+— E(s").

Définition 22 Soient Vi,..,V,, des v.a.r. (sur un espace de probabilité (0, T,IP)). La
transformée de Fourier de la variable Vy est la fonction de IR dans (le disque unité de) C
définie par: t — IE(eV=1 ). La transformée de Fourier de la variable (Vi,..,V,) est la
fonction de IR™ dans (le disque unité de) C définie par: (t1,..,t,) — IE(eV~T (1 VitattnVa)y,

Théoreme 1  Les transformées de Laplace et de Fourier sont injectives: la loi d’un
vecteur aléatoire (Vy,..,V,) est déterminée par sa transformée de Fourier (et aussi par sa
transformée de Laplace s’il est a coordonnées positives).

Remarque 6  Noter que la transformée de Fourier (ou de Laplace) d'une v.a. est en
fait celle de sa loi, et que l'injectivité du théoreme 1 ne vaut que pour les lois, et non pour
les variables elles-mémes. Ainsi deux v.a. ayant la méme loi ont la méme transformée
de Fourier, sans pour autant devoir étre égales. Il suffit de considérer par exemple une
variable normale centrée et la variable opposée.

Corollaire 5  Des v.a. Vi,..,V, sont indépendantes ssi la transformée de Fourier du
vecteur aléatoire (Vi,..,V,) est le produit (tensoriel) des transformées de Fourier des V; :

(VT Wittt Vi)y — (V=T V) (E(eYT V) YV € RM L t, € R™

Méme énoncé avac la transformation de Laplace si les V; sont a coordonnées positives.
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Preuve Dans le sens direct, c’est simplement la proposition 12, avec f;(v;) := eVl 1t
Pour la réciproque, il suffit de considérer des v.a. V/,..,V! indépendantes et telle que
chaque Vj’ ait la méme loi que Vj. Le sens direct montre que le membre de droite de la
formule de I’énoncé est la transformée de Fourier de (V/, .., V./). Donc le théoreme 1 assure
que (V1,..,V,) a la méme loi que (V/,.., V), et donc que Vi,..,V,, sont indépendantes. ¢

Proposition 13  La transformée de Fourier d’une v.a.r. normale N de loi N'(m,o?)

est donnée par
E(G\/jl tN) _ eﬁtm—aztz/Q’ VieR.

Corollaire 6  La transformée de Fourier d’un vecteur gaussien V (a valeurs dans IR,
identifié a une colonne, et de matrice de covariance Ky ) est donnée par

E(eV™" ™) = exp (V=1 'wBE(V) - } 'uKyu), Vue R’

Exercice n° 6.1 a) Déduire le corollaire 6 de la définition 19 et de la proposition 13.

b) Soient N gaussienne standard, et € indépendante de N et uniforme sur +1. Montrer
que eN est gaussiennne standard, mais que le vecteur (N,eN) n’est pas gaussien.

¢) Montrer que toute combinaison linéaire (non triviale) de v.a. normales indépendantes
est normale. Donner un contrexemple simple s’il n’y a pas indépendance.

d) Montrer que si le vecteur aléatoire V' a ses coordonnées gaussiennes et indépendantes,
alors il est gaussien (revenir a la définition 19).

e) Montrer que les coordonnées (dans la base canonique de IR?) d’un vecteur gaussien
sont indépendantes ssi la matrice de covariance est diagonale, et donc ssi elles sont non
corrélées. Vérifier que c’est faux si le vecteur n’est pas gaussien (méme si ses coordonnées
sont gaussiennes).

Exercice n° 6.2  Soit V' un vecteur gaussien d-dimensionnel, et pour 1 < j < k soient M;
une matrice réelle de format d; x d et V; := M;V. Montrer que V; et V; sont indépendants
ssi M;Ky'™M; =0. Généraliser a I'indépendance de Vi, .., Vj .

Exercice n° 6.3  Soit {X;|j € IN*} une suite de v.a.iid. AN(0,1). Soit {a;|j € IN}
une suite de réels tels que ajaj; = 0 pour tout j et tels que 3, a? < 00. Soit Y, =
>oio1 an—j X, pour tout n € IN*.

a) Etudier la convergence en loi de la suite Y. b) Les v.a. Y, et Y, sont-elles
indépendantes ? ¢) Etudier la convergence dans L? de la suite Y,,.

Exercice n° 6.4  Soit V' := (14, ..V;) un vecteur gaussien (d + 1)-dimensionnel, dont les
coordonnées sont N'(0, 1) et vérifient: Cov(Vy, V;) = p pour 1 < j <d et Cov(V;, V;) = p?
pour 1 < i j <d, pétant un paramétre.  Posons W; := (1 — p?)~Y23(V; — pV;) pour
1 <j<d. Déterminer successivement les lois de: (Vo, Wy,..,Wy); S = ?:1 Vi S/Vo.
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Exercice n° 6.5 a) Calculer les fonctions génératrices des lois usuelles: B(n,p), G(p), P(N).

b) Calculer les transformées de Fourier des lois usuelles: U([m,n]), B(n,p), G(p), P(N),
U([a, b)), EN).

c) Retrouver a partir de 1a les valeurs des espérances et variances de ces différentes lois.

Exercice n° 6.6 Etude de la transmission du nom “Chenin”, porté a la génération 0 par
un unique homme (= humain maéle). Notons Z,, le nombre d’hommes s’appelant “Chenin”
a la génération n € IV, F la fonction génératrice de Z; (F(s) := IF(s?')), px la probabilité
(supposée fixe) qu'un homme ait k enfants males, et posons m := Y rreny K pr -
Supposons 'indépendance entre les descendances des différents hommes.

a) Calculer par récurrence la fonction G,,, génératrice de Z,, , en fonction de F.

b) Vérifier que F' est monotone et convexe sur [0, 1].

¢) En déduire en fonction de m le comportement asymptotique de «, := IP(Z, = 0).
Interprétation 7

Exercice n® 6.7 Un joueur va au casino avec une fortune initiale a € IN*. A chaque
partie, il gagne 1 avec probabilité p et perd 1 avec probabilité ¢ = 1 — p. Les parties sont
supposées indépendantes.

1) Fixons un entier b > a, et notons P,(a) la probabilité qu’a le joueur d’atteindre la
fortune b avant d’étre ruiné.

a) Montrer que Py(a) =pPy(a+1)+qB(a—1). b) Déduire la valeur de By(a).

2) Autorisons le joueur a s’endetter, notons 7" le premier instant ou sa fortune vaut a + 1,
puis, pour n € IN, g, := IP(T = n), et enfin g la fonction génératrice de 7.

a) Montrer que g2 = q(919n + .- + gng1).  b) Déduire que  g(s) — ps = qs g*(s).
c) Calculer g, IP(T < o0), et IE(T).

7 Convergences des variables aléatoires

Soient X et X,,, n € IN, des v.a. a valeurs dans IR?, définies sur un méme espace de
probabilité. Notons || X|| := [w +— || X (w)]|] une norme de X dans IR%.

Définition 23  On dit que la suite {X,, n € IN} converge vers X

i) dans LP (ot p € [1,00]) lorsque IE(||X, — X||?) — 0; la convergence dans L' est
aussi appelée convergence en moyenne, et la convergence dans L* convergence en moyenne
quadratique ;

it) presque surement lorsque IP(X, converge vers X)=1;

iii) en probabilité lorsque pour tout € >0 IP(|| X, — X|| > ¢) tend vers 0.

Théoréme 2 1) Convergence monotone:  Si (V,,) est une suite p.s. croissante de
v.a.r. >0, alors lim T E(V,) = ]E(li;ln T Vo).
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2) Convergence dominée (de Lebesque):  Si (X,,) est une suite de v.a. qui converge p.s.
vers une v.a. X, et si elle est dominée par une v.a.r. fize intégrable Y : || X,|| <Y € L,
alors X € L' et X,, converge vers X dans L*.

Exercice n° 7.1 a) Montrer que la convergence presque sure et la convergence dans LP
entrainent (chacune) la convergence en probabilité.

b) Montrer que la convergence dans LP entraine la convergence dans L? si p > g.

¢) Supposons que X,, converge en probabilité vers X et que Y,, converge en probabilité vers
Y. Soient a et b réels. Montrer que aX,, + bY, et X, -Y, convergent en probabilité.

Exercice n° 7.2  Trouver

a) Une suite de v.a.r. qui converge dans L? mais pas dans LP (pour p > ¢ fixés).
b) Une suite de v.a.r. qui converge dans LP mais pas presque surement (pour p < oo fixé).

c¢) Une suite de v.a.r. qui converge presque strement mais dans aucun L”.

Exercice n® 7.3 Soit {X,|n € IN*} une suite de v.a.r. indépendantes, telles que
P(X,=n)=1/n et IP(X,, =0)=1-1/n pour chaque n € IN*. Montrer que cette
suite converge en probabilité, mais ni presque strement ni dans aucun L.

Exercice n° 7.4 a) Montrer qu'une suite de v.a. qui converge en probabilité admet une
sous-suite qui converge presque sirement. (Utiliser le premier lemme de Borel-Cantelli,
proposition 6 section 2.)

b) Montrer qu'une suite convergente en probabilité et dominée par une variable de LP
converge dans LP.

Exercice n° 7.5 a) Montrer que {X,,n € IN} converge en probabilité vers X ssi
E(]|X, — X|| A1) tend vers 0.

b) Vérifier que (X,Y)—— E(||X — Y| A1) est une distance sur L°(Q, 7, IP; IRY) .

Définition 24  On dit que la suite {X,,, n € IN} de variables aléatoires a valeurs dans
IR? converge en loi vers X (a valeurs dans IR?) lorsque la loi de X, converge vaguement
(ou étroitement) vers celle de X . Id est: lorsque IE(f o X,) tend vers IE(f o X), pour
toute fonction f continue a support compact (ou continue bornée) de IR? dans IR .

Proposition 14  La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Exercice n° 7.6 a) Prouver que lorsque X est p.s. constante, les convergences vers X en
probabilité et en loi sont équivalentes.
b) Montrer que ces deux convergences sont généralement non équivalentes.

Exercice n® 7.7 Montrer que si X,, converge en loi vers X et si Y,, converge en probabilité
vers 0, alors X, - Y, converge en probabilité vers 0. (Distinguer entre {|Y,| > A} et
{IYa| < A}).
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Remarque 7 a) Siles lois de X,, et de X ont un méme support dénombrable discret
S (en général S C Z), alors la convergence en loi de X, vers X équivaut :

P(X, =s) tend vers IP(X =3s) pour tout s € S'.
b) Si X, converge en loi vers X et si g est continue, alors g o X,, converge en loi vers
goX.

Proposition 15  La convergence en loi équivaut a la convergence simple des trans-
formées de Fourier.

Proposition 16  La convergence en loi d’une suite de v.a.r. {X,|n € IN*} wvers une
v.a.r. X équivaut a la convergence simple de F,, vers F' en chaque point de continuité de
F; F, désignant la fonction de répartition de X,,, et ' celle de X.

Exemples a) Laloi B(n,p,) converge vers la loi P(\) si np, — A > 0.
b) La loi H(N,n,py) converge vers la loi B(n,p) si N — oo et py — p €]0,1].

c) Soient B une variable de Bernoulli (IP(B = 1) = IP(B = —1) = 1/2), et pour tout
nelN: X,=B=X;, et Xj ,=—B. Alorsles 2 suites X et X’ convergent en loi,
mais pas la suite X + X'.

Exercice n° 7.8  Notons {X,,|n € IN*} une suite de v.a.r. indépendantes gaussiennes

. . X1 +(n—1)Xo+.+Xn
standard.  Etudier la convergence en loi de 251+ n\)/ﬁﬁ tan

Exercice n® 7.9 Soit {X,,|n € IN} une suite de v.a.r. de fonction de répartition com-
mune F, telle que lim (1-F(x)) = xlugloxF(—x) = 0. Posons M, = max{Xy,.,X,},

et m, :=min{Xy,.., X,,} . Montrer que % et "= convergent en probabilité vers 0.

8 Loi des Grands Nombres

Théoréme 3 Soit {X, |n € IN*} wune suite de v.a. indépendantes et de méme loi
intégrable.  Alors =420 converge p.s. vers IE(X).

Remarque 8 La réciproque suivante de la loi des grands nombres est vraie:

Si {X, |n € IN*} est une suite de v.a.r indépendantes et de méme loi telle que la suite
des moyennes de Césaro % converge p.s., alors X, est intégrable.

Preuve Remarquons qualors £z = it +X" —X1+n+f n=1 2=l qoit converger p.s. vers 0.
Donc E(|Xy|) <X, P(|X,| > n) est finie d’ apres le deuxidme lemme de Borel-Cantelli.
o

Remarque 9 1) Le théoreme 3 ci-dessus constitue la loi forte des grands nombres.
On appelle loi faible des grands nombres le résultat (strictement plus faible) qui énonce la
convergence en probabilité des moyennes, au lieu de leur convergence presque siire.
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2) On montre que la convergence dans la loi forte des grands nombres a lieu également
dans L.

Exercice n® 8.1  Prouver la formulation suivante de la loi faible des grands nombres:

Si les v.a.r. X, sont non-corrélées 2 a 2 et ont la méme loi admettant un second moment,
alors leurs moyennes de Césaro convergent dans L* (et donc en probabilité) vers IE(X,).

Exercice n° 8.2 Soit {X,,|n € IN*} une suite de v.a.r.ii.d. telles que
E(X{) =00 > E(X;). Montrer que p.s. XE4Xn — 400 (Utiliser X% := X, A k).

Exercice n° 8.3  a) Soient p € [0, 1] et f une fonction continue de [0, 1] dans IR.  Etudier
la convergence de n —— 7 C* pkF(1 — p)" % f(k/n).

b) Soient A > 0 et g une fonction continue bornée de IR, dans [R.  Etudier la convergence

de nr— e "0 ()‘ki,)kg(k/n) ; puisde n+—— e " ZE;‘:"(}) (’\]Z)k (utiliser le théoreme
suivant ; interpréter en terme de médiane).

9 Théoreme Central Limite

Théoréme 4  Soit {X, |n € IN*} une suite de v.a. a valeurs dans IR?, indépendantes,
et de méme loi admettant un second moment. Alors X1+"+X\%"]E(Xl) converge en
loi, vers la loi gaussienne N (0, Kx,), ot Ky, := F(X1'X;) — E(X1)'E(X,) désigne la

matrice de covariance de X; .

Preuve L’énoncé étant clairement invariant par une translation sur la suite X, il suffit de
considérer le cas ot X est centrée.  Notons ¢(v) := [E(e!*1) la transformée de Fourier
de X, qui est de classe C?, puisque X; est supposée de carré intégrable. La formule de
Taylor-Young a lorigine s’écrit alors: — ¢(v) =1 — 1 'K (Xy)v + o(||Jv]|?).

Par indépendance, la transformée de Fourier de X1+7\/5+X“ est égale & ¢(v/y/n )™, qui vaut

1 — EXivin o(|[v]|/n)
2n

}n, et donc qui converge vers exp [ — 1 'K (X;)v], du fait de la
convergence de (14 %)™ vers e* uniformément sur les compacts de C.

En effet, si |z] < A, nous avons:

e = (143" < Sio (= 5 el + S 57 < Sio (3 — 5) A + S 4
=et—(1+2)n=et - enles(1+3) .

Finalement, nous venons de montrer la convergence simple de la transformée de Fourier de
L\/’;{X" vers celle de NV(0, K, ), ce qui suffit d’apres la proposition 15. ¢

Exercice n° 9.1 (Surlocation) Une agence de voyage dispose de 160 places a louer pour
une destination donnée. Elle sait que les locations sont honorées par ses clients avec une
probabilité fixe p. Elle vend N = 160a > 160 places. Pour quelles valeurs de « la
probabilité de ne pas louer trop de places vaut-elle 0,95, 0,975 7
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Exercice n® 9.2  Le prix S,, d’'une action au jour n est modélisé ainsi: Sy =s > 0 est
fixe, et Sy = (1 +7r+0e,41)S,, ou r >0 est un taux fixe, o €]0,1+ r[ est une
volatilité fixe, et {e,|n € IN} est une suite i.i.d. de loi de Bernoulli B(+1,1/2).

a) Etudier le comportement des suites (logS,)/n et S, .
b) Etudier le comportement de la suite (logS,)/v/n .
¢) Etudier le comportement de la suite [(14 7)? — ¢?](-vV7/2) x Sl/Vrl

Exercice n° 9.3  Notons {X,,Y,,Z,|n € IN*} une famille de v.a.i.i.d. de loi commune
B(£1,1/2). Posons pour tout n € IN :
Rn = ZZ:I chYk ) Sn = ZZ:I Y}cZk ) Tn = ZZ::[ Zk:Xk ) pUiS Vn = (Rna SnuTn) .

a) R,,Sn, T, sont-elles indépendantes 2 & 2 7 indépendantes ?
b) Quelle est la loi de R, ? c¢) Calculer la transformée de Fourier de V, .
d) Etudier la convergence de V,,/n , puisde V,,/\/n .

Exercice n® 9.4 3016 mathématiciens sont invités a un colloque; en moyenne un sur 4
répondra favorablement, et les réponses sont supposées indépendantes les unes des autres.
Combien les organisateurs doivent-ils prévoir de places, afin que la probabilité de ne pas
en manquer soit > 0,99 ?

Exercice n® 9.5  Une compagnie assure 10000 clients sur la vie, qui payent chacun une
prime annuelle de A euros. On estime que chaque client a une probabilité de déces au
cours d'une année égale a 6/1000, indépendamment les uns des autres. La prime de déces
est de B euros.

a) Quelle est la loi du nombre annuel des déces 7 Comment peut-on 'approcher 7

b) Si B = 1000, pour quels A la compagnie a-t-elle une probabilité < 1/100 d’étre en
déficit 7 ¢) Si A = 15, pour quels B la compagnie a-t-elle une probabilité > 0,7 de faire
un bénéfice annuel > 50000 euros ?

Exercice n° 9.6 Soit {X,, |n € IN} une suite de v.a.i.i.d. de loi commune B(p). Posons
Y, =X, X1 et S,:=(Y1+4+..4+Y,)/n, pour tout n € IN.

Calculer la loi et I'espérance de Y, , puis la covariance de Y;, et de Y, , espérance de S2
et enfin montrer que S,, converge en probabilité vers p?.

Exercice n® 9.7  Soit {X,, |n € IN*} une suite de v.a. indépendantes de loi de Poisson

de parametre 1.
_ nidy
a) Montrer que E[(L\ﬁ—f{“*") ] = "(++)e

Xi+.+Xn—n
n

b) Montrer que ) converge en loi vers N, partie négative d’une gaussienne
centrée réduite.

c) Montrer que W est bornée dans L?, puis que E[(W)_} — IE(N™).

d) Retrouver la formule de Stirling.
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10 Exemple des marches aléatoires

Définition 25  Soit {X, |n € IN*} une suite de v.a. & valeurs dans Z°, indépendantes,
et de méme loi . On appelle marche aléatoire (sur Z) le processus {S,|n € IN} a
valeurs dans Z défini par: Sy :=0, et pour tout n € IN* : S, == X; + ..+ X, .

La marche est dite simple lorsque  p({e;}) = p({—e;}) =1/(2d), ot (ey,..,eq) désigne
la base canonique de Z.°.

Définition 26  Soit pour tout n € IN* : F, = o(Xq,..,X,) = 0(S1,..,5,) la tribu
représentant l'information connue au temps n. On note aussi Fo la tribu triviale, et Fo
la tribu engendrée par UgepnyFr -

On appelle temps d’arrét toute v.a. N a valeurs dans IN telle que {N < n} € F, pour
toutn € IN.  On pose alors: Fy:={A€ Fo|(Vne IN) AN{N <n} € F,}.

L’exemple fondamental de temps d’arrét est le temps d’atteinte par le processus d’une
certaine partie F de Z%: min{n € IN|S,, € E} est bien un temps d’arrét.
Un autre exemple, trivial, est fourni par les temps constants.

Exercice n° 10.1  Montrer que N est un temps d’arrét ssi {N = n} € F, pour tout
nelN,que Fy:={AeF|(VYne N) AN{N =n} € F,}, et que Fy est une tribu.

Exercice n® 10.2  Soient N et N’ deux temps d’arrét.
a) Vérifier que min{N, N’} et max{N, N’} sont aussi deux temps d’arrét.

b) Montrer que les événements {N < N'}, {N < N'},{N = N’} appartiennent a
Fin{N,N}, PUis que Fruininny = Fy N Fnr .

Exercice n° 10.3  Soit N un temps d’arrét. Supposons que FE(||X1||) et E(N) sont
finies. a) Montrer que IE(Sy) = IE(X1) x IE(N). (Ecrire Sy = >; X;1in<jye ).

b) Déduire (pour la marche simple, d = 1) que min{n|S,, = 1} et T ne sont pas intégrables.

Lemme 1  Soit N un temps d’arrét. — Conditionnellement & {N < oo},
la suite {Xnin|n € IN*} est indépendante de Fn , et a la méme loi que {X,,|n € IN*}.

Preuve Fixons A € Fy, k€ IN*, et vq,..,v;, € Z*. Nous avons

P(A,N < 00, XN—H =1, ‘-;XN—i-k :Uk) = Z ]P(A,N:n,XnH :Ul,..,Xn+k :Uk)

nelN

k
=Y PA,N=n)P(X,11 =0v1,.., Xnpr =v) = P(A, N < o0) [] ue(v;). ©
j=1

nelN

Remarque 10  Quitte a prendre 'image de 2 par X, on peut toujours se placer sur
I’espace canonique, i.e. considérer que ) = (Zd)W ", F = F., de sorte que X devient
la suite des coordonnées: X,(w) = w,,Vn € IN. I[P demeure la loi de la marche 5,
déduite de (X, u®M7).
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10.1 Temps de retour en 0

Soient Ty :=0, T} =T := min{n € IN*| S, = 0} le premier temps de retour en 0
(qui vaut oo 8’il n’y en a pas), puis pour k € IN*: T := min{n > T, | S,, = 0} le k-ieme
temps de retour en 0.

Exercice n° 10.4 a) Montrer que IP(T}, < oo) = IP(T < oo)*.  (Utiliser le lemme 1).

b) Pour tout v € Z% v # 0, notons T(v) le k-itme temps de passage en v. Montrer que
IP(Ty(v) < 00) = IP(T1(v) < 00) x IP(T < c0)* 1.

Proposition 17  a) Les énoncés suivant sont équivalents :
(i) P(T<oo)=1. (i) P(limsup,{S,=0})=1. (i) >,P(S,=0)=o0c0.
b) Si IP(T < 00) < 1, alors IP(limsup,{S, = v}) =0 pour tout v € Z°.

Preuve a) L’exercice 10.4.b montre que (i) entraine [P(7,, < oo (Vn)) = 1, c’est-a-dire

(77). Le premier lemme de Borel-Cantelli montre que (i) = (i74). Ensuite nous avons

Sonlgs,=0y = Xn LT, <} Presque strement, et donc en intégrant: > IP({S, = 0}) =
nelN

> PH{T, < })=3,P{T < o0c})" =[1 - P({T < o})]"! d’apres I'exercice 10.4.b
nelN
a nouveau, d'ou (ii) = (7).

b) E[Y, lis,=v}) = X0 PH{Th(v) < oo}) = IP(Ti(v) < 00)/IP(T = o00) < oo d’apres
'exercice 10.4.c, et donc IP(limsup,{S, = v}) = P[>, (5,0} =00] =0. ©

Proposition 18  Soient R := {v € Z*|limsup,{S, = v} = Q p.s.} ensemble des
points presque surement infiniment visités par la marche aléatoire, et
E:={weZ'(InecIN)IPS,=nv) >0} Uensemble des points pouvant étre visités par la
marche aléatoire.

Alors soit R est vide, soit ¢’est un sous-groupe de Z% et il est égal & & .

Preuve Soient v € £, et w ¢ v+R. Fixons k € IN tel que IP(Sy =v) >0, et m € IN*
tel que P((Yn>m) S, #w —wv)>0. Alors

P(VMn>m+k)S,#w) > P(Y\n>m+k)S,— Sy #w—v, S, =0)

= P((Yn > m+k) S,—Sk # w—v) IP(Sy =v) = P((Yn > m) S,, # w—v) P(S, =v) > 0.

Donc nous venons de prouver que si w —v ¢ R et v € £, alors w ¢ R. Autrement dit:
ve& et weR impliquent w—v eR.

Remarquons que R C €. Donc prenant v et w dans R, nous voyons que R est bien un
sous-groupe, s’il est non vide. Enfin, dans ce cas toujours, prenant w = 0, nous obtenons
ECR. o
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10.2 Reécurrence des marches aléatoires simples

Dans le cas de la marche simple sur Z¢ (voir la définition 25), il est clair que & = Z%.
Les propositions 17 et 18 nous assurent donc que soit la marche simple repasse indéfiniment
par chaque point de Z?, soit chaque point n’est visité qu'un nombre fini de fois par elle, et
donc elle tend vers l'infini, tout ceci presque stirement. Dans le premier cas, on dit que la
marche est récurrente, et dans le second, qu’elle est transitoire (ou transiente).

Le célebre résultat suivant peut se traduire en langage courant par la phrase: un homme
ivre finira par retrouver sa demeure, alors qu’un oiseau ivre peut se perdre définitivement.

Théoréme 5  La marche aléatoire simple sur Z2 est récurrente pour d =1 ou d = 2,
mais est transitoire pour d > 3.

Preuve La marche est récurrente ssi 0 est récurrent, i.e. ssi la marche repasse presque
sturement indéfiniment par 0, et donc, d’apres la proposition 17, ssi >, IP(S,, = 0) = co.
Remarquons que P(Ss,;7 = 0) = 0 pour tout n. Nous avons donc récurrence ssi
>n P(S, =0) =o00.
Pour d = 1, nous avons aussitot IP(Ss, = 0) = 272"C}, ~ (7n)~Y/2 | puisqu'il faut
autant de pas vers la gauche que vers la droite, et en utilisant la formule de Stirling.
Pour d = 2, distinguant selon le nombre m de déplacements de la marche dans le sens

horizontal, un dénombrement simple donne: IP(Sy, = 0) =472"Y" m!m!(n(_ﬁ))!!(n_m)! ,

dott IP(S, = 0) = 27Cy, 7,y O™ = (272°C3,) " ~ (wn) !

Pour d = 3, le méme genre de considérations donne:

o 2n)! —om n n! 2
P(S=0)=67" 3, [l!m!(n(— l)—m)!P =270, 3 (3 )')

Imlin — 1] —
0<l4+m<n 0<l+m<n lm(n l m)!

n! n!
< 2—2n n -n -n
- 2 0 {3 [l!m!(n—l—m)!]g}oglgnén k l!m!(n—l—m)!)

=272CY  max
ni+nz+nz=n

{3771 n! } 2—2n gn X 37" x n!
= — :
nilnging! min {nllnglng! ‘ ny+ng +n3 =n,|n; —n;| < 1}

puisque si par exemple n; — ng > 2 alors njlnslng! > (ny — 1)!(ne + 1)Ing!; cela impose
ni,ng,n3 > (n—2)/3, d’ott par la formule de Stirling la conclusion pour d = 3:

o n~2 x 37" x (n/e)" \/n a3t xn n-3/2
P8 = 0) = O e G ey (mafeys i) ~ O\ (zzyman) = 007"

Finalement, si d > 3, considérons la projection S/ de la marche S, sur les trois
premiéres coordonnées de Z¢, puis Ty := 0, et pour n € IN*:
T, :=min{m > T, |S], # Sz _,}. Alors T, est p.s. fini, S}, est la marche simple sur
7 , et donc ne passe plus par 0 apres un certain temps aléatoire presque siirement fini N .
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Comme S, est constante entre deux instants 7,y et T,,, nous avons a fortiori S, # 0
(et donc S,, #0) pour n > Ty, d’ou la transience annoncée. <

Exercice n® 10.5 Marche aléatoire simple sur un arbre homogene.

Soit A un arbre: c’est un graphe (non vide) non orienté sans boucle, de sorte que 2
points (ou sommets) quelconques de I'arbre sont reliés par un unique chemin injectif; le
nombre d’arétes que comporte ce chemin définit la distance entre ces deux points; elle fait
de I'arbre un espace métrique. Supposons A homogene: chaque point admet exactement
d voisins (i.e. points situés a distance 1), et connexe.

A quoi A est-il isométrique lorsque d = 1 ou 2 ? Fixons d > 3, et un point O € A. La
marche simple S sur A part de Sy := O, et pour tout n € IN*, la loi de S,, sachant S,,_;
est uniforme sur ’ensemble des d voisins de S,,_;. Notons 9,, la distance entre Sy et S,, .

a) Montrer qu’il existe une suite b de v.a.i.i.d., de loi & déterminer, telle que pour tout
n € IN: Opy1 — 0p = by 15,501 + 1gs5,—0y - (Définir b, sur {6,, = 0} par b;, indépendante
ayant la bonne loi, puis vérifier que b convient en calculant IP(b, = 1|b,_1, .., bo).)

b) Montrer que la marche S est transitoire, et qu’elle admet une vitesse de fuite, limite
presque sure de 6,/n, a déterminer. (Commencer par minorer d,, .)

11 Processus de Poisson

Définition 27  On appelle processus de comptage tout processus (N¢|t € IRy) donné
par  Ny:= Card(EN[0,t]), ot la donnée & est une partie discréte aléatoire de IR .

Le processus de comptage N est dit a accroissements indépendants lorsque pour tout n
dans IN* et tous sy < t; < .. <8, <t, les variables (Ny, — Ng,), .., (N, — Ns,) sont
indépendantes. Cela signifie 'indépendance des nombres de points de € situés dans des
intervalles disjoints deux a deux.

Remarques 1) Un processus de comptage est nécessairement croissant, a valeurs dans

IN , et presque surement continu a droite en tout temps (y compris aléatoire) :
P<1anSn # NS) < P(Nsn — NS > 1) = P(EO]S, Sn] 7& (Z)) \ 0 si Sn \ S P.S..

2 ) Les points de € sont généralement des instants successifs de survenue d’événements
(d’un type donné a priori: arrivées dans une file, passages de bus, désintégrations d’atomes,
etc..), qu'on observe au cours du temps t. Pour tous 0 < s < t, la variable aléatoire
N; — N décompte le nombre de ces événements survenus dans 'intervalle de temps |s, ] .

Définition 28  On appelle processus de Poisson (homogéne) d’intensité \ (quelconque
dans IR’ ) tout processus de comptage N a accroissements indépendants nul en 0 et tel que
pour tous s,t € IR, la loi de (Ngyy — Ns) est P(At), la loi de Poisson de parameétre At .

Fixons dorénavant un processus de Poisson N, de filtration (F;) et d’'intensité A .
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Exercice n® 11.1  a) Un processus de Poisson est a accroissements stationnaires: la loi
de tout vecteur (Nyiyy, — Nats, - Navt, — Nays,) est indépendante de a € IR, .

b) Un processus de Poisson est p.s. fini a tout instant : ]P(ﬂt{Nt < oo}) = 1: les
événements qu’il décompte ne peuvent pas s’accumuler en un instant fini.

c) En temps t petit,ona: IP(N;=1)=M+o(t) et IP(N;>1)= X+ o(t) .
d) On a presque strement : Jim N/t =X =IE(N,/t).

Lemme 2 On a presque sirement Ng, =1 (o0 Sy :=inf{t > 0| N; > 0}).

Corollaire 7 Les points de € s’ordonnent en une suite strictement croissante de vari-
ables aléatoires tendant vers +oo: Sy =0< 85, <..< S, < ... Pourtoutne IN S,
est le n-ieme point de &€ .

Preuve  Définissons par récurrence Sp := 0 et S,4y := inf{t > 0| N; > Ng,}. Le
lemme 2 permet de voir que ce sont des temps p.s. finis, et que IP(Ng,,, — Ng, =1) = 1.
Ceci montre que les points de &£ surviennent bien lors d'une suite strictement croissante,
et que S, est le n-ieme point de £. L’exercice (11.1.b) montre que cette suite tend vers
I'infini presque strement. <

Théoreme 6  Pour tout n € IN*, notons T, := S, — S,_1 lintervalle de temps entre
les (n — 1)-iéme et n-iéme points de E.

La suite (T,,, n € IN*) est i.i.d., de loi commune la loi exponentielle de paramétre X.

Exercice 11.2 a) Montrer que pour tout n € IN* la loi de S, est la loi Gamma de

(E\nsz;; X Ne s

parametres n et A, i.e. la loi de densité sur IR, : s —

b) Pour ¢t > 0et f e L'([0,t]), calculer E(Znew* f(Sn) 1{Sn§t})-

c) Fixons t > 0 et n € IN*. Montrer que conditionnellement par rapport a {N, = n}, le
n!

vecteur (S1,..,5,) admet la densité de Dirichlet: (sq,..,$,) — m Lio<si<.<sn<t} -

d) Montrer que (pour t > 0 et n € IN*) si Uy, ..,U, sont n variables i.i.d. uniformes sur

[0,t], et si (Vi,..,V,) est le vecteur obtenu en ordonnant Uy, .., U, dans le sens croissant,

alors la “statistique d’ordre” (V7,..,V,,) admet aussi la densité de Dirichlet ci-dessus.

e) Déduire que pour 0 < s < ¢, conditionnellement par rapport a {N; = n}, laloi de Nj
est B(n,s/t).

I1 est frappant que la réciproque du théoreme 6 soit exacte, permettant par exemple de
simuler un processus de Poisson.
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Théoreme 7  Soit {T,;n € IN*} wune suite i.i.d. de variables exponentielles de

paramétre X > 0. Soit (pour tout t € IRy) N, := Z Lir4osmo<ty - Alors N est un
nelN*
processus de Poisson d’intensité \ .

Exercice 11.3 a) Soient N et N’ deux processus de Poisson indépendants, de parametres
A et . Montrer que N + N’ définit un processus de Poisson de parametre A + N,

b) Soit {X,|n € IN} une suite i.i.d. indépendante de N. Le processus défini par
Yy =M X, est appelé “processus de Poisson composé”. (Exemple: N peut décrire le
nombre de clients d’un magasin et X, la dépense du n-ieme client.) Calculer la transformée
de Fourier de ¥; en fonction de celle des X,, et de la fonction génératrice de N, puis

I’espérance et la variance de ;.

Exercice 11.4 a) Soit N un processus de Poisson d’intensité A comptant les passages
successifs de voitures sur une route. Un piéton a besoin d'une durée d > 0 entre deux
voitures pour traverser la route. Calculer la transformée de Laplace du temps Y qu’il doit
attendre avant de pouvoir traverser. (On trouve a —— — 22— ) Calculer I'espérance

Ad aerd+ ) e—ad
de Y. (On trouve <=1=24 )

b) Considérons une route a deux voies, les voitures étant comptées par deux processus
de Poisson indépendants, d’intensité A dans un sens et \' dans 'autre, et nécessitant des
durées respective d et d’ pour étre traversées. Soient Z le temps que le piéton doit attendre
pour traverser les deux voies d'un coup, et Z’ le temps qu’il doit attendre pour traverser
les deux voies sachant qu’il peut les traverser séparément du fait de la présence d’un refuge
au milieu de la route. Donner les transformées de Laplace de Z et de Z’, leur espérances,
et discuter l'intérét du refuge.

Proposition 19 (Processus de Poisson marqué)  Fizons un entier r > 2 et une prob-
abilité p = (p1,..,pr) sur Uensemble {1,..,r}. Soit {Y,|n € IN*} une suite i.i.d.
indépendante de N, de loi commune p. Accolons a chaque instant S, décompté par N
le type Y, , et notons N7 le processus de comptage des instants de type j. Alors chaque
N7 est un processus de Poisson d’intensité A p;, et les processus N7 sont indépendants.

Preuve  Conditionnellement & {N;, = k}, les instants Si, .., S se répartissent dans les
différents types suivant la loi multinomiale de parametres k et pq, .., p,, par définition de
la procédure. Nous avons donc pour tous ky,.., k. € IN, notant k:=k; + ..+ k,:

k!
kil k!

ae ( H —Ap;t )\p]) .

P(N} =ky,.,N = k,) = i

(pl) (pr)kr Xe

Ceci prouve que pour chaque ¢ les variables N}, .., N/ sont indépendantes et ont chacune
la loi de Poisson annoncée. Enfin la nullité en 0, la stationnarité, et I'indépendance des
accroissements sont immeédiats. ©
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Exercice 11.5 Le flux (poissonnien) des trams passant aux halles est en moyenne de 12
trams par heure et comporte une proportion p = 40% de trams de la ligne D (et de 1 —p
pour la ligne A).

a) Quelle est la probabilité qu’au moins 2 trams D passent en un quart d’heure donné ?

b) Sachant que 3 trams D sont passés en 20 minutes, quel est le nombre moyen de trams
passés dans le méme temps 7

¢) Sachant que 10 trams sont passés en 45 minutes, quelle est la probabilité que la moitié
soient des trams D ?

Exercice 11.6 Pour ¢t > 0 fixé, vérifier que Sy, <t < Siin,. Sy, et Siin, sont les
points de & précédant et suivant directement I'instant ¢. Autrement dit, on peut les voir
comme les instants de naissance et de déces de l'intervalle “vivant” a l'instant ¢. Notons
T} :=1t— SN, et T} := Sy, n, —t respectivement I’age de cet intervalle vivant et le temps
qu’il lui reste a vivre.

a) Montrer que pour a,b>0 ona P(T} > a,T;" > b) = e M) 1 .
b) Déduire que 7} et T}" sont indépendants et donner leur lois.

c) Comparer la durée de vie moyenne de I'intervalle vivant a I'instant ¢ avec celle du n-ieme
intervalle de &€ ; explication 7

Exercice 11.7 On veut estimer A par le maximum de vraisemblance A dans les deux cas
suivant. a) On observe jusqu’a l'instant ¢ > 0 fixé, et on connait donc Ny, Sy, .., Sy,
Calculer A, et vérifier qu'il est sans biais. (Utiliser la densité sachant NV;.)

b) On observe jusqu’a 'instant S,, , pour n fixé, et on connait donc Sj, .., S, . Calculer 5\,
et vérifier qu’il est biaisé.

II. Eléments de statistique mathématique

12 Régression linéaire

Etant donné une statistique double (de données réelles) X = (z1,..,x,), Y = (Y1, .., Yn),
on cherche une relation linéaire: Y = aX + b. Bien entendu elle ne peut étre exacte sauf
cas exceptionnel. Aussi cherche-t-on les coefficients (a,b) de fagon que cette relation soit
le plus pres possible d’étre vérifiée. La notion de proximité qu’on retient est celle qui
conduit au calcul le plus simple: on cherche & minimiser la somme des carrés. (a,b) sera

donc le couple de réels minimisant > (y; — az; — b)?. La droite d’équation Y = aX + b
j=1

correspondante est la droite de régression au sens des moindres carrés.

n n
. . . o . = . 1 — 1 .
Faisons intervenir les moyennes empiriques 7 := - 21 Ty, Y=o ‘21 y;, puis la
J= J=
. . . 1 L 2 72 . . . 1 L N
variance empirique V, := - > a7 — I°, et la covariance empirique k= - > x;y; — TY.
=1 j=1
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Nous avons simplement :

SRS

> (y;—az;—b)* = (§—az = b’ + V,a* = 2ka+V,,
=1

de sorte qu’apparait aussitot (pour peu que la statistique X ne soit pas constante) la
solution unique suivante :
a=k/V,, b=y—aZT.

L’erreur quadratique totale vaut alors % 5 (y; — ax; — b)* =V, — k?/V,. . Elle est faible

j=1
lorsque qu’existe une relation linéaire entre les statistiques X et Y. Notons que la droite

de régression passe par le centre de gravité (z,y) du nuage formé par les n points (z;, y;).

Il est naturel d’utiliser cette droite pour prédire une valeur supplémentaire ¥, de la
statistique Y, connaissant une valeur supplémentaire x,; de la statistique X : y,11 =
ATpn+1 + b .

La qualité d’une telle prédiction (qui a priori n’a vraiment de sens que pour z,,,1 proche
de I'intervalle [min X, max X]) dépend de la valeur de 6% := V,, — k*/V,., qui est la variance
empirique de la statistique Y — aX — b. On peut déterminer une bande de confiance (on
parle plutot d’intervalle de confiance, voir la section 13.4 ci-dessous) par sa largeur autour
de la droite de régression, de la fagon suivante : pour p €]0, 1] fixé, soit r un réel > 0 tel que

n
p= % > 1{jy;—az;—bj<ry - Pensant au théoreme central limite, il est naturel d’approcher la
i=1 -

loi empirique des (y; —ax; —b) par une gaussienne, nécessairement centrée et de variance
o?. De sorte qu'on doit avoir p ~ IP(|G| < r/o), pour G gaussienne centrée réduite.

On peut ainsi estimer que pour z,; proche de 'intervalle [min X, max X]) on doit avoir
par exemple 95% de chance de trouver y,,; dans l'intervalle (de confiance a 95%)

[amnﬂ +b—(1,96)0, ax,. 1 + b+ (1, 96)0}.

Bien entendu, on ne cherche pas toujours une relation linéaire entre les statistiques X
et Y. Mais on peut bien souvent s’y ramener, par un changement de variable élémentaire,
des qu’on cherche une relation simple comportant 2 parametres réels; par exemple si 'on
espere que Y = log(aeX + b), il suffit de considérer le nuage formé par les (e%,¢e%); ou
si 'on soupgonne que Y = X“Q—)ib, il suffit de considérer le nuage formé (ou la statistique
double formée) par les (z7,z;/y;).

Exercice n° 12.1  Soient X = (1,3,5,7,8,9,11,12,15,18) et

Y = (—33,-97,—134,—141, —130, —102, —32, 37, 343, 860). Représenter le nuage, et tester
il y a une relation Y = aX?*+ X, ou Y = ch(aX —b)—150, ou Y = a(X —)?—150.

Déterminer un intervalle de confiance a 95% pour la valeur y associée a = = 14.

13 Vraisemblance et estimation
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13.1 Maximum de vraisemblance

Il s’agit d’estimer un parametre inconnu 6 d’une loi de probabilité u = ug, sur la base
d’une suite de réalisations, ou d’observations, effectuées suivant cette loi. Notons X une
v.a. dont la loi est p, et x1, .., z, une suite d’observations, ou statistique, représentant des
réalisations de X, qu’on suppose indépendantes. On considere les 2 cas les plus usuels : soit
1 est discrete, soit elle admet une densité g = gy . La fonction de vraisemblance associée a
0 et axq,.,x,est:

f(x1, .2, |0) =T} IP(X = z;) lorsque y est discrete, et

f(x1, 20| 0) =115, go(x5) lorsque p admet la densité gy .
L’estimateur du maximum de vraisemblance est par définition la valeur de 6 maxi-
misant la fonction de vraisemblance :

A~

0 := argmax f(z1,..,x, |0) = argmax log f(z1, .., 2, | 0).

Exemples 1) p est exponentielle de moyenne 6, id est £(1/6): alors log f(z1, .., 2, |0) =
—nlog® — (z1 + .. + x,)/0, de sorte que 0 = (x; + .. + ) /n.

2) p = B(m,p), avec m supposé connu et § = p: alors log f(x1,.., 7, |p) = X7, log Cri +
>j—1wjlogp+ (mn — X5_, x;)log(1 — p), de sorte que p = (z1 + .. + x,)/(mn).

3) p="P(A\): alors log f(z1,..,7,|A) = X7 xjlog A — nA —log(z!..7,!), de sorte que
A= (x14+..+z,)/n.

4) u = N(m,0?), avec § = (m,o): alors log f(z1,..,2,|m,0) = —(n/2)log(2m) —

nlogo — Y7 (x; —m)?/(20%), de sorte que 7 =Y x;/n et ¢ = (Z(:EJ — m)z/n)l/2
=t =1

sont les seules valeurs qui annulent a la fois les deux dérivées partielles de la fonction de
vraisemblance).

(ce

Exercice n® 13.1.1  Supposons qu’un processus de Poisson de parametre inconnu A est
observé: a) jusqu’a un temps fixe 7'; b) jusqu’a la survenue du n-ieme événement. Dans
chacun de ces deux cas, quel est 'estimateur du maximum de vraisemblance pour \ 7

13.2 Biais, risque

Un estimateur § = é(a:l, .., Ty) est dit sans biais lorsque sa moyenne est 6, pour la loi

~

wo: E[O(Xy,..,X,)| 0] = /é(ml, vy Tp) dptg(x1)..dpg(z,) = 0, et cela pour tout 6.
La qualité d'un estimateur est évaluée par son risque (quadratique):

R(6,6) = E{[é(Xl, o X)) — 9]2’ 9}, qui est égal a sa variance s’il n’est pas biaisé. Il
n'y a généralement pas d’estimateur dont le risque soit minimal uniformément (id est pour
tous les #), méme parmi les estimateurs sans biais. Il peut y avoir des estimateurs biaisés
meilleurs (id est de risque moindre) que les estimateurs sans biais.
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Exemple 19 = £(1/6), comme dans I'exemple 1 ci-dessus: notons 0;(z) := 21, qui est
sans biais, de méme que Uestimateur § = (1 + ..+ x,)/n du maximum de vraisemblance.
On a aussitot: R(f;,0) = 02 < R(0,0) = 0%/n. De méme, si on considére une moyenne
quelconque : éA = MT1+ ..+ ANz, , avec Ay, .., A, > 0 tels que A\ +..+ A\, = 1, on trouve
encore un estimateur sans biais, de risque R(@AA, 0) = A2 + ..+ A2, qui est minimal pour
0,=20.

On a plus généralement le résultat suivant, valable des que les v.a.r.ii.d. X; sont de
carré intégrable.

Proposition 20 1) Parmi tous les estimateurs sans biais de IE(X1) qui sont des fonc-

— n
tions linéaires de (X1, .., X,), la moyenne empirique X,, := % > X; est de risque minimal.
Jj=1

2) Parmi tous les estimateurs sans biais de Var(Xy) qui sont des fonctions quadratiques
n —

de (X1,..,X,), la déviation standard V,, = ﬁ S (Xj — X,)? est de risque minimal.
j=1

Preuve 1) Un estimateur 0 = h Xy, .., X,) = Zn: A X; de m = IE(X;) est sans biais ssi
=1

i Aj =1. Notons §:=h(Xy,..,X,) =5 ¥ h(Xg, .., Xr,) safonction symétrisée, qui
J=1 " mESH

ici vaut clairement X,, . La loi de (X1, .., X,,) étant invariante par les permutations 7 € S,,

nous avons pour toute fonction symétrique Y, = f(Xq,.., X,):

E[§Y,)] :/h(Xl, o X)) YadIP :/h(Xm, o X )Y dIP :/B(Xl, X)) dIP = EfY,).

A —

Cela entraine IE[0] = IE[0] et IE[0F] = E[6?], et donc:
E((m = 0)*]) = El(m — §)°] = E[§*] - E[(*] = E[(0 — )] + 2 E[(6 — 6) 6] = E[( - 0)°].,
d'ott en effet E[(E(X1) - 0)?] > E[(E(X)) - 0)?] = E[(B(X)) - X.)?| .

2) De méme, un estimateur 0= 9(X1,..Xn) = X AN X;Xy, dev="Var(X;) est sans
1<) k<n

biais ssi Y. A;; =1 = — Y Aj, puisque ]E[é] =vY A+ mQ(Z/\jj + 3 )\jk>. Notons
j ik ; j ik

de nouveau 6 := g(Xy,.., X,,) sa fonction symétrisée, qui est une forma quadratique dont
les coefficients doivent vérifier les 2 équations ci-dessus, et étre symétriques, donc égaux
sur la diagonale, et égaux hors de la diagonale. Donc 6 = %;X JQ - ﬁ]?k X;Xp. Or

on obtient la méme formule en développant V,, , de sorte que # = V,,. La fin de la preuve
est exactement la méme qu’en (1) ci-dessus pour I'espérance. <

Exercice n® 13.2.1  Soient Xj,.., X,,,.. des v.a.r.ii.d. de loi B(p).

a) Si(pour n fixé) X+ ..+ X, =k, quel est I'estimateur du maximum de vraisemblance
pour p 7 Est-il sans biais ?

b) Supposons qu’on s’arréte au premier n tel que X; + .. + X,, = k, pour k fixé; quel est
alors 'estimateur du maximum de vraisemblance pour p 7 Est-il sans biais ?
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13.3 Statistique exhaustive

Une statistique exhaustive des v.a.iid. Xji,.., X, est une fonction (déterministe et
indépendante de 0) 7 = 7(X7, .., X,,) qui permet de factoriser la fonction du maximum de
vraisemblance sous la forme: f(X3,.., X, |0) = h(7,0) x k(X1,.., X,,), pour une fonction
k indépendante de 6.

Dans les exemples 1,2,3 ci-dessus, 7(Xi,.., X,) = X; +..+ X,, est une statistique exhaus-
tive. Dans I'exemple 4 ci-dessus,

7(X1,.,X,) = (X,V) = (%, (X, — X))+ .+ (X, — )_()2) est une statistique
exhaustive ; donc ((X1 +.+ X)), (XZ+.. + Xﬁ)) en est une autre.

Un théoreme (de Rao-Blackwell) énonce que s’il existe une statistique exhaustive 7 =
(X1, .., X,) et si 0 = é(Xl, ., X,) est un estimateur sans biais de 6, alors une certaine
fonction de 7 (égale & IE[0 | 7]) est un estimateur sans biais de 6, de risque < R(6,0). Ce
qui signifie qu’en présence d’une statistique exhaustive 7, les estimateurs sans biais ne sont
a rechercher que parmi les fonctions de 7. Lorsque de plus il n’existe qu’'un seul estimateur
sans biais fonction d’une statistique exhaustive, alors il est clairement optimal parmi les
estimateur sans biais.

Exemple Reprenons I'exemple 3 vu plus haut: g = P(\). La statistique X := i X;/n
j=1

est exhaustive, et optimale pour ’estimation de \.

Cherchons un estimateur optimal pour # = e, en observant que I'estimateur élémentaire

l{x,—0) est sans biais. La statistique X est encore exhaustive, et donc IP (X1 =0 ’ X )
est un bon estimateur, en fait optimal. Or (voir I'exercice 5.3) la loi de X; sachant nX
est B(nX,1/n), de sorte que P(Xl = O’X> =(1-1/n)"X.

Exercice n° 13.3.1 a) Soient Xj,.., X, des v.a.r.ii.d. uniformes sur un intervalle [0, ].
Montrer que max{Xj,..,, X, } est 'estimateur du maximum de vraisemblance pour 6, et
que c’est aussi une statistique exhaustive pour 6.

b) Soient Xi,.., X, des v.ariid. de loi U([#,0]). Trouver une statistique exhaustive
pour (0,0'), et les estimateurs du maximum de vraisemblance pour 6 et 6.

Exercice n® 13.3.2  Soient X7,.., X,, desv.a.r.iid. deloi £(A). Montrer que I'estimateur

~

n—1
sans biais de risque minimum de e est 6 := 15,59 (S’éf) . (On a noté S, =
X1+ ..+ X, .) (Indication: Considérer P(X; > 2), et utiliser que la loi de X; sachant S,

est celle du minimum de (n — 1) v.a.i.i.d. uniformes sur [0, S,] (a justifier).)

Exercice n® 13.3.3  Soient Xy,..,X,, Y:,..,Y, des viariid., les X; de loi £()), et les
Y; de loi £(N). Trouver une statistique exhaustive pour (A, X), et les estimateurs du
maximum de vraisemblance pour A et A’. Ont-ils un biais ?
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13.4 Intervalles de confiance

On veut estimer la moyenne inconnue m d’une loi g (sur IR) d’écart-type o, dont un
échantillon est zy, .., x,. On assimile pour cela ces valeurs a des v.a.r.i.i.d. de loi u, et on
leur applique la loi des grands nombres: Z := (z1 + .. + x,)/n doit étre proche de m, au
moins pour n assez grand.

Afin de quantifier cette proximité, on cherche un intervalle J = [a,b] = J(x1,..,2,),
dont on puisse dire qu’il contient m avec une grande probabilité. Pour cela, on applique
le théoreme central limite: (m —Z)y/n /o = (nm — a1 + ..+ x,)/(0y/n) doit étre proche
d'une v.a. G de loi N(0,1); posant « := (a — T)\/n /o et 5 := (b— T)\/n /o, ce qui
équivaut & a =T +aoc/y/n et b=T+ Fo/y/n, on obtient:

P(me J)=P(a<(m-z)n/o <p)~ PG e af).

On choisit ordinairement (mais ce n’est pas une obligation) Uintervalle I := |, (]
centré, et de sorte que IP(G € I) vaille le plus souvent 0,9 ou 0,95. Les tables de la loi
normale contiennent les valeurs classiques :

P(|G| <1,65)~0,90 et P(|G|<1,96)~0,95.
Prenant ainsi @ = —(1,96) = —f3, on obtient
P(z — (1,96)0/\/n <m <&+ (1,96) 0/v/n) ~ 0,95.

On dit que J = [z —(1,96) 0/y/n, T+ (1,96) 0 /4/n] est un intervalle de confiance & 95%
pour m.

Il est généralement irréaliste de supposer 1’écart-type ¢ connu. On peut alors le rem-
placer par un estimateur (voir la proposition 20 ci-dessus) :

1
n—1

1

n—1

a%&:&(xl,..,xn):\l i:l(xj—f)Q :\l (z:x?—nic?) :

L’intervalle de confiance J = [z + ad/\/n, T+ F6/y/n] est alors réellement fonction de
I'échantillon (x1,..,z,) (et de n).

Exercice n® 13.4.1  Une caractéristique électrique d'un composant électronique varie, du
fait des dispersions de fabrication, suivant une loi normale A (p,u?). On se propose
d’estimer son espérance p par un intervalle de confiance. Un prélevement de 20 com-
posants effectué sur un lot de série a donné les résultats suivant:  10,1; 10,5; 9,4; 10,2;
9,5; 9,8; 10,1; 10,3; 10,6; 9,7; 10,2; 10,4; 10,3; 9,6; 9,9; 9,8; 10,1; 10,3; 10,5; 9.8.
(z =10, 055).

a) Construire un intervalle de confiance pour p de niveau de confiance 90%. Est-il le plus
court parmi tous les intervalles de confiance de niveau de confiance 90% ?
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b) Construire un intervalle de confiance pour u de niveau de confiance 95%.

Exercice n® 13.4.2  La fiabilité dans le temps d'un composant électrique, c¢’est-a-dire sa
durée de vie X, est supposée de type exponentiel: [P(X > t) = exp(—t/\),t > 0. On
cherche a estimer a l’aide d’un intervalle de confiance le parametre A. Si la moyenne
observée d’'un échantillon de taille n est T, donner un intervalle de confiance de niveau de
confiance 95% du parametre A. Est-il le plus court parmi tous les intervalles de confiance
de niveau de confiance 95% ? Traiter d’abord le cas de n grand, puis ensuite le cas général
(plus délicat).

Exercice n° 13.4.3  Ayant lu dans le magazine ELLE du 19.8.02 que 55% des Francais util-
isaient des bains moussants, vous décidez de vérifier vous-méme 'affirmation du magazine
ELLE par un mini-sondage, en posant autour de vous la question:

“Utilisez-vous des bains moussants ¢ OUI, NON”

et en construisant un intervalle de confiance sur une proportion.

a) Vous envisagez de ne considérer l'affirmation comme confirmée que si cet intervalle
de 90% basé sur le groupe des personnes interrogées est inclus dans [54%;56%]. Est-ce
raisonnable 7

b) Découragé(e) par la réponse obtenue en a), vous vous contentez d’un échantillon de
50 personnes. Si la proportion de oui est de 53% parmi les 50 réponses, déterminez un
intervalle de confiance de 90% .

13.5 Estimation bayésienne

Lorsqu’on se donne une loi a priori sur I’ensemble des valeurs possibles de 6, disons v, on
considere 'estimateur bayésien 0p := I {9 ’ Xq, .., Xn} (ou I'espérance est calculée suivant

la loi v a priori donnée), qui a la vertu de minimiser E[(é —0)? ‘ X1, .., Xn}, parmi tous

les estimateurs Aé :Aé(X 1, -, Xn), et pour toute valeur de (X, .., X,,) (vérification facile: il
suffit d’écrire (0 — Op + 0 — 0)? = ... et de constater la nullité du terme rectangle).

La relation avec la formule de Bayes est directe: la densité conditionnelle de 6 sachant
(X1,.., Xn) est f(O]Xq,..,X,) = f(Xy, ..,Xn|9)//f(X1, X 10)dv(0).

Ce qui entraine aussitot :
O = /f(Xl, ..,Xn|9)6?du(6’)//f(X1, X |0)dv(0);

et aussi

Sl (X, X | 0) du(9)
Pla(X,...X,) < 0 < b(X;, .. X,)] = 220X
[CL( 15 -4 n)< < ( 15 - n)] ff(X177Xn|0)dI/(9) ;

qui permet d’obtenir un intervalle de confiance [a(x1, .., z,), b(x1, .., z,)].
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02i=171 % (1 — )" 2i=1

Exemples 4) pg = B(6) et v =U([0,1]: f(O|xy,..,2,) = p B ,
' 10X (1 g)" 20" g

1 k! 0! S X4l
5 N o1 Y4 . _ =17
d’ou, en utilisant que /0 08 (1 — 0)‘dh = m JE{Q‘ X1, .., X'n] izl
5) wg=N(0,1)et v =N(0,1): on obtient ZE{Q‘ X1, .., Xn} _ Zﬁ:lXj , car on trouve

fO |z, xn) = k(xq,..,2,) X exp [ —2(n+ 1)(0 - Zéflxj)ﬂ, de sorte que la loi condi-

Z?:l X

tionnelle de 6 sachant (X7, .., X,,) est N( = ,ﬁ) : un intervalle de confiance & 95%
PR 1,96 27}: Zj 1,96
pour 6 est [ ;;1 - 7= 11;1 + T+1}'

Exercice n® 13.5.1  Un processus de Poisson de parametre inconnu A est observé durant
le temps fixe T'. Soit N le nombre d’événements observés durant ce temps. On se donne
pour A la loi a priori £(«). Calculer I'estimateur bayésien de A .

14 Tests

Au lieu d’estimer le parametre inconnu #, on cherche ici a savoir s’il vérifie une
hypothese statistique notée Hjy, nommée aussi hypothese nulle, et pour cela on emploie
un test. Par exemple Hy = {0 < 7}, et le test est une regle devant permettre de trancher
ou de parier, en fonction d’un échantillon statistique relatif a ug, si ’hypothese nulle Hy
doit étre acceptée ou bien rejetée. Dans le cas le plus général, on considere une hypothese
alternative H;, contre laquelle on teste Hj, conditionnellement a Hy U H;. Ici on a choisi
simplement H; = (Hp)®.

Bien entendu, 'acceptation ou le rejet de I’hypotheése ne peut pas étre une décision
déterministe: il y a toujours en pratique une probabilité non nulle que la décision arrétée
soit erronée. Il faut donc décider a priori un seuil de confiance, id est un niveau de test,
c¢’est-a-dire une probabilité de rejet a tort. La plupart du temps, on fixe ce niveau a 5%.

Autrement dit, on veut que sup IP(rejeter Hy) = 0,05.
0 Hy

Lorsque 6 est la moyenne de ug, il est naturel de prendre le test sous forme d’une
fonction de la moyenne empirique X = X,,. Si par exemple Hy = {# < a}, on prendra
pour test {X > a'} (c’est la région critique: si la statistique observée tombe dedans, on
décide de rejeter I'hypothese nulle), avec @’ > a a déterminer pour que le niveau soit bien
5%, c’est-a-dire ici pour que u®"(X > a') =0,05.

a

Pour n grand, si o est supposé connu, recourant au théoreme central limite, on assi-
milera /n (X,, —a)/o a une variable gaussienne centrée réduite G, de sorte que o’ doit
vérifier :

0,05 = u™(X > a') = P(vn (X, — a)/o > Vn(d —a)/o) = IP(G > vn(d - a)/o),
ce qui donne +/n(a' —a)/o~1,96,id est o’ ~a+ (1,96)0/\/n.
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Mais comme déja dit dans la section 13.4, il est généralement irréaliste de supposer
I’écart-type o connu.

Exemples 1) pp=E&(1/0). Via le changement de variable sy, = x1,..,8, = 1+ .. + @, :

P (X <d)=a [

e~ @tten)/agy  dux, :/ e~ dy, da,
T1+..+xn<na’

T1+..+xn<na’/a

na'/a
= e *dsy..ds, = / (/ dsl..dsn_l) e " ds,
{0<s1<..<sp<na’/a} 0 {0<s1<..<sp—1<8n}

/ -1 n—1 / j ! j
_ /na fa g ‘ =5 s = ] _ p—na'/a Z (na '{a)J I Z (na .{a)J '
0 (n—1)! =0 J > J
(Comparer avec le théoreme 7 de la section 11.) Il est assez légitime d’approcher la loi
P(na’/a) par une loi normale, id est N'(na’/a,na’/a). Ce qui donne (pour une variable
gaussienne centrée réduite G) :

0,05 = " (X > o) = P(na/a)([0.n]) ~ PG > Vi (\Ja'fa = Jafa")).

et donc da'/a=1+(0,98)//n.

2) pg="P(0). Alors p"(X >d)=Pma)[{j|j>nad}=e" > (na)’

1
j>na’ J:

Il est 1égitime d’approcher la loi P(na) par une loi normale, id est N(na,na). Ce qui
donne (pour une variable gaussienne centrée réduite G) :

0,05 = u&"(X > a') ~ ZP(G > /n/a(a — a)),
et donc a' ~a+ (1,96)/a/n.

Exercice n® 14.1  Deux associés A et B se partagent les taches d’un cabinet commun de
conseil. L’associé A pense qu’il traite moins de 30% des dossiers. Pour vérifier cela, il
décide de choisir au hasard un échantillon de 100 dossiers (traités soit par lui-méme, soit
par 'associé B), sur lesquels il prévoit d’effectuer deux tests, avec le méme risque de rejet
a tort de 5%, en prenant successivement comme hypothese nulle

i) Hy: p <30% i) Hy:p>30%, p étant la proportion réelle des dossiers traités par A.
a) Pour combien de dossiers traités par A (au plus) 'hypothese Hy est-elle acceptée 7
b) Pour combien de dossiers traités par A (au plus) H{, est-elle rejetée 7

c) Déterminer la probabilité d’accepter I'hypothese Hy si la proportion réelle de dossiers
traités par A est de 40%.

d) Déterminer la probabilité de rejeter I'hypothese H|) si la proportion réelle de dossiers
traités par A est de 40%.
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