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Exercice 1 : (exercice 5.8)

Le temps d’attente T de C n’est autre que T = X ∧ Y . D’après l’exercice 5.4, T ∼ E(2λ)

L’évènement {C sort le dernier} s’écrit {T +Z > X ∨Y } = {X ∨Y −T < Z}. Or d’après l’exercice
5.4, la variable X ∨ Y − T est indépendante de T (et de Z) et suit un loi E(λ). On a donc

P(C sort le dernier) = P(U < V ),

où U et V sont indépendantes de loi E(λ). Par symétrie, il vient alors

P(C sort le dernier) = P(U < V ) =
1
2
.

Le temps du dernier départ est S = (T + Z) ∨ (X ∨ Y ) = T + (Z ∨ [(X ∨ Y ) − T ]). On a vu
que [(X ∨ Y ) − T ] ∼ E(λ) est indépendante de T . On montre facilement que [(X ∨ Y ) − T ] est
indépendante de Z ∼ E(λ), (Z ∨ [(X ∨ Y ) − T ]) a donc même loi que X ∨ Y et est indépendante
de T . La loi de S est donc celle de U + (V ∨W ) où U, V, W sont des variables indépendantes de loi
E(λ).

Exercice 2 : moments et fonction caratéristique

Si X ∼ B(p), Y ∼ E(λ), et Z ∼ U[0,1], alors on a

E
[
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]
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[
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]
=

∫
R+

eitxλe−λxdx =
λ

λ− it
, E

[
eitZ

]
=

∫ 1

0
eitxdx =

eit − 1
it

.

En dérivant en zéro, on trouve

E[X] = p, E[X2] = p, donc var(X) = p(1− p),

E[Y ] = λ−1, E[Y 2] = 2λ−2, donc var(Y ) = λ−2,

E[Z] = 1/2, E[Z2] = 1/3, donc var(Z) = 1/12.



Exercice 3 : sur les lois de Weibull

En la densité φ(k,λ), on reconnâıt la dérivée de la fonction x 7→ −e−( x
λ)k

, on a donc :

P(X > x) =
∫ +∞

x

(
k

λ

) (y

λ

)k−1
e−( y
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dy =
[
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]+∞

x

= e−( x
λ)k

,

et P(X ≤ x) = 1− e−( x
λ)k

.

Calculons l’espérance de X. On a vu que pour une variable positive :

E[X] =
∫ +∞

0
P(X > x)dx.

En faisant le changement de variable u = (x/λ)k, i.e., dx = (λ/k)u1/k−1du, on obtient
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.

Calculons (un moins la) la fonction de répartition de la variable Y . Soit x > 0, on a

P(Y > x) = P
(
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x

n1/k

)
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.

La loi de Y est donc une loi de Weibull W(k, λ).


