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CORRECTION CONTROLE CONTINU 2
Exercice 1 : (6 points)

a) Par définition, I'espérance de X est donnée par

1 — 1

=0 car intégrande impaire

b) Pour caractériser la loi de | X|, on peut calculer sa fonction de répartition. Soit > 0, on a
P(|X|>z)=P(X < —zouX >2z)=P(X < —z)+P(X > 2),

soit

POX|>2) = [ ox(uwdu+ / " ox(u)du =2 / " ox(udu = / gy — o,

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 1/b.

¢) Nous allons calculer la densité ¢y de la variable Y := A\ X; — Ao Xs. Soit f : Rt — R une
fonction continue bornée. Par définition de la densité ¢y, on a

BV = [ f(woy (wdu.
u€ER
D’autre part, en posant A\ix — Aoy = u et A1z + Aoy = v, i.e. dudv = 21 odxdy, on a

E[f(Y)] =E[f(MX1— X)) = / Faz — Aay) Az exp (—x — Agy) dady

R+ xR+

1 1
=_-X / / fw)e dudv = = x / f(w)e M du.
2 ueR Jv>|ul 2 u€R

En identifiant les intégrandes, on conclut que ¢y (u) = 1/2 x e~ 1%, c’est & dire Y ~ £(0, 1).



Exercice 2 : (6 points)
a) Calculons la fonction caractéristique 1x de X. Soit t € R, on a
. . 1 _
Yx(t) =E[e"] = / e px(x)dr = / e — exp <_]a; M) dx
R R 2b b
= 1 X / =y exp <_Q> dy + 1 > / ) exp (_Q) dy
2b R+ b 2b R+ b

et it—1/b it—1/b
_er (/ o(=it=1/ )ydy+/ it /)ydy>
2b R+ R+

elth 1 1 et
= —— X — = .
2b (it—l—l/b it—l/b) 1+ t202

b) D’aprés la question précédente, si X, ~ L(jn,bn) avec b2 = 1/2n, sa fonction caractéristique

est donnée par :
eitp,n eitﬂn

= 212 2
1+ t=bz 14+ 4

Vx, ()

Comme les variables X; sont indépendantes, la fonction caractéristique de la somme S,, est
donnée par :

n ) " n n 2
@wsﬂ,(t):i[[lwxi(t):e@W‘x( ! )ZeXp<ith—n10g<1+2tn>>-

t2
o T 1 P

Sous les hypothéses de I'énoncé, on a limp—4o0 y ;- qpi = 0. D’autre part, en utilisant le
développement limité en zéro : log(1 + x) ~ x, on a

12 12
li 1 1+— ) =—.
niTmn ©8 < + 2n) 2

Finalement, pour tout ¢ € R, on obtient que lorsque n tend vers l'infini :

t2

s, (t) — exp (—2> ,

qui n’est autre que la fonction caractéristique d’une variable gaussienne centrée réduite, d’ou le
résultat.



Exercice 3 : (6 points)

On dispose de n observations (z1, ... z,) dont on suppose qu’elles sont les réalisations de n variables
aléatoires (Xi,...,X,) indépendantes et de méme loi uniforme sur l’ensemble {1,2,..., N}, ou
N > 2 est un entier inconnu. On souhaite estimer l'entier NV a I’aide des observations (z1,...2p).

a)

Soit X une variable de loi uniforme sur ’ensemble {1,2,..., N}. L’espérance de X est donnée
par :
N N
1 NN+1) 1 N+1
k=1 k=1
Par linéarité de l'espérance, on a donc E[2X — 1] = N et d’apreés la loi (faible) des grands

nombres, lorsque n tend vers l'infini :

n PR—
R, 2= Xi=l)
n

Par définition, 'estimateur X, est consistant si X,, — N tend vers zéro en probabilité lorsque n
tend vers Iinfini, ¢’est & dire, si pour tout € > 0, P(|X,, — N| > &) = P(N — X,, > ¢) tend vers
zéro lorsque n tend vers 'infini. Comme N — X, est ici & valeurs entieres, cela revient a dire
que P(N — X, > 1) tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Calculons cette probabilité :

P(N-X,>1) =P(X,<N-1)=P(X;<N-1,Vi=1,....,n)

:il_[lIP(XigNl):]P’(XlgNl) = <N) :

Comme (N —1)/N < 1, cette probabilité tend bien vers zéro lorsque n tend vers 'infini, d’ou
le résultat.



