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CONTROLE CONTINU 2 (18.12.07)

Exercice 1 : (6 points)

- Par définition, pour tout x,y > 0, on a

k
]P’(X>a:+y|X>a:):P(X>x+y):< i ) :

P(X > x) T4y

Lorsque y est fixé, et  tend vers 'infini, on a bien z/(x 4+ y) — 1.

- On donne deux méthodes de calcul pour 'espérance. Tout d’abord, on a vu (ex 3.4) que
—+00
E[X] :/ P(X > z)dx.
0

On a donc

0 400 +oo ) k ) kl’o
Ex]= [ 1 P(X - (7) - - .
[X] /0 dx—i—/xo (X > x)dx xo+/z0 . dx Tot =

Une autre méthode consiste a utiliser la densité de X. On la calcule en dérivant la fonction de
répartition : on trouve

dx(x) = kaba=* D pour 2 > g, et zéro sinon.

On a alors

+00 +o0 (h) kxo
E[X] = xpx(x)dr = x X krgx =i -1
x0 xo

Pour la variance, si k > 2, on trouve :

+o00 +o00o kx2
E[X?] = / 22 px(x)dr = / 2?2 x kake= (D = T—OT
xo xo

d’ou
ka?
(k—2)(k—1)%
Dans le cas o 1 < k < 2, la variable X n’admet pas de moment d’ordre deux. Enfin, si les X; sont
indépendantes, de mémes parametres (xg, k), alors pour x > x :

var(X) = E[X?] - E[X]? =

n Lo\ "k
P(min(X1,...,X,) > 2) = P(X; > z,..., X, > 2) = [[B(Xi > 2) = (;> .
=1

La variable min(X7y, ..., X,,) suit donc une loi de Pareto(zg, nk).

Exercice 2 : (6 points)

- Par définition, pour t € R, on a

k
E [eitX] = Z eFe x % = exp ()\(eit — 1)) )
keN ’



- Si les variables sont indépendantes, la transformée de Fourier de la somme est le produit des
transformées de Fourier. On a donc, pour tout t € R :

E [eitS”] = Hexp (A" — 1) = exp (nA(e" — 1)) .
i=1

En faisant, t — t/n, on en déduit que

E [eitS"/"} = exp <n/\(eit/” — 1) ,

E [eit(%n”‘)} = exp (n)\ (e“/" —-1- zt>> i
n

En faisant cette fois, t — it, puis t — t/y/n, on obtient :

E [eft(%nf)‘)] = exp <n)\ <et/" -1+ t>> )
n

E [e*t\/ﬁ(%*/\)} = exp (n/\ <et/*/ﬁ -1+ t>> .

vn
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En faisant le développement limité de la fonction exponentielle en zéro, (¢ fixé, n — +0o0), on a
2

—t/\/ﬁzl_i L 1

d’ou

2
E {e‘t‘/ﬁ(%_)‘)} = exp </\t2 + 0(1)) .

On a donc bien :

E [e—t\/ﬁ(%—)\)} M2

On reconnait dans le membre de droite, la transformée de Laplace (Fourier en it) d’une variable
gaussienne centrée de variance A. Lorsque n tend vers I'infini, on a donc

vn <Sn" - )\> £ N(0,N).

Exercice 3 : (4 points)
- On obtient la densité ¢ x de la variable X en dérivant la fonction de répartition. On trouve :
ox(z) = kafz~* D pour >z, et zéro sinon.

- Désignons par ¢y la densité de la variable Y. Soit f une fonction réguliere bornée, par définition,
on a

+oo
B0V = [, f)orw)dy.

D’autre part, on a

+oo 400
E[f(X?)] —/ f(@®)px(z)dr = f(2?) x kxlgx_(k“)dx.

0 o



En faisant le changement de variable 2? =y, i.e.,dz = 1/(2,/y)dy, on obtient

B = [ 1) % b ey ay

2

On reconnait la densité d'une loi de Pareto(x3,k/2). Le résultat se retrouve immédiatement en
utilisant les fonctions de répartition, pour x > xg :

P(X2 > 1) = P(X > ) = <\‘%>k - <f§>k/2.



