Epreuve d’Analyse et Probabilités, 2002
Corrigé

PARTIE I : CHANGEMENTS D’ ECHELLE

Ia.

Si I'on pose
1 —2imkx

err: ¢ €[0,T] — ﬁ6T :
on sait que la famille (er ) constitue une base hilbertienne de L*([0,77) : c’est
en effet un systeme orthonormé de maniere évidente et il est total puisque les
polynémes trigonométriques de fréquences multiples entiers de 27 /T forment,
d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass ou le théoreme de Féjer, une partie
dense dans I’espace des fonctions continues T-périodiques, équipé de la norme
sup sur [0, 7]. On a dong, si f est une fonction périodique de carré intégrable
sur [0, 7]
f= Z (f, €T,lc)€T,k )

ke
L2[0,T]

ce qui signifie que f est la limite dans L?([0, T]) de la suite de ses projections

Py f] sur les sous-espaces Vect(er,_n,....,er,y) ; on a donc bien
N N ‘
f= L]gl(%%?) k;N(f, erk) erk = LAQI(_.I[’E%‘]’) k;N Fe 2ikm()
De plus

[ 1 @de = S 10 erP =T X 15l

keZ keZ
d’apres I'égalité de Bessel.

Ib.
Si f est dans L'(R) N L?*(R) et si g(z) := f(azx) presque partout, on a

96) = [ flaa)e S0z = [ jz)e 1 = 2 Fiefa)

a

(ce en utilisant le changement de variables z — ax). Comme les applications

fe=flal)) , fe f(()/a)



sont continues (et inverses I'une de I'autre) de L?(R) dans lui-méme, la for-
mule établie pour la transformée de Fourier de g reste valide par prolongement
de la transformée de Fourier de L*(R) N L?(R) & L*(R) lorsque f est cette
fois dans L*(R).

PARTIE II : Formule sommatoire de Poisson

Ila.

On a, par définition de la transformée de Fourier,

h(E) = /];h(x)e—ifmdx, E€R.

L’intégrale figurant au second membre de cette expression converge lorsque &
est un nombre complexe (puisque h est intégrable et que la fonction z — e~%®
est bornée en module sur [—M, M]). De plus, comme

N oo Nk

. L —i€x

lim sup ‘e wr _ E &‘ =0,
N—=+00 pe[—M,Mm] k=0 k!

on déduit du résultat classique concernant I'interversion série-intégrale que,

pour tout & dans C,

M - X (=) M ko) ek
/ h(z)e “*dx =" —(/ h(z)x dx) £,
-M = k! -M
ce qui montre que I'on définit bien ainsi une fonction de £ qui se présente
comme la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini ; la fonc-
tion h est donc bien développable en série entiere avec un rayon de conver-
gence infini.

IIb.

La fonction H est bien définie ponctuellement car, pour z fixé dans R,
I'ensemble des entiers k tels que x — k € [—M, M| est fini ; il n’y a donc
de fait qu’un nombre fini de h(z — k) & ajouter pour définir H(z). On a
trivialement

Hz+1)=> h(z+1-k)= > h(z—Fk)=H(z)
kez K€z

(grace au changement d’indice k — k' = k — 1), ce qui montre que H est
1-périodique. La fonction H est clairement mesurable car, sur tout intervalle



borné de R, elle se présente comme une somme finie de fonctions mesurables,
a savoir des translatées de la fonction h. La fonction H est aussi intégrable
sur [0, 1] car

/01 H(z)de < 3 [h(z—k)|dz < ZZ/;'““ h(w)|du = /A; () |du < +o0o.

ke B
On a, pour k € Z,

_— 1 , 1 .
Hy = / H(z)e ™ dy = / (Zh(x — l))eﬂ”kzdaz
0 0 led
141 ,
= Z/ h(u)e‘zmk“du
ez’ !

= / h(u)e 2™ udy = h(2kT);
R

les interversions séries-intégrales sont ici justifiées car les sommes sont en fait
finies et le théoreme de Fubini s’applique immédiatement.

Ilc.

La fonction H est de classe C? car elle s’écrit sur tout intervalle de longueur
strictement inférieure & 1 comme une somme finie de fonction de classe C?
(translatées de h). Via deux intégrations par parties, on a, pour tout k& € Z*,

— 1 . 1 1 )
H, = / H 72z7rk:wd — / H" 72z7rk:wd .
"o (z)e v (2imk)? Jo (@)e v
comme |[H"| < C sur [0,1] et que la série de Riemann 3, 5, 1/k* converge,
on a bien

S H = 3 |h(2k7)| < +oo.
ke keZ
D’apres les rappels des préliminaires, on a donc, pour tout = € R,

H(z)=) h(z—k)=)_ h(2km)e%imke

ke ke
(on exploite encore ici le fait que Hy, = h(2km) établi au IIb).

Le théoreme de Lebesgue de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre
assure que, pour tout 7 € N,

d'h
(

d—fj) (€) = Fl(—i)a’h](&);



pour j aisi fixé, la fonction x — (—4)’2’h est de classe C? et nulle hors de
[—M, M] ; on peut lui appliquer ce qui précede (cas j = 0), ce qui donne :

(Yo = Kbl = k) = X () @hr) 7

keZ ke

I1d.

e (P1) = (P2)

On admet (P1) et 'on montre (P2) par récurrence sur j.

On remarque tout d’abord que la clause (P1) pour j = 0 se lit

1= h(z—k)

ke

(puisque ()_; est par convention le polynéme nul) ; ceci est aussi exactement
I'écriture de la clause (P2) pour j = 0.

Supposons maintenant (P2) acquise pour [ = 0,...,j — 1 (ol j est un entier
entre 1 et N) (toujours en admettant que (P1) est satisfaite) ; on re-écrit
(P1) pour j sous la forme

S kh(z—k) = 27 =Y Qj1(k)h(z — k)

keZ keZ
. i1
= /- (Z qj_l,lkl)h(x — k)
kez =0
= 2/ =) qj_ljl( > kh(z - k))
1=0 keZ
= gl — Z q]'_ljl(.Tl + Rl_l(x))
1=0
= 2/ +R; 1(2)

(on a utilisé I'hypothese inductive concernant (P2) pour passer de la ligne 3
a la ligne 4 dans ces calculs).

e (P2) = (P3)

On_commence par re-écrire la clause (P”3) en remarquant que les nombres
(dh/d€7)(2kT), k € Z, apparaissent comme la suite des coefficients de Fourier



de la fonction 1-périodique et de classe C?

(=i) > (@ = )h(z = 1)

le?

z— Hi(z):

(voir la question II.c). La clause (P3) équivaut donc a dire que les fonctions
H;, j=0,...,N, sont des fonctions constantes.

On peut maintenant montrer que (P2) implique bien (P3) ; en effet, si j est
un entier entre 0 et NV,

W = X (S (]

kez =0
_ g(—l)l<g>le(£klh(x — k)
= g(—l)lG)xj (@' + Ri_i (),

ce qui montre que, sous la clause (P2), toutes les fonctions #;, j =0, ..., N,
sont des fonctions polynomiales ; ces fonctions étant périodiques et de période
1, ce sont automatiquement des fonctions constantes, ce qui prouve (P3).

e (P3) = (P1)

On admet (P3) et 'on prouve (P1) par récurrence sur j.

Si 'on suppose que (P3) est remplie, toutes les fonctions H;, I = 0, ..., N,
sont des constantes ; c’est en particulier le cas de Ho, qui d’ailleurs vaut
identiquement 1 & cause de ’hypothese faite sur h(0) ; ceci nous assure donc
la validité de (P1) au cran 0.

Supposons que j € {1,..., N} et que (P1) soit acquise pour [ = 0,...,5 — 1
(toujours en supposant (P3) valide). Grace a la formule du binéme, on peut
écrire, pour tout k € Z,

: - :
K=+ y2" Yz — k),
=1

ou les ;, sont des coefficient binémiaux. On a donc

J
Z k‘Jh(.’E — k) = .’EjH()(LL') + Z’}/j’l .Tj_l H; .

keZ =1



On a donc _
. ] .
e =Y Kh(x—k) == vy Hia'
ke =1

En utilisant 'hypothese inductive, on obtient donc

7 =Y Kh(z — k)
ke

liw,mz (S +@Q; 1 A(k)h(z — b))

keZ

= Z ijl(k)h(x - k) )

keZ

ce qui acheve la preuve de (P1) au cran j.

ITe.

Si I'on suppose qu’il existe une telle fonction h, alors, d’apres 1’équivalence
(P1) <= (P3) établie au IId, toutes les dérivées de la fonction A sont nulles
aux point 27 ; la fonction h étant développable en série entiere de rayon de
convergence infini au voisinage de 0 (voir ITa), elle I’est au voisinage de tout
point, son développement étant donné par sa série de Taylor. On aurait donc,
puisque le développement de Taylor en 27 est nul, h = 0, ce qui contredit
h(0) = 1.

PARTIE IIT : Projections orthogonales
IIIa.

Dans tout intervalle ouvert du type |z — M,z + M|, x € R, on dénombre au
plus 2M entiers ; si z est un nombre réel fixé, la somme

3 Meh(z — k)

k| <N

contient au plus 2M termes non nuls (car le support de h est inclus dans
[—M, M]. On peut utiliser I'inégalité de Holder pour obtenir

| Mehia— k)|

< (X 1x bz —k))

|k|<N |k|<N
< (14 M I +1)( Y Ml = k)P?)
|k|<N
< 2M( Y uPlh(z - B)P).
|k|<N

6



En intégrant 'inégalité obtenue sur R, il vient

/R\ > Mh(z— k)| dz < 2M/R( 3 |,\k|2|h(x_k)|2)dx

k<N [k|<N

< (Y |)\k|2/R|h(:v—k)|2dx)

k<N

< oM|hl3 (3 (M)

|kl <N

‘ 2

IITb.

Si (My) ez est un élément de (*(Z), on peut définir un élément de V en posant

=Y mgh(-—k).

keZ

En effet, en reprenant les estimations du IIla, on a, pour toute partie finie
F de Z,

|32 mih(- = B)|[] < 2M|l3( 3 mel?)

keF keF

la sommabilité (dans I'espace complet V') de la famille (mih(- —k)), 4 résulte
alors de I'application du critere de Cauchy. En utilisant le fait que la trans-
formée de Fourier est une isométrie de L?(R) ainsi que le fait que la trans-
formée de Fourier de h(- — k), k € Z, soit la fonction

£ / h(z — k)e %%dx = / h(u)e €@ HR) gy = =€ p(¢)
R R

on voit que la transformée de Fourier de ¢ est ’élément de L?
( Z mke_““('))?z .
kez

Si I'on pose
1 .
my / m(z)e**dz ,

T2 s

la suite (my),; définit bien un élément de (*(Z) et 'on a

m = Z mke_““(')
ke

7



dans L?*(R/27Z) ; la transformée de Fourier de 1’élément ¢ de V' construit
précisément & partir de cette suite (my), . est donc la fonction g définie par

(&) = m(&)h(€).
ITIc.

La fonction my définie par my (&) = p(€) si |u(€)| < N et my(€) = 0 sinon
est une fonction mesurable 27-périodique (comme p) qui de plus est bornée,
donc de carré intégrable sur [—m,7]. La fonction gy = myh est, d’apres le
I1Ib, la transformée de Fourier d’un élément ¢ de V. De plus, puisque
Imn| < |pl et que

[ 1R |n(€) e < +o0,

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue assure

tim [ low(©) —v(©)Pde = tim [ BE)P [ma(©) - n(6)de

N—+00 N—+00

= lim h(£)[? 2de =0.
Jim [ RO lute) e
La suite (gy)n converge donc dans L?*(R) vers v, ce qui implique que la suite
pn converge vers 'image inverse par Fourier de v ; cette image inverse est
donc un élément f du sous-espace fermé V.

I11d.

La fonction h est, d’apres le IIa, la restriction a ’axe réel d’une fonction
entiere non identiquement nulle ; le principe des zéros isolés implique que
les zéros de h sont isolés dans le plan complexe ; le théoreme de Bolzano-
Weierstrass enfin assure qu’il ne saurait n’y en avoir qu’au plus un nombre
fini sur le compact [—, 7].

Une intégration par parties assure, pour tout & € R”,

~ M _itx _ 1 M ! —iéx
h(g):/_Mh(x)e ¢ dx—@/_Mh(g)e &z

d’ou il résulte

7 2 ”hI”oo
h(€)| < L,

Cette majoration suffit & assurer que pour tout & € [—m, 7],

EeR".

3 (€ + 2k)|? < +o0;
keZ



d’autre part, pour tout & de [—m, 7] tel que iAz(f) # 0 (donc pour tout & €
[—m, 7] en dehors d’un ensemble au plus fini de points)

S 1€ + 2km)? > [RE)? > 0.

ke
La fonction positive
| f(& + 2km)| |[R(€ + 2km)]
v = k€ = h
£ 0O SHermmr O
ke

est une fonction mesurable & valeurs dans [0, +00] (elle est construite a partir
des opérations usuelles —somme dénombrable, produit, quotient— et d’une
collection de fonctions mesurables). Cette fonction est de carré intégrable
car

> (€ + 2km)?
keZ _

R 3 |h(§ + 2k)[?
keZ

> |F (€ + 2km)?
keZ

J werds < (&) Pde

w27 N 9
< lez/—“% e e
ke
T f(E A+ 2km)P?
<y [ (B (€ + 20m) [de

e |h(€ + 2km)|?
keZ

< [T (S IFe+2hm))de < 1113
" ket

en utilisant d’abord I'inégalité de Cauchy-Schwarz (ligne 1), puis la relation
de Chasles (ligne 2), enfin Fubini-Tonelli (passage a la derniere ligne). 1l
résulte de ces estimations que la série

S F(€ + 2km)R (€ + 2kn)

ke
converge absolument pour presque tout £ et que la fonction
> F(& + 2km)h(E + 2k)
V1
& p(g) =16

> |h(E + 2km)[?

keZ

9



(définie presque partout sur R) est une fonction mesurable 27-périodique
telle que

[ 1) 3(€) g < +00;

on peut donc lui appliquer a Lf = ulAz la conclusion du ITlc, a savoir que L f
est la transformée de Fourier d’un élément de V.

I11e.

On sait que Lf est la transformée de Fourier d’un élément ® de V ; pour
vérifier & = Pf, il suffit de montrer que ® — f est orthogonal aux h(- — ko),
ko € Z, ou encore, en exploitant le fait que la transformation de Fourier réalise
une isométrie, que Lf — f est_orthogonal aux fonctions du type he™ tho(")
ko € Z. Or, si l'on écrit Lf = ,uh

| [1©h(© - F©)]h)ede
=¥ / H(E)R(E + 20m) — F(€ + 21m) A€ + 20m)eotde

led”

= Z/ fo‘f'?/fﬁm z f+2lﬂf+72l7r)]eik°§df
lez ked le?

= 0.

PARTIE IV: Transformées de Fourier de fonctions holomorphes
IVa.

On a, par I'inégalité triangulaire, pour tour z dans le disque ouvert de centre
1 et de rayon 1,

11— 2| 1
ogsl < £ L)

puisque, pour tout ¢ € [0, 1],

In(1-t)= /01—u_/ du—zg

(on peut intervertir série et intégrale car la convergence de la série est normale
sur [0,1]).
La fonction

6: t—2t+1In(1—1)

10



est croissante sur [0,1/2] car

1-2¢

0'(t) - ﬁ,

tel0,1];

comme A(0) =0, on a # > 0 sur [0,1/2], ce qui implique
—In(1—-|z—-1]) <2[z—1]

si|z—1]<1/2,dou |Logz| <2|z—1]si |z —1] < 1/2.

IVb.

Comme le rayon de convergence de la série entiere
Xk
&

vaut 1, on peut pour calculer (d/dz) Log z lorsque |z — 1| < 1 dériver terme
a terme la série définissant Log 2z ; on obtient ainsi
d 1 1
—Logz=Y (1-2)f=—— ==
dz ,;) 1-(1—-2) =
pour tout z tel que [z — 1| < 1. On a donc, toujours dans D(1, 1),

d —Log —Log <
0gz] — ogz(1 _ 2 =0
= et = oo (1 - 2 =,

—Log 2

ce qui montre, puisque D(1,1) est connexe, que la fonction z — ze y

est constante, égale a sa valeur en z = 1, soit 1 ; on a donc

eLog z

=z
pour tout z € D(1,1).

IVe.

Puisque la série de fonctions ), g, est supposée normalement convergente
sur €, il existe ng € N tel que

k>ny = |gllc <1/2.

On écrit alors, pour n > ng

1o

Y= [[(Q+agk) x J] exp(Log(l+ gk))
k=1 k=no+1

11



(en uilisant la conclusion de IVb). On a

> ILog (1 +gk)llo <2 D7 llgelloe < +o0

k>no k>no

en tenant compte des estimations du I'Va et du fait que ||gg|loo < 1/2si k >
no. La série de fonctions Y4, Log (1 + gx) converge donc normalement sur
Q2 vers une fonction holomorphe F'. Comme I’exponentielle est uniformément

continue sur le compact D(0,1), la suite de fonctions

n

I a+ gk))n>n0 = (exp( zn: Log (1 + gk)))

k=no+1 k=no+1 n>mno

converge uniformément sur Q vers exp F. La suite (7,),>1 converge donc
uniformément sur €2 vers

no +00
G=][0+g) xexpF=][(1+gk)-
k=1 k=1

Cette fonction G ne peut s’annuler en un point zy que si le produit

o

1+ ge)

k=1

s’annule en zg, soit si 'une des fonctions 1+ g, £k =1, ..., ng, s’annule en z;.

Ivd.

Si K est un compact de C, K est inclus dans un disque ouvert D(0, R). 11 ex-
iste (d’apres par exemple I'inégalité des acccroissements finis) une constante
Cr =9llp(o,r) telle que

Vz € D(0,R), |g(2)— 1| < Crlz|.
Pour tout n € IN*, on pose
gn = g(()/Zn) - 1.

La série Y-, g, converge normalement dans D(0, R) car

1
>_ llgnlloo,m < Cr ) 5 = Cn.

n>1 n>1

12



La suite de fonctions

/Yn n>1 — (ﬁ /2k ) = (H(1+gn))n21

n>1

converge donc uniformément sur D(0, R) (d’apres le IVc), donc sur K, vers

la fonction
—+o0

G=T1[g(()/2").

k=1
Comme K est arbitraire, la convergence de la suite (y,)n>1 vers G a bien lieu
uniformément sur tout compact de C.

IVe.
Soit z € C. Puisque, pour chaque k& € IN*,

k

" |Re 2|

|Im z| |Im z|

e 2k < e ok

|g9(2/2%)| < inf(1

I

on a, pour k € IN*,

k(k+1)

z)| < (ﬁinf(l 2 )exp(z [fm Z‘) nf(1 272) lmz|
i "|Rez| =1 B " [Re 2| '

Pour £ = 0, on se contente de majorer |G| par

|Tm 2|
He o = elmal

>1

IVT.
Pour tout £ € IN et pour tout £ € R, on a, d’apres le I'Ve,

k(k+1)

2
[€1F
on peut donc appliquer de maniere itérative le théoreme de dérivation des

intégrales dépendant d’un parametre de Lebesgue pour affirmer que la fonc-
tion H est de classe C'™ et que

|G(€)| < inf(1, )

1

H(])( ) = o
T

|7 Gleeyeca

13



(on utilise I’estimation précédente avec kK = j + 2 si I'on souhaite prouver
que H est bien ce classe C” et que sa dérivée a I'ordre j s’exprime comme
ci-dessus).

IVg.

Soit x € R. Comme la fonction

z = G(2)e™*

est une fonction entiere, I'intégrale curviligne de la forme différentielle

L G(opemdc
2

sur le bord (orienté dans le sens trigonométrique) du rectangle de sommets
—R, R, R+iy, — R+1y (dans cet ordre) est nulle. On majore les contributions
a cette intégrale données par les segments verticaux en utilisant le fait que,
si u est un nombre réel tel que |u| < |y| et si R > 2,

2
|G(£R + iu)| < Ee“"

(estimations du IVe avec k = 1). Ces contributions sont donc estimées par

y[elvI+a)
TR

et tendent vers 0 lorsque R tend vers 4+o0o0. Les estimations du IVe, avec
cette fois £ = 2, assurent la convergence des intégrales curvilignes

1
2T

+0oo .
| Geeta

et
1 +oo0-+1y .
/ G(C)e™dC .

2w —oo+1y

Ces deux intégrales sont égales d’apres ce qui précede (puisqu’elles sont lim-
ites des intégrales tronquées entre —R et R ou entre —R + iy et R+ iy en
vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue). On a donc

H@) = [ @i = [ 6l + inyeede.

2w —oo+1y 27 J-o

14



On en déduit, en utilisant les estimations du IVe avec k = 2,
23/2

1, ,
H(w)| < 5 y+ly/Rmf(1,W)dg;

si 'on fait tendre y vers +o0o (si z > 1) ou vers —oo (si z < —1), on voit que
dans I'une ou l'autre de ces situations H(xz) = 0. La fonction H est donc a
support compact, de support inclus dans [—1, 1].

PARTIE V : la fonction U de Rvachev
Va.

On part de la formule de duplication du sinus
sin z = 25sin(z/2) cos(z/2)
que ’on itere N fois pour obtenir
N
sin z = 2V sin(z/2") ] cos(z/2");
k=1

on a donc, pour tout z non nul (puis ensuite par continuité pour tout z en
prolongeant la fonction sinuscardinal sin z/z par 1 en z = 0)

sinz  sing e

H cos(z/2%) ;

< N ko
comme .
lim sz2N =1,
N—-+o00 5N
on en déduit
sin z

lim H cos(z/2%) =

N—H—oo

= ;f[ocos(z/Zk) :

On peut ainsi majorer |sin z/z| par

—Imz

‘SHZIZ‘S—iﬁo(eh;_kz —;e 2k )<exp<1mz|z ) e|Imz|’

k=1 k= 1

15



malis on a aussi
e|Imz|

~ |Rez|’

d’ou, en prenant en compte les deux majorations ci-dessus,

‘sinz‘

) e|Imz\ ,

‘smz‘ < in f
" [Rez|

Vb.

On est exactement dans les hypotheses de la partie IV (questions IVT et
IVg) en posant g(z) = sinz/z, g(0) = 1 (cette fonction est entiere car 0
est une singularité fictive puisque la fonction est continue en ce point). La
fonction U joue dans ce cas particulier le role de la fonction L du IVf et en
a toutes les propriétés.

Ve.
U est par définition la transformée de Fourier de la fonction

§HH

sin 2%)

2]

qui est bien une fonction intégrable car majorée par inf(1,1/|£|?) puisque
|sin€/€&| < 1 sur R. La fonction U est aussi intégrable car de classe C*° et
a support compact dans [—1,1]. D’apres la formule d’inversion de Fourier
rappelée dans les préliminaires, on a donc bien

~ Togin(4
0(e) = I

On a donc . ]
D) = T 2z _ 5‘25 0(e).
j=1  2i-1

La transformée de Fourier de
x—=2UQ2x +1)—2U(2z — 1)
vaut, en utilisant des changements de variables comme au Ib,
¢ = 2isin(¢/2) U(¢/2);

16



d’autre part, par une intégration par parties immédiate, la transformée de
Fourier de U’ vaut

§ il (©);
La formule /2
~ sin ~

implique donc, en multipliant par £ puis en prenant les transformées de
Fourier inverses, 1’identité

Ullz) =202z +1)—-2U2z—-1).

vd.

On montre par récurrence sur n € IN* toutes les propriétés (sauf la continuité,
valable seulement pour n > 2) concernant o,,.

Pour n = 1, la fonction o; = x est bien mesurable, positive, inférieure ou
égale & 1, d’intégrale 1, et de support dans [—1,1].

Admettons que o, ait toutes ces propriétés ; la fonction o, est par définition
la convolée de x avec la fonction &, = 20,,(2(+)) de support dans [—-1/2,1/2] ;
comme le support d’une convolée est inclus dans la somme de Minkowski des
supports, 0,41 est bien de support dans [—1/2,1/2] 4+ [-1/2,1/2] = [-1,1].
La positivité de 0,41 est évidente (intégrale d’une fonction positive) ; enfin,
on a, puisque la transformation de Fourier transforme I’opération algébrique
de convolution en celle de multiplication,

771 (0) = %(0)5(0) = 2 / on(20)dt = / on(t)dt = 1.
R R
Comme y <1eto, >0,o0na
i1 () < 2/ on(2)dt =1, VzeR.
R

On a d’autre part

1/4
oo (z) = 2/ X = 0)dt = mes ((=1/4,1/4] Nz ~1/2,2 +1/2),
—1/4
ce qui montre que o5 est une fonction continue affine par morceaux ; pour n >
2, on a aussi (par changement de variable correspondant a la commutativité
de l'opération de convolution)
1/2

Ont1(z) =2 12 on(2(z — u))du;
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la continuité de o, se déduit de celle de o, en utilisant le théoréme de con-
vergence dominée de Lebesgue (la fonction o, continue positive et a support
compact est uniformément majorée sur R et 1'on peut utiliser la fonction
constante correspondant a ce majorant comme chapeau d’intégration sur
[—1/2,1/2]). Les fonctions o,, n > 2, sont ainsi toutes continues.

Ve.

Comme 0,41 = 0, *x X, On a
Opn4+1 = 0Op ¥ X,
ou encore, pour tout £ € R,

in(3)

)]

|

=
TN

In+1(8) = oa(£/2)

N [y

en itérant, il vient bien, pour tout n > 1

e sin =
Un(f) = H ,52]
j=1 2

Pour n > 4, on peut majorer |7,| par

10
3k

puisque |sin&/€| < 1 sur R ; ceci montre que la transformée de Fourier de
on est bien intégrable si n > 4 (d’ailleurs n > 2 suffirait pour ce point) et
I’'on a donc, via la formule d’inversion rappelée dans les préliminaires

sin &
on(z) = % /R ( H T) e dy .

j=1 2

[0 (§)] < inf(1, =) ()

Sin >4, il résulte du théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un
parametre de Lebesgue (applicable deux fois du fait de lestimation (1) ci-
dessus) que o, est de classe C? et que I'on a

ng) (z) = o / ( li[

ns
27

)@ e™dn, k=1,2.

18



On a, toujours puisque |sin&/€| < 1 sur R et lorsque n > 2,

max(|73(€), U(€)) < inf(1, %) ;

d’autre part, pour tout £ € R, on a

Jim [5:(6) = U(©) =0
du fait de la formule pour U établie au Ve. Le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue s’applique donc ici et ’on a

lim [ |7a(6) = U(§)ldg = [ lim_[5a(€) ~ T(€)| dg =0.
R R

N—+o00 N—+o00
Toujours par la formule d’inversion de Fourier, on a, si n > 2,

1 - ~
on(e) = U@)| < o [ 152(€) — T(©)lde;;
T JR
on déduit donc de ce qui précede la convergence uniforme de o, vers U sur
I’axe réel.

VH.

Comme o,, > 0 (voir Vd), on a, par passage a la limite (Ve), que U est bien
a valeurs dans [0, 4+o00[. Si z € [-1,0], 22 — 1 € [-3,—1], et 'on a donc
U2z —1) =0 ; comme U'(z) =2U((2z+1) —2U (22 — 1) (Vc), on en déduit
que si z € [0,1], U'(z) =2U(2x +1) > 0, ce qui montre que U est croissante
sur [—1,0]. De méme, si z € [0,1], 2z +1 € [1,3] et U(22z+1) = 0 ; la méme
relation montre qu’alors U'(z) = —2U(2x — 1) < 0, ce qui prouve que U est
décroissante sur [0, 1]. D’ailleurs, on aaurait pu remarquer que U était une
fonction paire.

Comme U ne peut étre identiquement nulle (car U ne Pest pas), on a U(0) >
0. Soit a = inf{t €] —1,0[; U(t) # 0} ; supposons o > —1 (sinon, on a bien
U > 0 sur | — 1,0] et donc par parité sur | — 1,1[). Pour z €]a, —a], on a
U(z) > 0; en particulier si z €|(a—1)/2,(—-1—a)/2[, 2z+1 €]a, —a| et alors
U(2x + 1) > 0 ; la fonction U’ est donc strictement positive sur I'intervalle
|( —1)/2,inf(c, —1/2)[, intervalle sur lequel U est supposée identiquement
nulle ; ceci est absurde et 'on a bien « = —1 et U > 0 sur | — 1,1][.

Vg.
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On est (en prenant h = U) dans les hypothéses de la question ITIc ; en effet

[7(2k7r) _ sin (k) H sin fol _ {1 sik=0
T s b 0 sinon

On a donc, pour tout z € R,

SN Uz — k) = U(2km)e?*™ = 1. (1)

keZ keZ

En particulier, puisque U(k) = 0 pour tout entier |k| > 1 (U est de support
dans [—1,1]), on a U(0) = 1 (en utilisant la formule () ci-dessus pour
z = 0).

Vh.

On montre ces résultats par récurrence en utilisant la relation
Ulz)=2UQ2zx+1)—-U(2z — 1))

qui devient, en itérant,
U'(z) =4(U'(2z + 1) = U'(2z — 1))

ou, plus généralement, pour tout N € N,

ai dNU dVU
U= 2N+1(dx—N(2x +1) = (22— 1)).

Le maximum de |U| vaut 1 et est atteint en 0 ; comme U'(z) = 2(U(22+1) —
U(2z — 1)), le maximum de |U’| vaut 2 fois le module de I’écart maximum
des valeurs prises par U aux extrémités d’un intervalle glissant de longueur
2, soit ||U'||ec = 2. De plus, la formule U'(z) = 2(U(2z + 1) — U(2z — 1))
montre que U’ est strictement positive sur | — 1,0[, nulle en 0, strictement
négative sur ]0,1[. On itére ce raisonnement au cran suivant, exploitant
cette fois la relation U"(z) = 4(U'(2z + 1) — U'(2z — 1)) ; cette fonction
est strictement positive sur | — 1, —1/2[, s’annule en 1/2, est strictement
négative sur | — 1/2, 0], s’annule encore en 0, redevient strictement négative
sur |0,1/2[, s’annule encore en 1/2, puis redevient strictement positive sur
11/2,1] ; le maximum du module vaut 8. On justifie ce raisonnement en
examinant ce qui se passe lorsque ’on fait glisser une fenétre de longueur 2
le long de l'intervalle [—1,1] en examinant comment varie la différence des

dxN+1
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valeurs de U’ prises aux points extrémes de la fenétre. Le méme raisonnement
s’applique pour passer de U™ 3 UN* et 1’on voit que la norme ||UN ]|
s’obtient en multipliant par 2V+! Iécart extréme obtenu pour U soit

[T oo = 2V 1T

00 -
On en déduit ainsi par récurrence

(U], = gLr2t+N — g

On voit aussi (toujours par récurrence et en faisant glisser la fenétre de
longueur 2 le long du graphe de U™)) que les zéros de UNF1) sont les points
k/2N k| < 2N k € Z.

PARTIE VI : Quelques propriétés de U

On introduit, pour tout N € IN, la fonction hy de classe C*° et de support
dans [—2" 2"] définie par

1
La fonction hp vérifie bien

hy(0) = QLN /RU(t/QN)dt =U(0)=1

et ’on peut donc utiliser la clause (P1) du I1d pour affirmer qu’il existe pour
tout p € {0,..., N}, un polynéme @), ny de degré inférieur ou égal a p — 1,
tel que pour tout y € R,

=2 (K + Q1 (k) hn(y — k),

kel
s — N
ou encore, si y = 27 x,

1
oNPLP — o S (K + Qp1,n(k))U(z — k27N,
keZ

soit
1 k
2 = S K+ Qi (B)U (2 — o) -
ke
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VIb.

e On introduit les deux sous-espaces fermés de L?(R) que sont d’une part
Vv, d’autre part le sous-espace Wy des éléments de L%(R) tels que f soit
nulle presque partout hors de [—2Vm 2V7] ; si Qn désigne I'opérateur de
projection orthogonale sur Wy, on a fy = Qn[f]. On a, de par I'inégalité
triangulaire

If = Qn[fllle + IQn[f] = Pv o @n[flllz = [If — falla + If5 — Prfll2
> ||f — Py oQn[fllllz;

du fait de la définition de la projection orthogonale sur Vy et de ce que
Py o Qn[f] € Vi, on a

If = Py o @nlflllz 2 If = Pnfll2,

d’ou I'inégalité voulue.
e Soit g € L?(R). La projection orthogonale Ly(g) de g sur le sous-espace
engendré par les fonctions

k
Yy _U(yQN )

est donnée, de par le résultat établi au IIle, par

S G(€ + 2km)U (2N (€ + 2kT))

Ln(0)(© = e ramr— 029

ke

La projection orthogonale de f € L?(R) sur le sous-espace engendré par les
fonctions

s’obtient, une fois effectué le changement de variable y = 2Vz, comme la
projection orthogonale de

y = fy/2")
sur le sous-espace engendré par les fonctions
y—k

Y= _U( 9N ) )
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sa transformée de Fourier (on revient & la variable x) est donc donnée par

N > f(&+2V2km))U (€ + 2V 2kn))

_ ke 7
PN =2 0.

ke

On a, compte tenu du théoreme de Pythagore,

Ifn = Prfnllz = Ifnllz = 1P fullz

Puisque
Il = o [ 1@,
la formule a établir équivaut a la formule
12 o U
Pufnl? = — / 2 de .
12531 = 5 [ FOP = gy

keZ

On établit cette formule en exploitant le fait que PﬁN s’écrive sous la forme

Pyfn(€) = wn(6)T(€),

oll wy est une fonction 2N 27-périodique (explicitée plus hAaut) ; alors, tou-
jours par Plancherel, puis en tenant compte du fait que fy est de support
dans [—2N7, 2N7],

IPusxl} = Z/ o ©FT(€ +2V2im) Pd
_ L fOPIoEP
B 27r/—2N7r %|U(§+2N21w)|2d€'
le

Ceci prouve bien la formule voulue.

Vlec.
e D’apres le résultat établi au Ve, on a, pour tout £ € R, pour tout k£ € Z,
pour tout N € N, on a, pourvu que £/2V ¢ 277Z,

sin(£/2 + 2N712km) No1
£/2+ 2 1okr U(&/2+ 2% 2km)

U (& + 2N 2km)
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(ﬁ sin(&/27 + 2N 92kn)
g/za T 2N-i2kn

Jj=1

) U(&/2N + 2kn)

en reportant ces égalités au niveau de chaque terme figurant dans les sommes
impliquées au numérateur et dénominateur de I’expression

> |U(€ +2V2km)?
kez” _

> |UE+ 2N2km) |2
keZ

on trouve bien la formule demandée.
e On a, pour tout £ tel que £/2N ¢ 277 et £ # 0, la minoration triviale

D(E/2" +2hn)P _ [0(E/2Y)P
2l 2 e ")

(on minore une somme de termes positifs par I'un quelconque d’entre eux) ;
pour tout k£ € Z*, on a aussi, toujours pour un tel £, la minoration

& +2N2%kn| > 2Nn
ce qui permet de majorer pour un tel & I'expression

5 U (&/2N + 2kn)|?
|€ + 2N 2km|2N

kez”
par
U (g/2N + 2kr)[? 1 . _
S e T S g L 02 kR ()

kez” kez”
en injectant les estimations (*) et (**) au second membre de la formule
établie au premier point de cette question, on trouve bien I'inégalité voulue
pour tout & de [—2V 7, 2V 7] différent de 0.
Comme
PN 10 5in(£/27)

0©=11"5
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(formule établie au Vc), la fonction U s’annule en tous les points 2N 2k,
k € Z* ; on a donc

> U@N2km)* =0,

ke
ce qui prouve la validité de I'inégalité si £ = 0 (les deux membres de I'inégalité
valant 0 dans ce cas).

VId.

e Du fait de la formule N _
S e sin(e/2)
Ug)=1] ——=
1=
établie au Vc et de la derniere affirmation établie au IVc, la fonction U ne
s’annule qu’aux points £ ou 'une des fonctions

sin(¢/27)
.

s’annule. Ces points sont les points de la forme 27kmw, k € Z*, j € N* ;
I'intervalle [—m, 7] ne contenant aucun tel point, on a bien

j €N,

o= inf |U(€)]>0.

§|<m

On a aussi, pour tout & de [—m, 7], pour tout k € Z*,

< 1
&+ 2km| — w|k|

U (& + 2kn)| <

(toujours a cause de la formule établie au Ve, couplée avec 1'estimation de
la fonction |sinz/z| établie au Va). On a donc, en vertu du théoréeme de
convergence dominée de Lebesgue (appliqué dans le cadre de I'intégration
discréte sur Z*), la continuité de la fonction

T & S |UE+ 2km)
kez®

sur [—m, 7] (en effet, chacune des fonctions |U((-) + 2km)[%, k € Z*, est
continue sur [—m,7] et (1/(m|k[?)), ., € I'(Z*) “coiffe” cette suite de fonc-
tions uniformément par rapport a £&. La fonction T admet donc une borne
supérieure 3 finie (et atteinte) sur [—m, 7).
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eSi|(|<2VTet N>p,ona

€Y €[ 2 L
(2N7T)2N — (2Nﬂ-)2p —

|§\2p

en utilisant la formule établie au second point du VIb, combinée avec I'inégalité
établie au second point du Ve, on a donc, pour tout N € IN, pour tout

p € {0,..., N},

1 2% ¢ Y(£/2N
= Pufull < 5 [ el AOP G S
1 B 272Np
< o Lo [emfera:

on a donc, pour tout p € N et tout N > p, pour tout f € L*(R),
2 o VB
iy el

Q

D’autre part, on a, du fait de la formule de Plancherel, toujours si p et N
sont deux entiers positifs ou nuls tels que 0 < p < N,

| fv — Pnfnll2 <

1

1/2
_ Iy 2

_— 1/2
= ( [ o) |f(£)|2d§>

2N 1

Jon T — (1€ Fll> -

IN

VAN

Comme on a

If = Pnflle < | f~v = Pnfullo + If = fnll2

(inégalité établie au premier point du VIb), on a bien I'inégalité demandée en
injectant les estimations respectives de || fx — Py fn |2 €t || f — fu||2 prouvées
pour tout f € L?(R) pour tout p € IN dés que NN est un entier tel que N > p.
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