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SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE LAPLACE

Transformée de Fourier et résolution d’EDP

Pour des rappels de bases concernant la notion de transformée de Fourier, on pourra par
exemple consulter les ouvrages [Rud95, Laa0l].

Exercice 1 Résolution de l’équation de la chaleur ([Laa01] p. 264)
On souhaite résoudre I’équation de la chaleur :

1
Opu(t,r) = iagwu(t,x) pour x € Ret t >0, (1)

u(0, ) = up(z) pour z € R,

ol ug est une fonction intégrable donnée. On va chercher & résoudre ’équation en supposant que
“tout est permis” puis on controlera a posteriori que tous les calculs sont licites. On suppose ainsi
qu’il existe une fonction u solution de (1) telle que, pour tout ¢ > 0 fixé,

/|u(t,:c)| dx < +o0, / dx < +o0, /
R R R

On suppose de plus que pour tout t > 0, on a

du
Ot

du

T (t,z) dx < +o0.

9%u
@(75’93)

(t,x)e " dx = aat/u(t,x)e_im dzx.
R

Considérons alors sa transformée de Fourier (en x) :

dx

a(t,y) == /u(t,:v)e_my oz

1. Montrer que dyu(y) = iyi(y) et 92,u(y) = —y2a(y).
Solution : I'idée naturelle est d’intégrer par parties :

V2r

Il s’agit donc de voir que le terme de bord est nul. C’est clair si x — (¢, x) est & support
compact ce qui n’est malheureusement pas le cas ici comme on le verra plus loin. Une
hypothése faible permettant de conclure est que x — u(t,z) est C!, intégrable, de dérivée
intégrable. En effet, sous ces hypothéses, les limites lim, .+ u(t, ) existent car on peut
écrire

Ozu(y) = \/12? /Omu(t,x)e_mydx = [u(t, z)e V] T2 + X iy/u(t,a:)e_”ydm. (2)

u(t,z) = u(t,0) + /095 Ozu(t, z)dz,



et le dernier terme converge lorsque x — 400 car J,u est intégrable. Par ailleurs, comme
u est intégrable, les limites limy, 400 u(t, ) sont nécessairement nulles et le terme de bord
dans (2) est bien nul. Le méme argument, sous I’hypothése supplémentaire que u est C? et

02u est intégrable, permet de montrer que 02, u(y) = —y>u(y).

. Montrer que, pour tout y € R, la fonction ¢ — (¢, y) est solution de

. 15,
8tu(t7y) = _§y2u(t7y)

Solution : il s’agit simplement d’appliquer la transformée de Fourier F & chaque membre de
I'équation de la chaleur, et d’utiliser d’une part la commutativité de 9; et F (hypothése ici),
et la question précédente.

. En déduire que ,
VE>0, Yy eR, a(t,y) = do(y)e ¥ V2

Solution : & y fixé, ’équation obtenue a la question précédente est une béte équation du
premier ordre en t que 1’on sait intégrer.

. Calculer la transformée de Fourier de la fonction p(x) = e—r?/(2) /v/t. On peut se souvenir
que si Y suit la loi N(0,1), alors E(e®Y) = e—t2/2.
Solution : on a

_ 42
mydx —e ty? /2 (z+ity) /Qtdx ty /2

7 Tk

5 dz

)

=1

. En déduire que Vi >0, x € R :
1
u(t,x) = ug * pe(x) V2 = — /uo(z)pt(z —z)dz = E(ug(z + VtY)),
V2

ou Y suit la loi A(0,1).
Solution : d’aprés le calcul ci-dessus I'équation a(t,y) = dg(y)e ¥"¥/2 s'écrit encore :

F(u) = F(uo) X F(pt),
or le membre de droite n’est autre que la transformée de Fourier de ug * p; car
Flup *xpr) = V2 X F(ug) X F(pt).

Par injectivité de la transformée de Fourier, on en déduit que
(t.2) = —
u(t, r) = —==muq * p;
V2T

. On vérifie alors aisément que la solution trouvée wu satisfait toutes les hypothéses formulées
au début et au long de I'exercice.



Exercice 2 Résolution de l’équation des cordes vibrantes ([Laa01] p. 267)
On considére I’équation des cordes vibrantes :

Oiu(t,z) — a*02,u(t,x) =0 pourx € Ret t >0,

u(0,2) = f(x) pour x € R, (3)

ou(0,2)) = g(x) pour = € R.
On suppose d'une part que f € C?(R) NLY(R) et que f’ et f” sont intégrables, et d’autre part
que g € C1(R) NLY(R) et que ¢’ est intégrable. En suivant la méme méthode que dans ’exercice
précédent, exhiber une solution u(t,z) du systéme ci-dessus telle que u et ses deux premiéres

dérivées par rapport aux variables ¢ et x soient intégrables.
Solution : Pour varier les plaisirs, on adopte ici la normalisation :

o) = F()w) = [ vla)e >
Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier F a chaque membre de 'équation (3), on obtient
Ot + 4a’m*y*u = 0,
i.e. une équation du second ordre dont la solution générale est de la forme
u(t,y) = A(y) cos(2mayt) + B(y) sin(2mayt).
En prenant en compte les conditions initiales, il vient

a(t,y) = f(y) cos(2mayt) + 2975'3;

sin(2rayt).

Il reste & reconnaitre, en chacun des termes du dernier membre de droite, des transformées de
Fourier. On vérifie d’'une part que :

~

fy) cos(2mayt) = o [F(f(x + at))(y) + F(f(x — at))(y)]

1
2
et d’autre part :

QgT(FZ)y sin(2mayt) = % 79 % U maran) (9)] -

Finalement, via la transformée de Fourier inverse, on obtient la solution de I’équation (3) :

u(t,2) = 3 (@ +at) + fw = at) + 5 [g% 1 apan] (&),
c’est-a-dire . | peta
u(t,z) = 3 (f(x +at) + f(x —at)) + % / g(u)du.



Transformée de Fourier et principe d’incertitude

Exercice 3 L’inégalité de Heisenberg
On se propose de montrer (en partie) le résultat suivant qui a une certaine importance, voire une
importance certaine en mécanique quantique...

Théoréme 1 Soit f € L? := LA(R,dx), f # 0, telle que xf(x) € L? et §f(§) € L2. On pose

Tpi= T F?()d
r= g e &= | arte

et
1 1/2 1 ~ . 1/2
Ayp = - A, — ! _EN2I (N '
1= (g e armre) o (Hﬂ'g/R(g &217©) 5)
Alors )
Ardpz g @

avec égalité si et seulement il existe o, m € R, o0 € R*, a € C* tel que

—m)?2

f(z) = ae'®®e™ 202

1. Déterminer Z,, ég, Ay, Ag en fonction des quantités correspondantes pour f lorsque
(a) g=Af, avec A € C*; o
Solution : ici, rien ne bouge T, = Ty, {; = &, Ay = Ay, Ay = Af-
(b) g(x) = f(Az), avec A € R*; A
Solution : dans ce cas, on a §(§) = +f(£/A) et

1 1
Zg )\xf, fg )\ff, g = WAf, Ag = |)\|AJ3, et donc AgAg = AfAf

(¢) g(x) =nf, avec h € R*;
Solution : la translation affecte seulement la position de sorte que

Tg=1Z5+h, Engf, et AgAg:AfAf.

(d) g(z) = €% f(x), avec ¢ € R.

Solution : cette fois, le changement de phase n’affecte que la vitesse :
Tg=2f, Eg = gf + ¢, et AgAg = AfAf.

2. Montrer que pour obtenir I'inégalité (4), il suffit de montrer que pour toute fonction f
satisfaisant aux hypothéses, on a :

. 1 .
lzf113]1£f115 > ZIIfH%HfH%- (5)

Solution : d’aprés la question précédente, si g = e~%/% f(x + Zyf), alors 4 = 0 et Eg =0de
sorte que
lzglBISOE _ \ A _pn
llgll3119113 e d
Pour obtenir I'inégalité désirée pour f, il suffit donc de I'avoir pour g et donc il suffit de
prouver que pour toute fonction f satisfaisant les hypothéses du théoréme la minoration (5).



3. En intégrant par parties, montrer que 'inégalité (5) est vraie pour toute fonction f de
I’espace de Schwartz S.
Solution : soit f € S, en intégrant par parties puis en appliquant l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a

11 = [ 5@ ft@as = -8 ( [ar@oufiaras) < 2lalLlioafll (©
La transformée de Fourier étant une isométrie (identité de Parseval), on a

17113 = 2| £113-

Par ailleurs, étant donnée la dualité dérivation/multiplication en Fourier, on a

2|0, f113 = 116113

Au final, en élevant au carré 'inégalité (6), il vient

IFIBIAIE = 27lIf1|2 < 27 x 4|z £[[3]102f113 = 4/l fI131I€7113,

d’ott le résultat. Le cas d’égalité dans I'inégalité ci-dessus correspond au cas d’égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e. au cas ol les termes auxquels on applique I'inégalité sont
proportionnels. S’il existe A € R tel que 0, f = Axf, alors f = cste /2 e f est la densité
d’une variable gaussienne.

Le cas général ou f € L? peut étre obtenu en décomposant f sur une base hilbertienne bien
choisie, par exemple la base des polynémes d’Hermite (voir exercice 77).

Exercice 4 Une inégalité d’incertitude récente (J. Bourgain, 2007)
Dans cet exercice, on définit la transformée de Fourier via la formule :

f() = / f()e2mi da

1. Réécrire la transformée de Fourier d’une gaussienne et la formule d’inversion avec cette

convention.

22

Solution : Avec cette convention, la transformée de Fourier de la gaussienne g(x) = e~ 202
est g(§) = V2raZe 20 on particulier lorsque 2702 = 1, la gaussienne est un point fixe
de la transformée de Fourier : g(z) = e ™", §(€) = e, La formule d’inversion devient

f(@) = (=),
Soient f et f deux fonctions dans L!(R) telles que

a. f est la transformée de Fourier de f, ¢. f(x) > 0 pour |z| > a > 0 et f(0) <0,
b. f et f sont paires et réelles, d. f(§) > 0 pour [¢] >a > 0et f(0) <O.

Il s’agit de montrer que dans ces conditions, le produit ad est minoré par une constante absolue
strictement positive.

2. Pourquoi la condition b. est-elle contenue dans les conditions c. et d.?
Solution : La condition b. est contenue dans les conditions c. et d. car c. implique que f est
réelle et donc f est paire; la condition d. implique que f est réelle, ce qui entraine que f est
paire.



. Montrer que 'on peut supposer que a = a et que 'on peut se limiter aux fonction f qui
sont égales a leur transformées de Fourier.

Solution : soient A > 0 et fy(z) := f(Az) un changement d’échelle. Les fonctions fy et fa
vérifient f) > 0 et f)\ > 0 sur les ensembles x > a/A et & > Aa respectivement. On peut
donc effectuer un changement d’échelle sans changer le produit aa. Considérons la fonction
g:=f+ f . Par parité et d’aprés le théoréme d’inversion, on a § = g. Par ailleurs, on a
g(0) <0 et g(z) > 0si|z] > a = a. On peut donc sans perdre en généralité supposer que
f=1r

. Montrer que 'on peut supposer que || f||1 =1 et f(0) = 0.

Solution On vérifie sans difficulté que la fonction g(z) = f(z) — £(0)e~™" vérific les mémes
hypothéses que f avec en bonus g(0) = 0. Par ailleurs, la normalisation pour la norme L*
n’a pas d’'influence sur le seuil a.

. Sous ces conditions, que vaut [ f(x)dx? Montrer qu'alors [ f* = [ f~ =1/2.
Solution : on a d’une part

Comme f = f* — f~, on en déduit que

/R FHa)de = /R F(2)da.

Par ailleurs, comme f est normalisée en norme L' (Cf. question précédente), on a

1= [ 1@l = [ 5@z [ 1 (@),

et on en déduit naturellement :

/Rﬁ(g;)dx:/Rf(x)d:c _ %

. En déduire que f|x‘>a 1f1 <1/2et f\x|<a |f| >1/2.
Solution : par définition de la fonction f :

/|m>a F@lide = /|:c|>a fH@)de < /wag)dx N %

Comme ||f||1 =1, il en découle que f|x|<a |f] > 1/2.

. Montrer que sup |f| < 1, en déduire une minoration de a et conclure.
Solution : par le théoréme d’inversion, on a

flz) = /IR F©)e 2,

et en majorant brutalement, pour tout r € R :

mwgémmﬁgéﬂwm—l

donc

sup | f(z)] < 1.
zeR



De l'inégalité f‘x|<a |f| > 1/2, on déduit alors

1
swplf@)| [ 1dw > / F@)|de >
zeR lz|<a |z|<a 2

et donc 2a > 1/2 puis a® = aa > 1/16.

8. On peut poser le méme probléme dans R™. Etablir une minoration de a dépendant de n en
suivant la méme méthode.
Solution : de la méme fagon, si vol(B,) désigne le volume de la boule unité dans R", on
montre que

vol(By)a"™ >

DO =

La transformée de Laplace d’une mesure

Pour des rappels de base concernant la notion de transformée de Laplace, on pourra se référer
par exemple a [DCD82|. Soit p une mesure de probabilité sur R muni de sa tribu borélienne. On
lui associe sa transformée de Laplace L, & valeurs dans [0, 400, définie pour ¢ € R par :

L(t) :== /Rdem u(dr).

Naturellement, on s’intéressera essentiellement au réels ¢ tels que L, (t) est finie.

Exercice 5 Transformées de Laplace usuelles
Des calculs directs permettent d’établir I'expression des transformées de Laplace L, (t) des mesures
suivantes :

1. la mesure gaussienne N (0,1) de densité

1 ( x2>
T — exp | ——= ),
Vo P 2

Solution : Le calcul direct donne

to _—x2/2 dx i t2/2/ _@-9? dx 2
e € = =F¢ e 2 —=¢e"'% VteR.
/ i N

A retenir : loi gaussienne est un point fixe de la transformée de Fourier, on déduit 1'expression
de la transformée de Laplace par changement de variable x < ix.

2. la mesure gaussienne A'(m, o?) de densité

1 (x —m)?
T exp | ———52
V2ro? P 202 ’

Solution : le calcul direct donne

2,2
/6tme—(m—m)2/202 dx — 602t2/2+mt/6(z_n;;201) dx — 6a2t2/2+mt’ Vi eR.
V2mo? V2mo?

Variante : on peut partir de 'expression précédente puis recentrer et normaliser.



3. la mesure exponentielle de densité
z = Ae M,

Solution : la transformée est finie si et seulement si ¢ < A et une intégration directe donne :

—+o0 —+o0 A
/ e e My = )\/ PR ALY ——

4. la mesure de Cauchy de densité

1 1

ml+a2

Solution : la loi de Cauchy n’admet pas de moment d’ordre 1, et a fortiori pas de moment

exponentiel, i.e. la transformée de Laplace est finie en ¢ = 0 ou elle vaut naturellement 1, et
elle est infinie ailleurs.

T —

5. la mesure de Poisson

Solution : Un calcul direct donne :

o0 t\\k
S A ENY et
e k' =€ .
=0

6. la mesure binomiale N
ny K n—k
= E 1— 0.
2 2 <k>p ( P) k

Solution : enfin, par la formule du binéme, on a

zn: <Z) (e'p)"(1—p)"* = (1—p+pe')™.

k=0

Exercice 6 Quelques propriétés de la transformée de Laplace
Voici quelques propriétés classiques de la transformée de Laplace L.

1. Montrer que L est convexe. Que dire de son domaine de définition ?
Solution : c’est une conséquence immédiate d ela convexité de la fonction exponentielle.
L’ensemble de définition de la transformée est un convexe contenant l’origine.

2. Quel lien existe-t-il entre la régularité de L en 0 et les propriétés de pu?
Solution : en développant ’exponentielle en série, on constante que la régularité de la trans-
formée en l'origine est reliée aux moments de u.

3. Montrer que L est log-convexe (i.e. log L est une fonction convexe).
1l s’agit d’une conséquence immédiate de l'inégalité de Hélder

4. Que dire de la transformée de Laplace de pu*x v ?
Solution : c’est le produit des transformées de Laplace de u et v.

Exercice 7 Inégalité de Chernov
Soit (X,),,~; une suite de variables aléatoires centrées, indépendantes et identiquement distribuées
de loi p et de transformée de Laplace L définie sur intervalle d’intérieur non vide.



1. Montrer que, pour tout r > 0,

P(i f:xk > 7~> < exp (—nsup(r)\ - L(A))).

=1 A>0

Solution : pour X > 0, on écrit

1 n
(n; ) _T> (6 =° )’

puis on applique I'inégalité de Markov :

P(e)\ZXZ— > e)mr) < e—/\an[eAZXi] _ e—)\an[ez\Xi]n_

Il ne reste alors plus qua optimiser en A.

2. Que donne cette majoration pour la mesure gaussienne ? la mesure exponentielle 7 la loi de
Poisson ?
Solution : on trouve les extrema en dérivant par rapport a A.

Autour du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

Tout ce qui concerne le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck se trouve dans les dix premiéres
pages de [Bak94]. Soit A 'ensemble des fonctions de classe C*°(R, R) a dérivées a croissance lente.
Une fonction f est dite a croissance lente s'il existe un polyndéme P tel que |f| < P. Dans toute
la section, les fonctions considérées seront supposées appartenir & I’ensemble A.

Définition 1 Le semi-groupe d’Ornstein- Uhlenbeck sur R est la famille (N¢),~, d’opérateurs agis-
sant sur les fonctions f de A par :

def. _ —
Ni(f)(w) = /Rf<e ‘r+V1-e Qty) v(dy),
ot vy désigne la mesure gaussienne standard sur R :

2 Ay

Vdy) =e P 75

Pour simplifier les expressions, on pourra poser

- déf.

ct ) e et dy = V1—e 2,

Exercice 8 Propriété de semi-groupe et générateur infinitésimal
Montrer que la famille (INy),~ vérifie les propriétés suivantes :

1. pour tout ¢t > 0 et toute fonction f € A, N¢(f) € A,
Solution : Comme f est & croissance lente, on a
INe(f)(@)] < [If(e™'z+V1—e?y)y(dy) < [ Ple™'z+ V1 — e ?y)y(dy)
< J (X0 arly, 2% dy) = Lo bi(D)a*.
Dans 'expression ci-dessus, les fonctions aj sont polynomiales en la variable y, et les fonc-

tions by sont obtenues par intégration des aj contre la mesure gaussienne. Le raisonnement
est le méme pour les dérivées de f.



2. pour tout ¢t > 0, N;1(z) =1,
Solution : c’est clair si 'on se rappelle que

Ntf(:v):E[f(etx—i— 1—e—2ty)}, ot Y ~N(0,1).

3. pourtoust > 0et f € A, f >0 entraine N;f > 0,
Solution : idem.

4. pour toute fonction f € A, Nof = f,
Solution : trivial, faire t = 0 dans ’expression.

5. pour tous s,t > 0et f € A, NyNsf(x) = Nepsf(x).
Solution : le calcul direct peut étre fastidieux. Une facon élégante de procéder consiste a
remarquer que

NN, f(z) =E [ f (et (esm +/1- 6—282) +/1- e_QtYﬂ ,

ou les variables Y et Z sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes, de sorte que

1 —e 2724+ 1—e2Y ~ N(0,1 — e 2(49)),

NN f(x) = E[f (e 2+ V1 — e 2t+9)Y] = Ny o f(2).

l.e.

6. Montrer que
lim - (Ntf Nx)=f"(x) - 2f'(2).

Solution : il s’agit naturellement de faire un développement limité au voisinage de x i.e. au
voisinage de t = 0. On écrit

fle V1= e 2y) = flat(e " =Da+ V1 — e 2y) = fla—(t+o(t))a+(V2t+o(V21))y),

les infinitésimaux étant uniformes en x et y. Par la formule de Taylor, on a alors

Flee + V1= e 2y) ~ fa) — taf (x) + V2yf (0) + 152 (@) + oft).

Comme f et ses dérivées sont a croissance lente, le petit o ci-dessus, vu comme fonction de
T et y peut étre majoré par une fonction polynomiale en x et y. On peut donc passer & la
limite ¢ — 0 sous l'intégrale, et comme [ yy(dy) =0et [ y?y(dy) = 1, il vient naturellement

lim — (Ntf N@) = f"(@) —zf'(2),
L’opérateur A défini sur A par
Af(z) = ["(z) — = f'(x)

sera appelé générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.
7. Montrer que
ONtf = A(Nef) = Ni(Af).

Solution : la relation est vraie en t = 0 d’aprés la question précédente, par la propriété de
semi-groupe, elle s’étend a tout ¢t € RT.
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