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FORMULES INTEGRALES POUR LE COMPTAGE DES ZEROS

Ce document a pour but de s’entrainer a ’écrit d’analyse de ’agrégation externe de mathématiques.
Etant donnée une fonction f : R — R de classe C!, on notera

N(f,la,b]) := #{z € [a,8], f(z) = 0} € NU {+o0}

le nombre de zéros de f dans l'intervalle [a,b] C R. On cherche en particulier & exhiber des formules
intégrales pour N(f,[a,b]). On dira qu'une fonction f : R — R de classe C! est non-dégénérée si elle n’a
pas de zéro double, i.e. si

f(@) = 0= f'(z) #0.

Si f est une telle fonction de classe C'* non-dégénérée et () # [a,b] C R, on pose

o = inf F(E)] +17() > 0.

Exercice 1 (Formule de Kac—Rice)
Dans tout l'exercice, f est une fonction de classe C' non-dégénérée et () # [a,b] C R un intervalle.

1. Montrer que [ a un nombre fini de zéros dans [a,b].

2. Montrer que si 0 < & < g[q) et si f(a)f(b) # 0, alors sur Uouvert {x, |f(z)| < e}, on a

b
/ /(@)1 oy <o = 26  N(f, [a,b]).

3. En déduire la formule de Kac—Rice

1 b
Nt = tim 5 [P @eds. ()

4. Montrer que si f a N zéros et K points critiques dans [a,b], alors pour tout € > 0, on a
1 b
2*5/ |f'(2)|1)p(2))<cde < N + 2K.

Exercice 2 (Lemme de Bulinskaya)
Sur un espace de probabilité (Q, F,P), on considére une fonction aléatoire f : [a,b] — R de classe C*. On
suppose que les variables aléatoires f(t) ont des densités py(y) uniformément magorées, i.e.

sup ps)(z) < C < o0,
t€la,b]
z€R

L’objectif est d’établir que f est alors presque sdrement non-dégénérée (lemme de Bulinskaya). On note
To =To(w) :={t € [a,b], f(t) =0 et f'(t) =0} Uensemble (aléatoire) des zéros doubles.

1. Siwy ([a,b],0) désigne le module de continuité de f' de pas §, montrer que si |t — s| < ¢ alors
P({To N [s,t] # 0} N {wy ([a,b],6) < e}) < P(|f(s)] < de)
2. En découpant convenablement l’intervalle [a,b], en déduire que

P(Ty # 0}) = 0.



Exercice 3 (Zéros réels des polynomes trigonométriques aléatoires)
On considére un polyndme trigonométrique aléatoire de degré n

fnlz) = % Z ay cos(kx) + by sin(kz), xR,
k=1

ot les coefficients (ay) et (bg) sont des variables gaussiennes centrées réduites, toutes indépendantes, défi-
nies sur un espace de probabilité (2, F,P)

1. Quelle est la loi du couple (f,(x), f(x)) ? Dépend-elle de x ?
2. Montrer que les fonctions f, sont presque siirement non-dégénérées.

3. A partir de la formule de Kac-Rice (formule (x) de lexercice 1), déterminer le nombre moyen de

zéros de fr, i.¢ E[N(fn,[a,b])]. Quel est son comportement asymptotique lorsque n tend vers l'infini ¢
Interpreter.

Exercice 4 (Une formule non-asymptotique)
Comme plus haut, f est une fonction de classe C* non-dégénérée et () # [a,b] C R un intervalle. On pose

ny(z) =/ f(x)? + f'(x)?. Pour e >0, on définit la fonction ¢. par

-1 stz < —¢,
de(x): =< x/e si —e<z<e,
1 St x> €.

On remarquera que pour x # 0, lorsque € tend vers zéro, ¢.(x) converge vers sign(x) le signe de x et que
pour presque tout z, ¢L(z) = 11 _. 4.

1. Montrer que l’'on a aussi
1 b f’($)2

N lat) =l | @

) 1 b /x
1) f(a)|<cdx = lim - (@)

s [y G0 @) d

2. Dans le cas ot f est 2m—périodique, montrer que lon a alors

N(, [0,27r]):—% /0 (@) i) - @) L gy

Exercice 5 (Une généralisation)
Soit F une fonction de classe C' sur R telle que

lim F(z) = -1, lim F(z)=1.

T——00 r—+00

1. Dans le cas ou f est 2m—périodique, montrer que l'on a plus généralement

= (52) (1)

2. Montrer que l’on a en particulier

27 pn T ) — ' (z 2
N2y =1 [T RN

8. Donner une formule analogue lorsque f n’est pas périodique.




