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FORMULES INTEGRALES POUR LE COMPTAGE DES ZEROS

Ce document a pour but de s’entrainer a I’écrit d’analyse et probabilités de 'agrégation externe
de mathématiques. Etant donnée une fonction f : R — R de classe C, on notera

N(f,[a,b]) := #{x € [a,b], f(x) =0} € NU {+o0}

le nombre de zéros de f dans 'intervalle [a, b] C R. On cherche en particulier a exhiber des formules
intégrales pour N(f,[a,b]). On dira qu'une fonction f : R — R de classe C! est non-dégénérée si
elle n’a pas de zéro double, i.e. si

f(z)=0= f'(z) #0.
Si f est une telle fonction de classe C! non-dégénérée et () # [a,b] C R, on pose

Elap] = xérﬁsz] |f(x)] + [f'(x)] > 0.

Exercice 1 (Formule de Kac—Rice)
Dans tout Uezercice, f est une fonction de classe C! non-dégénérée et O # [a,b] C R un intervalle.

1. Montrer que f a un nombre fini de zéros dans [a, b].
On five 0 < & < €[qp). L'owvert {f < e} s’écrit comme une union d’intervalles disjoints qui
recouvrent l’ensemble (compact) des zéros. De ce recouvrement, on peut extraire un recou-
vrement fini. Or dans chacun des intervalles composant ce recouvrement fini, il y a (au plus)
un zéros car [ y est monotone (' ne s’annule pas).

2. Montrer que si 0 <& < e[y et si f(a)f(b) # 0, alors sur Uouwvert {z, |f(r)| <e}, on a

b
/ /(@)1 ey <o = 26 x N(f.[a,b]).

Comme plus haut, Uowvert { f < e} s’écrit comme une union d’intervalles disjoints U;]a;, bi.
Sur chacun des intervalles |a;, b;[, f' ne peut s’annuler et est donc de signe constant. De
plus, on a naturellement f(a;) = e et f(b;) = Fe (maximalité) de sorte que

b;
/ (@)1 oy o = 2.

i

Par le théoréeme des valeurs intermédiaires, il y a en fait un unique zéro dans chaque inter-
valle et par suite

b b;
/ |f' ()1 f () <cdr = Z/ | /(@) |1 (@) <cd = 2¢ x N(f, [a,D]).



8. En déduire la formule de Kac—Rice

D’aprés ci-dessus, le rapport
1 b
/ /(@)L (0| <cda
€ Ja

est constant égale a N(f,[a,b]) pour & < €[4y

4. Montrer que si f a N zéros et K points critiques dans [a,b], alors pour tout € > 0, on a

1 b
25/ |f(2)|1)p(2)<edr < N +2K.

Comme ci-dessus, on raisonne sur le nombre de composantes connexes (intervalles) de ’en-
semble ouvert {f < e}, selon que f’ s’annule ou non. Précisément, on écrit

{(f<et= U Jabil,

el Ul

avec I ’ensemble des indices correspondants o des intervalles ot f' ne s’annule pas, et Iy
I’ensemble des indices correspondants a des intervalles ou f' s’annule. Sur Iy, le raisonne-
ment de la question 2 s’applique et on a donc

Z/ 2)[1)p(2)<cdz = 2eN.
i€lq

Par ailleurs, sii € Iy et sity, ..., ty, désignent les points critiques de f dans [a;, b;], on a

b;
/' /(@) |1 p ) <cde < [f(t1) = flaa)| + 1f () = ftm,)] < 2ems,

d’ot en sommant sur tous les intervalles

Z/ ’]l‘f(z |<€dx < 2Ke.

i€ly

Exercice 2 (Lemme de Bulinskaya)
Sur un espace de probabilité (0, F,P), on considére une fonction aléatoire f : [a,b] — R de classe
C'. On suppose que les variables aléatoires f(t) ont des densités D) uniformément magjorées, i.e.

sup Py (w) < C < +oo0.

t€[a,b]
rzeR

L’objectif est d’établir que f est alors presque strement non-dégénérée (lemme de Bulinskaya). On
note Ty = To(w) := {t € [a,b], f(t) =0 et f'(t) = 0} Uensemble (aléatoire) des zéros doubles.



1. Si wp([a,b],6) désigne le module de continuité de f' de pas 6, montrer que si [t —s| < §
alors
P{To N s, t] # 0} n{wy([a,0],6) < e}) < P(|f(s)] < d¢) < 2C6e.

Si {To N [s,t] # 0}, il existe o € [s,t] tel que f(a) = f'(«) = 0. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe alors B € [s,a] C [s,t] tel que

f(s) = f(s) = fla) = (s = a) f'(B) = (s = a)(f'(B) = f'(e)).
En prenant les valeurs absolues, si {wp ([a,b],8) < £}, il vient alors
[F(8)] < |s = allf'(B) = ()] < de.
On a donc bien
P{To N s, t] # 0} N {wp([a,b],6) < e}) < P(|f(s)| < de).

Par ailleurs,
+de

P(|f(s)| < 0¢) = /_ st (e < 203,

2. En découpant convenablement l'intervalle [a,b], en déduire que

PH{To # 0}) = 0.
Fizons € > 0 et choisissons § > 0 assez petit de sorte que
P({wy ([a,b],0) > e}) <e.

On découpe alors Uintervalle [a,b] en m sous-intervalles réguliers [t;,t;11] de taille 6. On a
alors

P({To #0}) =P({To # 0} N {wy([a,b],0) > e}) + P{To # 0} N {wy([a, b], ) < e})
< P({wy([a,0],6) > e}) + P({To # 0} N {wp([a,b], ) < €})
< e+ 250 PUTo N [ty tia] # 0} N {wp([a, 0],0) < e})

<e+ 3L P(f(t)] < de) <e+mx Coe < e+ Clb— ale.

Exercice 3 (Zéros réels des polynémes trigonométriques aléatoires)
On consideére un polynome trigonométrique aléatoire de degré n

1 n
fu(z) = NG Zak cos(kz) 4 b sin(kx), =z € R,
k=1

ot les coefficients (ax) et (by) sont des variables gaussiennes centrées réduites, toutes indépen-
dantes, définies sur un espace de probabilité (Q, F,P)



1. Quelle est la loi du couple (fn(x), f} (x)) ¢ Dépend-elle de x ?
Le couple (fn(z), fl(x)) est un vecteur gaussien centré (combinaison linéaire de variables
gaussiennes indépendantes). On a de plus

E[f2(z)] = %Zcos(kx)Q +sin(ka)? = 1,
k=1

et en dérivant, on obtient
E[fn(2) fr(2)] = 0.
De la méme fagcon, on a

9 (n+1)2n+1)
B 6

=: Q.

E[f?(x)] = 1 En: k? cos(kx)? + k? sin(kx)
k=1

Autrement dit, la loi (fn(z), fl(x)) ne dépend pas de x, c’est une loi gaussienne N(0,T")
avec matrice de covariance I' = diag(1, o).

2. Montrer que les fonctions f, sont presque sirement non-dégénérées.
On applique le lemme de Bulinskaya établi dans 'exercice 2, les variables f,(x) sont gaus-
siennes, de densité commune uniformément majorée
e=2°/2 1
< —

p(x) = Vor S e

3. A partir de la formule de Kac-Rice (formule (x) de l’exvercice 1), déterminer le nombre
moyen de zéros de fp, i.e E[N(fp,|a,b])]. Quel est son comportement asymptotique lorsque
n tend vers linfini ¢ Interpreter.
D’apres la question précédente, presque strement, la fonction f, est non-dégénérée. Par la
formule de Kac—Rice, on a alors presque strement

En prenant ’espérance, il vient

T,
BNl )] = 8 |t o [ £, ]

D’apres question 4 de [’exercice 1, 'intégrale normalisée i f; ... est uniformément bornée
en la variable €, puisque le nombre de zéros de f, et de sa dérivée sont tous les deux bornés
par (deux fois) le degré. Par convergence dominée, on peut donc intervertir limite et intégrale
de sorte que
N S L
BV ([0, )] = lim 5= [ B (1720115, 0] do
D’aprés la premiére question de cet exercice, la loi de (fn(x), f](z)) ne dépend pas de x, et

par indépendance, on a

E [|/3(@)[1)f,)<e] = EIIN(0, an) ] x PN (0,1)] < ¢),



et comme P(IN(0,1)| < €)/2¢ converge vers la valeur de la densité en zéro i.e. 1//2m, on
obtient

b
) b—a b—a 2
iﬂ%zs/a E (£ gaoyise] do =~ X EIN(0, an)l] = 7= \/; X Ve,

autrement dit

EIN(fn 0, B)] = 2= ¢ \/ et n(:\/ﬁa)'

On remarque que les zéros réels s’équi-répartissent en moyenne.

Exercice 4 (Une formule non-asymptotique)
Comme plus haut f est une fonctz'on de classe C' non-dégénérée et () # [a,b] C R un intervalle.

On pose ny(x) == +/f(x)? + f'(x)%. Pour e >0, on définit la fonction ¢. par

-1 stz < —¢,
Ge(x):=< zfe si —e<z<e,
1 st xz>e.

On remarquera que pour x # 0, lorsque € tend vers zéro, ¢-(x) converge vers sign(x) le signe de
x et que pour presque toul x, ¢’€(;c) = %]1[78’81.

1. Montrer que l’on a aussi

b gt 2
N, fa,b]) = lim o {)Jfg)

(¢ o f(x)) dw.

b f(x)
L) (a)<edr = ;;% @)

Si on pose ny = inf g5 ny(x) >0, on a

| (2
VIf(@) \2+|f )2

et donc si on pose

[ S@P dw )| 8
L= [ eats D TR+ e 2= - [ eat @i @i

on a
2f(@) do _ (b—a)e
ng 2~ np

b
|Is| S/ ﬂ[—e,a](f(x))

En particulier, lim._,o I. = 0. Ainsi on a bien

b gt T 2
NS fa,b]) = lim o {)Jf(x))

L) <cde = ;lg% 5/ gf((?) (¢e 0 f(x)) dz,

(@)

la derniére égalité consistant a reconnaitre en “—=1 ()< la dérivée de ¢c o f(z).

2. Dans le cas ou f est 2w—périodique, montrer que l’on a alors

2T x
N(f,[0,27]) = —;/0 (f"()f(x) = f'(x)?) Zggj;:'adﬂf



Dans le cas périodique, une intégration par parties (pas de terme de bord) donne

27 f/(:L‘) o f(a , L 27 f’(l’) ! e N

autrement dit

o f(x)

dx.
0 Uf(x)

f(@) (f"(@)f(z) — ['(=)?)
3

2
(00 f@) dr == [ (6co (@) e

Ensuite par convergence dominée, on obtient

T f! ()
0 <77f(37)

f@) (f"(@)f (@) — f'(=)?)
3

0y @) dx.

lim —
e—0

)/ (6= 0 f(x)) dz = — /0 " sign(f(2))

Exercice 5 (Une généralisation)
Soit F une fonction de classe C' sur R telle que

lim F(z)=-1, lim F(z)=1.

T——00 Tr——+00

1. Dans le cas ou f est 2m—périodique, montrer que 'on a plus généralement

L @) (@)
N(f,]0,2n :—/ F’( dx.
o2 ==5 ), 7w ) U@
On désigne par x1 < ... < xy les zéros de f dans [0,27], et on pose xn41 = x1 + 2m. On
peut alors décomposer l'intégrale de droite en la somme
1 / !
1oy (2@ 4,
fx) ) \ f(z)

_ _;ép (L) -r(fen)-w

=2

P f(wy) = —o0

v ¢

'/ f(wy) = +o0 J'1f(wg) =40

En effet, chaque zéro contribue pour —2, puisque F prends les valeurs £1 a oo et que lors
d’un “croisement” de l’aze des abscisses, la dérivée logarithmique f'/f passe toujours de la
limite —oo a la limite 4o00.



2. Montrer que l’on a en particulier

27 " ) — /332
N(f7[072w]):_1/0 @)@~ f@?

™ f(@)? + f(z)?

Cest la formule précédente avec F(x) = 2 arctan(z).

3. Donner une formule analogue lorsque f n’est pas périodique.
Le méme raisonnement donne la formule générale

N(ffab) =5 {F ("}/@) -F (J},(a)) - /abF ' (J;é; > (J},g)))/dx]




