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FEUILLE DE TRAVAUX PRATIQUES # 9

L’objet de ce TP est de générer une marche aléatoire & boucles effacées sur un graphe, puis
d’implémenter l'algorithme de Wilson qui permet d’en déduire un arbre couvrant uniforme. Si
besoin, on pourra utiliser les codes disponibles ici.

1 Vers la marche aléatoire a boucles effacées

1.1 La marche simple sur un graphe

On considére un graphe connexe G = (S, A) ou S désigne I'ensemble des sommets et A C Sx S
I'ensemble des arétes (non orientées). A tout sommet x € S, on associe son degré (supposé fini)
deg(z) :=#Vy, ou V, :={y € S, (x,y) € A} désigne I'ensemble des voisins immédiats de = dans
le graphe. On rappelle que la marche aléatoire simple dans G issue de zg € S est la chaine de
Markov homogene (X,,),>0 telle que Xo = o presque sirement et telle que pour tout n > 0, la
loi conditionnelle £(X,,4+1|X, = x) est la loi uniforme sur V.. Autrement dit :

1

doo(z) si Yy < Vx,
B(Xo =20) =1, P(Xp4s = y|X, = 2) = { T %V €

Exercice 1. Générer une marche aléatoire simple issue de Uorigine dans le graphe Z? des points
du plan & coordonnées entiéres. Méme question sur une grille n X n, c’est-a-dire sur le graphe
G=7°N1[0,n—1] x [0,n — 1] représenté a gauche dans la figure 2 ci-dessous dans le cas n = 4.

1.2 La marche aléatoire a boucles effacées

On appelle marche aléatoire & boucles effacées dans G issue de xg € S, la trajectoire aléa-
toire obtenue & partir de la marche aléatoire simple issue de xg décrite ci-dessus, en effacant les
éventuelles boucles par ordre chronologique d’apparition. Naturellement, la courbe obtenue aprés
I'effacement des boucles est une courbe simple, sans auto-intersection.

=t
16
14 H

o

=

FIGURE 1 — Exemple de trajectoire de marche aléatoire simple dans Z? et de sa version & boucles
effacées (en rouge).


https://perso.univ-rennes1.fr/jurgen.angst/enseignements/agreg15/tp9.sce

L’algorithme qui a partir des coordonnées (Sp, S1,...,Sy,) de la marche simple initiale fourni
les coordonnées de son analogue & boucles effacées peut étre décrit comme suit :

on initialise ip := max{i, S; = Sp}, et tant que S;;, # S,
on pose i1 = max{i, S; = S, } + 1.

Deés lors, si J est le premier entier tel que S;, = Sy, la marche & boucles effacées est donnée par

LE(S) = (Si078i17 o '7S'ij)'

Exercice 2. Ecrire une fonction Scilab qui a partir d’une trajectoire de la marche simple sur 7>
ou sur la grille n X n de l’exercice précédent, géneére une trajectoire de la marche a boucle effacées.

2 Arbre couvrant

2.1 La notion d’arbre couvrant

Etant donné un graphe connexe G' = (5, A), on appelle arbre couvrant au dessus de G tout
graphe connexe T dont ’ensemble des sommets coincide avec S et qui ne posséde pas de cycle.
Autrement dit, ' = (Sp, Br) avec Sp = S et Ap C A choisi de sorte que le graphe obtenu soit
connexe et sans cycle.

FIGURE 2 — Grille 4 x 4 et un exemple d’arbre couvrant.

Si le graphe d’origine G est fini, il n’y a naturellement qu’un nombre fini d’arbres couvrants au
dessus de GG. Aussi peut-on en choisir un selon la mesure uniforme, on parle alors d’arbre couvrant
uniforme au dessus de G. Dans le cas trés simple de la grille n X n envisagé précédemment, on
montre cependant facilement que le nombre de tels arbres couvrants croit exponentiellement vite
avec n?, aussi il n’est pas du tout évident de simuler un arbre couvrant uniforme. L’algorithme de

Wilson permet précisément d’outrepasser cette difficulté.

2.2 L’algorithme de Wilson

L’algorithme de Wilson est un algorithme d’exploration basé sur la notion de marche aléatoire
a boucles effacées. On suppose que le graphe connexe G = (S, A) de départ est fini, et on énumeére
ces sommets S = {so,...,sp_1}, l'ordre des sommets n’ayant aucune importance. On construit le
futur arbre couvrant par récurrence. On pose ainsi Ty = ({so}, ). Ensuite, pour tout 1 <i < n—1,
on lance une marche aléatoire a boucles effacées issue de s;, et on s’arréte dés que 'on atteint 'arbre
T;_1. On incorpore alors la trajectoire sans cycle ; obtenue dans le nouvel arbre T; = T;_1 U ~;
On vérifie facilement qu’a chaque étape, T; est un arbre et par construction 7T,_; contient tous
les sommets de S. C’est donc un arbre couvrant de au dessus de GG. On peut montrer que la loi
de 'arbre obtenu est uniforme.

Exercice 3. Implémenter l’algorithme de Wilson pour générer un arbre couvrant uniforme au-
dessus de la grille n x n comme dans la figure 2.
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