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Exercice 1. Processus de Langevin
Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien réel standard défini sur un espace de probabilités (2, F, P).
On considére le processus (Xy, Y;)i>o issu de (zo,y0) € R? et solution de 1’équation différentielle
stochastique

dX; = Ydt,

dY; := —Yidt + dBy.

1. Explicitez le processus (Y;);>0, montrez qu'il est gaussien et précisez sa moyenne et sa
fonction de covariance.

2. Le processus (X¢, Y3)i>0 est-il gaussien ? Quelle est la régularité des trajectoires ¢t — Xy (w) ?
3. Montrez que le processus (Y;)i>0 est ergodique et explicitez sa mesure invariante.
4. Montrez que pour t € Ret A > 0, on a

Y —yo = —Xxt + o+ B

En déduire que, si t est fixé, 'écart quadratique E[X/%t] vérifie 'asymptotique
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5. Montrer que, lorsque A tend vers U'infini, le processus (Xy:/ \A)tgo converge en loi, au sens
des marginales de dimension finie, vers un mouvement brownien réel standard.

Exercice 2. Mouvement brownien cinétique dans le plan
Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien réel standard défini sur un espace de probabilités (2, F, P).

Identifiant le plan complexe C & R?, on considére le processus (z;)¢>o défini par
2 = (g, ) =B, >0,

On admettra que le processus (z):>0 ainsi défini n’est autre que le mouvement brownien sur le
cercle S! = {z € C, |z| = 1}, issu du point (1,0).

1. Montrez que le processus (¢, y¢):>0 est solution de I’équation différentielle stochastique

dl‘t = —%dt — ytdBt,

dyt = *%dt + SCtdBt.

2. En déduire le générateur infinitésimal de (2, y¢)¢>0 et 'expression en coordonnées carté-
siennes du laplacien Ag: sur le cercle.



. Montrez qu'il existe un mouvement brownien réel stantdard W tel que (x¢)¢>0 soit solution

de I'équation différentielle stochastique

d%z—%ﬁ+wl—ﬁﬂw

4. En déduire que le processus (x¢):>0 est ergodique et précisez sa mesure invariante.

5. Sit est fixé, que pouvez-vous dire du comportement asymptotique lorsque A tend vers ’'infini

de lintégrale I(\,t) définie ci-dessous ?

1 At
H&ﬂ:AA(}%mB

. On considére a présent le mouvement brownien cinétique Z; = (X¢,Y;) a valeurs dans le

plan C ~ R?, i.e. le processus obtenu en intégrant le mouvement brownien sur le cercle :

t t
X :—/ xsds, Yi :—/ Ysds.
0 0

En vous inspirant de I'exercice 1, montrez qu’il existe une constante explicite C' telle que, &
t fixé, lorsque A tend vers 'infini
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)\h_)Ir;o XE [1Zxl]l3] = C x t.

Remarque. En travaillant un peu plus, on peut montrer un résultat analogue & celui du premier
exercice, 4 Savoir que le processus (Z)\t/ﬁ)tzo converge en loi vers vers un mouvement brownien
bi-dimensionnel. Les graphiques ci-dessous montrent des simulations des trajectoires du processus
(Zxt/VAN)is0 pour 0 <t < 1 et pour des valeurs croissantes de A = 10,103, 106.




