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MODELES ALEATOIRES EN BIOLOGIE
Exercices - Série 3 bis

Exercice 1. Arbre binaire aléatoire

On considére une variable aléatoire X & valeurs dans {0, 2} dont la loi est donnée par : P(X =0) =:p
et P(X =2) =: g =1—p. On désigne par 7 'arbre de Galton-Watson dont la loi de reproduction est
la loi de X. On note Z, le nombre d’individus a la n—iéme génération, autrement dit on a Zy =1 et
L+l = Zg;l Xkn pour n > 0, ou les variables (Xj n)k>1,n>0 sont indépendantes et de méme loi que
la variable X.

1. Calculer la fonction génératrice Gx(s) de la variable X. En déduire la probabilité d’extinction
de I'arbre 7.

2. Que vaut E[Z,] le nombre moyen d’individus a la génération n 7

Exercice 2. Ezemple de processus de Galton-Watson
Soit (Zy)n>0 un processus de Galton-Watson de loi de reproduction X, ou

P(X =0)=a, etpour k>1, P(X =k)=(1—a)(1-p)3""!
avec 0 < a < B < 1.
1. Calculer p = E[X], vérifier que u > 1 et calculer 7 la probabilté d’extinction du processus.

2. On note G la fonction génératrice de la variable X. Vérifier que

G(z)—1 _mz—l
Glz)—m z-m

En déduire expression Gp,(z2) = Go...oG(z).

3. Montrer que la suite (Z,,/u",n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera
la loi.

Exercice 3. Arbre poissonien et modéle de Wright-Fisher

1. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives P(A1) et P(A2). Quelle
est la loi de la variable X7 + X9 7

2. En déduire la loi de la somme de n variables de Poisson indépendantes de paramétres respectifs
Ay Ane

3. Soit Z = (Zn)n>0 un processus de Galton-Watson de loi de reproduction X ~ P(\). Montrer
que conditionnellement au fait que Z, est constant égal & N, la répartition des descendants de
chaque individu suit une loi multinomiale de parameétres (NN, %, cen %), autrement dit si D; est

le nombre de descendants de I'individu i et si k1 + ko + ...+ ky = N) :

N! 1\~
P(Dlzkl,...,DN:kN):M<N> '



Exercice 4. Population totale dans un arbre de Galton- Watson

Soit (Zyn)n>0 un processus de Galton-Watson de loi de reproduction X. On pose p = E[X]. On
considére la variable Y = >7° 7, i.e. la population totale de arbre et on note Gy sa fonction
génératrice. La variable aléatoire Y est finie si et seulement si le temps 1" d’extinction du processus
I’est.

1. Déterminer l'espérance de Y lorsque p < 1.
2. Montrer que la fonction Gy est solution de I’équation fonctionnelle Gy (s) = s x Gx(Gy (s)).

3. Expliciter cette solution dans le cas o1 pg + p2 = 1. En déduire dans ce cas la loi de Y.



