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Exercice 1. Autour des diffusions

1. Calculer la fonction d’échelle et la mesure de vitesse du mouvement brownien avec dérive, solution
de léquation Xt = bt+σWt, où b et σ sont deux constantes. En déduire les probabilités de sortie
de l’intervalle [0, 1].

Par définition, on a dXt = bdt+ σdWt avec b(x) ≡ b et σ(x) ≡ σ. D’après le cours, on a et
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et d’autre part :
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En particulier, on a
∫
µ = +∞ et le processus est transient. Toujours d’après le cours, on a

Px(XT0,1 = 0) =
S(1)− S(x)
S(1)− S(0)

, et Px(XT0,1 = 1) =
S(x)− S(0)
S(1)− S(0)

.

Dans le cas du brownien avec dérive, en posant d = 2b
σ2 , on trouve :

Px(XT0,1 = 0) =
e−dx − e−d

1− e−d
, et Px(XT0,1 = 1) =

1− e−dx

1− e−d
.

2. Calculer la fonction d’échelle et la mesure de vitesse du processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur R
avec σ(x) = 1 et b(x) = −λx.

Par définition, on a dXt = −λXtdt+ σdWt. D’après le cours, on a −2b/σ2(x) = 2λx et

S(x) =
∫ x

c
eλ(y2−c2)dy, et µ(dx) =
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dx = 2e−(x2−c2)dx.

En particulier, on a
∫
µ < +∞ et le processus est récurrent.

Exercice 2. Vers le modèle de Wright-Fisher
On condidère la diffusion Xt solution de l équation dXt = Xt(1−Xt)dBt. Calculer les probabilités et
les temps de sortie de l’intervalle [0, 1].

On a ici b(x) ≡ 0 donc d’après le cours

S(x) = x− c, et µ(dx) =
2

x(1− x)
dx.

On en déduit que
Px(XT0,1 = 0) = 1− x, et Px(XT0,1 = 1) = x.

D’autre part, en appliquant la formule du cours pour le temps moyen de sortie, on obtient

Ex[T0,1] = −2 (x log(x) + (1− x) log(1− x)) .


