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MODELES ALEATOIRES EN BIOLOGIE
Exercices - Série 1

Exercice 1. Un exemple de chaine de Markov

On considére la chaine de Markov (X;),>0 & valeurs dans les en-
tiers compris entre 1 et 4 et dont les probabilités de transition sont
résumeées schématiquement dans le graphique ci-contre.

1. Donner la matrice de transition de la chaine.

2. Calculer la probabilité P(Xs = 4| Xy = 2).

Exercice 2. Chaine de Markov & deuz états
Soient a,b €]0,1[. Sur l'ensemble {0, 1}, on considére la chaine de Markov de matrice de transition

1—a a
P :=
b 1-b

1. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire 7 = (71, m2) pour P, i.e. telle que 7P = m, et la
calculer.

2. On pose A :=1—a—b. Montrer que pour tout n > 1, la puissance n—iéme de P est donnée par
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3. On suppose maintenant que a = b = 1. Calculer P" et commenter.

Exercice 3. Lois géométriques et exponentielles

On dit qu’'une variable aléatoire X a valeurs dans N*, suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1],
et on note X ~ G(p) si pour tout k > 1: P(X = k) = p(1 — p)¥~1. On dit qu'une variable aléatoire
Y a valeurs dans R™, suit une loi exponentielle de paramétre A > 0, et on note Y ~ £()) si pour tout
t>0: P(X >t)=e M

1. Montrer qu’une variable X ~ G(p) vérifie la propriété d’absence de mémoire, pour k,¢ > 1 :
PX>k+/(| X >k =P(X >{).
2. Soit (Xy)n>0 une suite de variables aléatoires de lois X;,, ~ G(py) ot la suite p,, est telle que

lim, 400 npr, = A > 0. Montrer que la suite Y,, = X,,/n converge en loi vers une variable
aléatoire Y de loi exponentielle Y ~ £(A).



