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MODELES ALEATOIRES EN BIOLOGIE

Correction des exercices - Série 2

Exercice 1. Lois géométriques et exponentielles

1. Tout d’abord, pour m > 1, on a

+00 oo
PX>m)= Y pl-pFt=pl-pm> 1-p*=01-p™
k=m+1 k'=0

Ensuite, par définition de la probabilité conditionnelle, pour k,£ > 1 :

P(X >k+/let X >k P(X >k+¢
PX>k+/l|X>k) = ( BX > ) ): (P(X>k))

Ry
_ (11 _p])))k —(1—p)f=P(X >0).

2. Par définition, pour tout réel strictement positif ¢, on a
P(Y,, >t) = P(X,/n>t) =P(X, >nt) = (1 —p,)™.

Or lorsque n tend vers l'infini, on a

(1 —pn)™ =exp(nt xlog(1 —p,)) = exp [nt x log (1 B % +o <7lz>>]

= exp [nt X <)‘ +o0 (1)” — o Atto(1)
n n

On a donc bien lim,, . P(Yy, > t) = e =P(Y > t) ou Y ~ &E()\), d’'ott le résultat.

Exercice 2. Fonctions génératrices
On rappelle que si X est une variable aléatoire & valeurs entiéres, sa fonction génératrice gx est définie

par gx(s) := E[s¥X] pour s € [0, 1].

1. Si X ~ B(p) alors gx(s) = g+ ps avec ¢ = 1 —p. Comme une variable de binomiale X ~ B(n,p)
peut étre interprétée comme la somme de n variables de Bernoulli indépendantes X = X;+...+
X,,, on a naturellement gx(s) = (g + ps)™. Si X ~ G(p) sur N alors P(X = k) = pg* et gx(s) =
Y i2%(gs)* = p/(1 — gs). Enfin, si X ~ P()\), alors gx(s) = e 3125 (\s)F/k! = e A179),

2. Si X et Y sont deux variables indépendantes a valeurs entiéres alors on a la relation

gx+y(5) = E(sXTY) = E(s¥sY) = E(s)E(sY) = gx(s) x gy (s).

3. Voir le cours.



Exercice 3. Exemple d’arbre de Galton-Watson I

1. On a E(X) = 2¢ donc d’apres le cours E[Z,,] = (2¢)".

2. La fonction génératrice de X est gx(s) = p + ¢s>. En déduire la probabilité d’extinction de
Parbre 7 est l'unique nombre sy dans |0, 1[ solution de 'équation gx(s) = s, c’est-a-dire ici
52 —s/q+p/q=(s—1)(s —p/q) = 0. La solution est sy = p/q.

Exercice 4. Exemple d’arbre de Galton-Watson 11

1. Dans la figure ci-aprés, 'arbre b) ne peut-étre une réalisation de I'arbre de loi de reproduction
X car a la premiére génération, un des fils a 2 descendants et 2 ¢ {0, 1, 3}.

a) b)

2. On a E(X) =4/3 donc E[Z,,] = (4/3)".

3. On a gx(s) =1/3 x (1+s+s3). La probabilité d’extinction de I’arbre 7 est 'unique nombre sq
dans |0, 1 solution de I’équation gx(s) = s, c’est-a-dire ici :

V5 —1

l+s+s3=3ses—25+1=0s (s—1)(s’+5—1) = 50 = 5

4. Presque stirement, on a Z, — +0oo, alors d’apreés la loi des grands nombres :

Z
Z 1 &
ntl = N X, - E(X) = 4/3.
Zn Zn k=1

Exercice 5. Arbre de Galton-Watson uniforme

1. On a E(X) = 3/2 donc E[Z,] = (3/2)™.

2. La fonction génératrice de X est gx(s) = 1/4 x (14 s+ 52 + s®) La probabilité d’extinction de
Parbre 7 est I'unique nombre sy dans |0, 1] solution de I’équation gx(s) = s, c’est-a-~dire ici :
V5 —2

l+s+s2+s8=dseos®—s?—3s+1=0a (s—1)(s>+25s—1) = 59 = 5




