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Exercice 1. Chaîne de Markov à deux états
Soient a, b ∈]0, 1[. Sur l’ensemble {0, 1}, on considère la chaîne de Markov de matrice de transition

P :=

 1− a a

b 1− b

 .

1. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire π = (π1, π2) pour P , i.e. telle que πP = π, et la
calculer.

2. On pose λ := 1− a− b. Montrer que pour tout n > 1 , la puissance n−ième de P est donnée par
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 .

3. On suppose maintenant que a = b = 1. Calculer Pn et commenter.

Exercice 2. Autour du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
On appelle processus d’Ornstein-Uhlenbeck issu de x ∈ R, le processus stochastique (Xt)t>0 solution
de l’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = −Xtdt+
√

2dBt,

X0 = x.

1. Calculer la fonction d’échelle S et la mesure de vitesse m associées au processus (Xt)t>0.

2. En déduire les probabilités de sortie de l’intervalle [a, b], en a et en b, d’un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck issu de X0 = x ∈ [a, b].

Exercice 3. Lois géométriques et exponentielles
On dit qu’une variable aléatoire X à valeurs dans N∗, suit une loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[,
et on note X ∼ G(p) si pour tout k > 1 : P(X = k) = p(1 − p)k−1. On dit qu’une variable aléatoire
Y à valeurs dans R+, suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0, et on note Y ∼ E(λ) si pour tout
t > 0 : P(X > t) = e−λt.

1. Montrer qu’une variable X ∼ G(p) vérifie la propriété d’absence de mémoire, pour k, ` > 1 :

P(X > k + ` | X > k) = P(X > `).

2. Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires de lois Xn ∼ G(pn) où la suite pn est telle que
limn→+∞ npn = λ > 0. Montrer que la suite Yn = Xn/n converge en loi vers une variable
aléatoire Y de loi exponentielle Y ∼ E(λ).


