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Correction des exercices - Série 2

Exercice 1. Chaine de Markov & deux états

1. Trouver la mesure invariante 7 revient a résoudre le systéme d’équations (z,y)P = (z,y) sous la
contrainte z 4+ y = 1. On trouve facilement I'unique solution de ce systéme :

(I—a)z+by==x
(x,y)P:(x,y) a;(;:by .T:L
= ar+(l-by=y = ety —1 B
r+y=1 a -
r+y=1
On conclut que 7™ = (71, m2) = (%H), ﬁ)

2. 1l suffit de raisonner par récurrence sur n.

3. Lorsque a = b =1, la chaine est périodique de période 2 et n’est donc pas convergente.

Exercice 2. Autour du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

1. Le processus est solution de I'équation dX; = b(X;)dt + o(X;)dB; avec b(z) = —x et 0 = /2.
On a alors —2b(z)/0?(z) = z et pour ce R : [* “2) g, = ¥ On en déduit :

o2(2) 2
S(x) := / exp / (2) dz | dy = 602/2/ 692/2dy,
c (& 0-2(2) (&
2 /2 —x2/2
2. D’aprés le cours, on a alors P, (XTa,b = a) = % et P, (XTa,b = b) = %, soit
b ey?/2q T oy?/2g
P (X =) = B (o, =) = BT
’ fa ey /Qdy ’ fa ey /Qdy
Exercice 3. Lois géométriques et exponentielles
1. Tout d’abord, pour m > 1, on a
“+00 “+o00 ,
PX>m)= Y pl-pft=pl-pm> 1-p*=@1-pm
k=m+1 k'=0

Ensuite, par définition de la probabilité conditionnelle, pour k,£ > 1 :

PX>k+/let X >k PX >k+¢
PX>k+/0| X >k) = ( PX > ) ): (IP(X>k))

RV Y,
:w:u_p)fzp(xw).



2. Par définition, pour tout réel strictement positif ¢, on a
P(Y, >t) = P(X,/n>t) =P(X, >nt) = (1—p,)™.
Or lorsque n tend vers l'infini, on a

(1—pa)" = exp(nt x log (1~ pn)) = exp [”t xlog <1 - % e <1>>]

n
= exp [nt X <—)\ +o (1>>} = e Mol
n n

On a donc bien lim, 1o P(Y, >t) =e M =P(Y >t) ot Y ~ &£()\), d’ott le résultat.



