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Ce logo a pour objet d’alerter le lecteur sur la menace que représente pour l’avenir de l’écrit,
tout particulièrement dans le domaine universitaire, le développement massif du «photo-
copillage».
Cette pratique qui s’est généralisée, notamment dans les établissements d’enseignement,
provoque une baisse brutale des achats de livres, au point que la possibilité même pour les
auteurs de créer des œuvres nouvelles et de les faire éditer correctement est aujourd’hui
menacée. Nous rappelons donc que la production et la vente sans autorisation, ainsi que
le recel, sont passibles de poursuites.
Les demandes d’autorisation de photocopier doivent être adressées à l’éditeur ou au Centre
français d’exploitation du droit de copie :
20, rue des Grands-Augustins, 75006 Paris. Tél. : 01 44 07 47 70.
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H<IJHLK;M�NPO�Q4RTS�U4VWM�SXSXQZY�O�Q4R\[<]PU4[9O�^_NPSXQ`RaIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H9e
H<I �gf�[9O�OXS�Qc]JQ`RTV`[hS�O�Q`RiIdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H4j

H<I �DIJH k'M�NmlDno[hNpRTVW^<nrq�NJQZYtsDQcu2^<NpRFv�IbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �<w
H<I x yz[hS{V{|�Q4R}[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R}R�M�S

Zd IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI ��H
H<I x�IJH ~�[�VZ^<Y�R�OX[<Y_OXQds�Qb�0^_]P��[�IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �h�

H<I � �\^<Y;�<^_]PM�O�NJ^<Y�R�sDQbf}QZSXY�^<M�]P]JN�IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �_�
H<I ��IJH �$M�O�^_R�NJn7NJ]p[hSXN�OXULIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �<�
H<I ��I � �"SX^<��SXNJUWO�U4R\��Y�Q`R�IbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,x �

H<I ��I x ~.Qc��SX^<q�]P�`n7Qbs�� �"S{sD�_R�IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,x;e
H<I�� K;NJn�M�]p[9OXNP^_Y�sDQcu2S{[<VWOX[<]PQ4RAIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,x;e

�����0@;��>�3;5���3 �¡@D6=¢FE;£ ¤�*
�DIJH,yz[9OXS�NpVWQ4RTsDQdO�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y�QWO�V{|�[9¥pY�Q4RTsDQbyz[hSX¦<^9�§IbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI¨�FH
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�DIJH<IJH ����M�[hO�NJ^<YtsDQr�\|�[h��n�[<Y�����^_]Pn�^ �_^<SX^9� IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI¨�"!
�DIJH<I � �"SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U4R\NJY;�9[hSXNJ[<Y_OXQ`R�IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI¨��j
�DIJH<I x �"SX^<��SXNJUWO�UcsDQ yz[<S�¦_^9�¡IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcIL��H

�DI � �\|�[=¥ Y�Q4RTsDQ yz[hSX¦<^9�7��Y�NPQ4R,IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcIL�h�
�DI �DIJH �$#DNpR&OXQZY�VZQcs�Q`RT��SX^<qF[hq�NJ]PNPO�U4R}NPY;�9[hSXNJ[<Y�O�Q`R IcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcIL�h�
�DI �DI � % SXS�U4sDM�V OXNPq�NP]JN�OXUcQWOTO�|�UZ^<SX�Zn�QcQZS&�<^DsDN'��M�Qd��S�Q4R(��M�QbR()�S IbIdIbIcIbIbIcIL�_�
�DI �DI x �$� UZSXNJ^;s�NJVZN�OXUdQZO�VW^_Y��_QZS&�<Q`Y�VWQ'QZYt]P^_N IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI*! �

�DI �DI � �\SX^<NpR�RX[hY�VZQ'sDQb]m� QZY�O�SX^<��NJQ IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI ehw
�DI x �\|�[=¥ Y�Q4RTsDQ yz[hSX¦<^9�osDU`Y�^<nrq�S{[hq�]JQ`RrIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI e �

�DI x�IJH +TU4VWM�SXS�Q`Y�VWQdQWOTOXSX[<Y�R�NPQ`Y�VWQ�IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI e<�
�DI x�I � yz[<SXV{|�Q4R�[h]JU`[9OX^<NJS�Q4R IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,j_w
�DI x�I x ,�|�U`^<SX�Zn�Q`R}QZS&�<^DsDN'��M�Q`R IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,j��

�DI � -$^9��[hM�# QZO�V{|�[=¥ Y�Q`R�R�M�STM�YtQ`R���[_VWQ.��M�QZ]pVW^_Y���M�Q IbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,�_w
�DI ��IJH -$^9��[hM�#As�Q'OXSX[<Y�R�N�OXNP^_Y�IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,�_w
�DI ��I � �\|�[9¥pY�Q4RTsDQbyz[hSX¦<^9�oR�M�S$M�Y�Q`R���[_VWQ.��M�QZ]pVW^_Y���M�Q IbIcIbIdIbIcIbIbIcI,�_x
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x�IJH,y UWOX|�^DsDQ sDQby ^_Y_OXQ7���}[hSX]P^ IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,���
x�IJH<IJH �$]8�<^_S�NPO�|�n7QbsDQby QZO�SX^<� ^<]JNJR IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,�9!
x�IJH<I � K;NJn�M�]p[9OXNP^_Y�s�Q`R�]J^<NpRTsDQ;:dNPq�q�R}IbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI,�_�
x�IJH<I x k'�DOXNPn�NpR�[hO�NJ^<Y<�<]J^<q�[<]PQdQWO$SXQ`VZM�N�O$R�NPnrM�]JU IbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`w�H
x�IJH<I � +TQ`n�[<S&��M�Q4R�R�M�ST]JQ`R�n�UZO�|�^DsDQ4R$sDQ y ^_Y_OXQ7���}[hSX]P^ IbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`w9!
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x�I � K;NJn�M�]p[9OXNP^_Y Q #D[_V OXQ � ] � [h]8�<^_S�NPO�|�n�QcsDQb�"SX^<��� ��� NJ]JR�^<Y IbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`w9!
x�I �DIJH +TQ`n�[<S&��M�Q4R�R�M�ST]m� [h]8�<^<SXNPO�|�n�QcsDQb�"SX^<����QWO�� NJ]JR�^<Y�IcIbIdIbIcIbIbIcI H`w_j

x�I x���NPO�Q4R�R�Q IbIcIbIbIcIbIdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H<H4w
x�I x�IJH K;� Q`VWO�SXQcs�Q`R�OXSX[<Y�R�NPO�NJ^<YFR\SXUZ�_QZS{R�NJq�]JQ`R IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H<H4w
x�I x�I � ��NPO�Q4R�R�QbsDQ VW^_Y;�<QZS&�<Q`Y�VWQdsDQ`R�Y�^9�_[hM # S�U`�<QZS{R�NPq�]JQ`R IbIcIbIdIbIcIbIbIcI H<H_H
x�I x�I x ��^_S�n�Q4R}s�Q	��NJS�NpV{|�]JQWO4lDO�SX^<MtR�� Q`VWO�S{[h]�QZO�NJY�U �_[h]JNPO�U`RTs�Qb�0^_NPYFVZ[hSXUiIcI H<H4x
x�I x�I � �$����]PNpVZ[hO�NJ^<Y�
7]J[oR�NPnrM�]p[9O�NJ^<Y�sDQ`R$]P^_NJRTsDQ;:dNJq�q�R IbIcIbIdIbIcIbIbIcI H<H9e

�D� 	��0���D�����"� ��%�� %�� �D%���d� �	�2� ������� (��$(
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��IJH¨��R��FU`SX[<Y�VWQbVW^_Y�sDNPO�NJ^<Y�Y�QZ]J]PQ IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H �_�

��IJH<IJH �"SX^<��SXNJUWO�U4R�IdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H �<j
��IJH<I � �$#DQZn���]JQ`RTs�Q VZ[h]pVWM�].s�� Q4R�� UZS{[hYFVWQ`RTVZ^<Y�s�N�OXNP^_Y�Y�QZ]J]JQ`R7IcIbIdIbIcIbIbIcI H �<�

��I ���0NP]PO�S{[9OXNP^_Y�RZlD��S�^DVWQ4R�R�M�R}QWO$no[<S�OXNPY ��[h]JQ`R IbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x_w
��I �DIJH �"SX^DVWQ`RXR�M�R�[h]JU`[9OX^<NJS�Q4R IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x_w
��I �DI � yz[<S�OXNPY ��[h]JQ`R�
7O�Q`n7�FRTsDNJRXVWSXQWOaIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x �

��I �DI x �"SX^<��SXNJUWO�U4R�sDQ`RTno[<S�OXNPY ��[h]JQ`R'IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x_x
��I x �\^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ'sDQ4R�no[hS�O�NJY �_[<]PQ4R}s�Q VZ[hSXSXU'NJY�O�U �_SX[<q�]JQ�IbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x9!

��I x�IJH % Y�U �_[h]JNPO�UcsDQ	��^;^_q IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x9!
��I x�I � �\^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQ's�Q`R�no[hS�O�NJY �_[<]PQ4R�s�[hY�R

L2 IcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x_j
��I x�I x ~.^_N.sDQ`R��_SX[<Y�s�R}Y�^_n�q�SXQ`R IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`x_�
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��I � �\^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ � ]JQbVZ[_R��<UZY�UZS{[h]oIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI HZ�FH
��I ��IJH ~.^_N.sDM��ZU`S�^ �mM�Y IbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI HZ�"!
��I ��I � ,�|�U`^<SX�Zn�Q'Q`S(�_^DsDN8��M�Qd� ^<M�S$]JQ`RTV{|F[=¥ Y�Q`RTsDQbyz[<S�¦_^9� IbIdIbIcIbIbIcI HZ�"!

��I�� % Y�U ��[h]JN�OXU`R�QZOTVZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ`R � ]JQ`R���SXQZM��_Q`RTVZ]J[_R�R�N8��M�Q4R IbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI HZ��j
��I��DIJH % Y�U �_[h]JNPO�U`R}no[ #DNJno[h]JQ`R IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI HZ���
��I��DI � ,�|�U`^<SX�Zn�Q`R�sDQ��\^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQ IbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H4��H

5��o-03�B���-�3;5�@�2�20B /C:_@D1`/ EF>05���3;5 0 @D6=1`/ >�� @�B 3�5 * 5�/
�DIJH¨�"SX^;VZQ`RXR�MFR}s�Qbq�SX[<Y�V{|�Q`n7Q`Y�O�IcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H4�<x

�DIJH<IJH y ^DsDU`]PNpR�[hO�NJ^<Y¨IcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H4�h�
�DIJH<I � ��NPO�Q4R�R�QbsDQ VW^_Y;�<QZS&�<Q`Y�VWQ�IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H4�<�
�DIJH<I x �$Y�Qdno[<S�OXNPY ��[h]JQcS�Q`n�[<S&��M�[<q�]JQ�� ^<M�S$]JQcq�S{[hY�V{|�Q`n�QZY�O IdIbIcIbIbIcI H !�H

�DI ���$SXY�Q`RTs�Qb�0^_]P��[�QZO$U`VZ^<Y�^_n7NJQ IbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H !<�
�DI x �$]8�<^_S�NPO�|�n�Q4RTs�� [<����SX^ #DNPno[9OXNP^_YAR�O�^DV{|�[<R�O�N'��M�Q�IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H !_�

�g+�1`6=@�1`8 �F/ 3;5
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!�IJHLK�O�S{[9OXU �_NPQ4R\QZOTO�Q`n7�FR$s�� [hSXS��ZOdIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`j��

!�IJH<IJH ~�[7SX^<M�]JQWO�O�Q IbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`j��
!�IJH<I � K�OXSX[hO�U �_NPQ4R}QWO$no[hS�O�NJY �_[<]PQ4R�IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`j_j
!�IJH<I x ,�QZn���RTs�� [hSXS��ZOdIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`j_�

!�I � ,�|�UZ^_S��`n�Qds�� [hSXS��WOTQWO�[<����]JNJV`[9O�NJ^<YFR�IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`��H
!�I �DIJH ,�|�U`^<SX�Zn�Qds.� [<S�S��WO IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`��H
!�I �DI � �$����]PNpVZ[hO�NJ^<Y�RTs�M OX|�UZ^_S��`n�Qcs.� [<S�S��WO IbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`� �
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!�I �DI x - � Q`R�� UZSXQ �c��[<R���[ �_Y�QZS�[hM VZ[_R�NJY�^ � IbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`�9!
!�I x yz[hS�O�NJY ��[h]JQ`R`l_OXQZn���R$s.� [<S�S��WO�QWO�V{|�[9¥pY�Q`RTsDQbyz[<S�¦_^9� IbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`�;e

!�I x�IJH yz[<S�OXNPY ��[h]JQ`R\QWO�V{|�[9¥pY�Q`RTsDQ yz[<S�¦_^9�rIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI H`�_j
!�I x�I � �"SX^<q�]J�Zn�Q4R�sDQ$�}[hM�V{|;�dQWO sDQ �'NPSXNpV{|�]PQZO0� ^<M�S�]JQ`R0V{|�[=¥ Y�Q`R0sDQ}yz[hSX¦<^9�

sDU`Y�^<nrq�SX[<q�]JQ`RzIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hw��
!�I � �$SXS��ZOT^<�DOXNPno[h] IcIbIdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �DH4w

!�I ��IJH yz[hO�|�U`n�[hO�N'��M�Q`R`lDno[hSXNJ[ �<Q�^_M VW^<n�n�QZY�O$V{|�^_NJR�NPS?v IcIbIdIbIcIbIbIcI �DH4w
!�I ��I � �$SXS��WOT^<�DOXNPno[<]�QZYt|�^<SXN �Z^<YA��Y�N�IbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �DH �

!�I ��I x �$SXS��WOT^<�DOXNPno[<]�QZYt|�^<SXN �Z^<Y NPY���Y�N�IdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �DH !

G��W>?1Z69E.�0-�:<1`/ EF> ��BC@��0>0@�>0:<3���3;5 2�69E.�0-0/21`5��08�6=/C£F8;5 �.* 4
e;IJH �"�9[h]JM�[9OXNP^_Y QZO�VW^_M��<Q`S�OXM�S�Qcs�[<Y�R�M�Ytn�^;s��Z]JQ	
rM�Y�Qb�FU`S�NJ^DsDQ IbIdIbIcIbIbIcI � �<w

e;IJH<IJH �$Ytn�^DsD�Z]JQbR�NJn���]JN���U	
7M�Y�Qb�FU`S�NJ^DsDQ IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � ��H
e;IJH<I � �$qFR�Q`Y�VWQbs�� ^<��� ^<S�O�M�Y�N�OXU s�� [hSXq�N�OXSX[ �<Q��C��k��	� IbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � �<x

e;I ���$Ytn�^DsD�Z]JQ s�� [hSXq�S�Qdq�NJY�^<n�Np[h] 

N
�FU`S�NJ^DsDQ`R IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hx �

e;I �DIJH ~.Qcn�^DsD�Z]JQ sDQ��\^ # � +$^_RXR ��+TM�q�NJY�R�O�Q`NPY¡IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hx_x
e;I �DI � � ^<S�O�QZu2QZM�NJ]P]JQb[hMDOX^h��YF[hY�
`[hY�O¡IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hx<�
e;I �DI x �"�9[h]JM�[hO�NJ^<Y�QWO�VW^_M��<Q`S�OXM�SXQ IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hx_j

e;I x k'�DO�NJ^<YFRT[hn�UZSXNJV`[hNJY�Q`R}QZO�[hSXS��ZO}^_�DO�NJno[h]�IbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �9�;�
e;I x�IJH � OXM�sDQ sDMt��SX^<q�]J�Zn�Qbs�� [hSXS��ZO}^_�DO�NJno[h] IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �9�"!
e;I x�I � � OXM�sDQ sDQb]p[�VW^<M��<QZS�O�M�S�Q�IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �9�De

e;I � ~.Q4R�n7^DsD�`]PQ4R��[_R��;n��DOX^hO�N'��M�Q`R�� IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �9��j
e;I ��IJH ~�[ru2^_S�nrM�]PQbsDQbf}]p[<V{¦ QZO$K�V{|�^<]JQ`R IdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �9���



j ���������
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e;I ��I � ~.Qcn�^<M��<QZn�Q`Y_OTq�SX^��TY�NJQZY IbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �<� �

e;I�� �'M�QZ]'��M�Q`R���S�^_q�]P�`n�Q`R}Y;M�n�UZSXN8��M�Q4RbIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �<�_�
e;I��DIJH �$Yt��|�UZY�^_n7�`Y�Qbs�� ^_RXVWNJ]P]p[9OXNP^_Y UZO�S{[hY �_Q IbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �<�_�

�D�D� �  b%����'���?% ���	�

��
c6=E� @��0/ BC/C1`8;5�3_171`�08;E�69/ 3 ��3zB �P/ >?1`8 ��69@D14/CE > � �.*
j�IJH*,�SXNJq�M�R`lD�=[<S�Np[hq�]PQ4R}[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R\QZO$]P^_NJRTs�Qb��S�^_q�[hq�NP]JN�OXU<I§IbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � !�H

j�IJH<IJH ,�S�NJq�M�RaIcIbIdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � !�H
j�IJH<I � ,�S�NJq�M�QZY �_QZY�sDSXUZQ IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � ! �

j�IJH<I x �"[hSXNp[hq�]JQ`R�[h]JU`[hO�^_NPSXQ`R\QWO�[<����]JNJV`[9O�NJ^<YFR�n7Q4R�M�SX[<q�]PQ4R IcIbIdIbIcIbIbIcI � !_x
j�IJH<I � y Q4R�M�SXQ`R`l;��SX^<q�[<q�NP]JNPO�U`R�QZO$]P^_NJRzIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI � !_�

j�I � % Y�O�U �_SX[<]PQ4R}QWO$Q`R�� UZS{[hY�VZQ`R IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �_e9�
j�I �DIJH % Y�O�U �<S{[h]JQdsDQ4R}u2^<Y�VWO�NJ^<Y�R�� ^_R�NPO�NJ�<Q`R IdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �_e9�
j�I �DI � % Y�O�U �<S{[h]JQdsDQ4R}u2^<Y�VWO�NJ^<Y�RTs�Q R�N8�<Y�Q.��M�Q`]JVZ^<Y���M�Q IcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �_e !
j�I �DI x �\^<Y�OXNPY;M�NPO�UcQWO�s�UZSXNP�9[hq�NP]JN�OXUbR�^_M�R�]PQ R�N8�<Y�Q ∫ IbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �_eh�
j�I �DI � ~.QdOX|�UZ^_S��`n7QbsDM�OXSX[<Y�R�� ^<S�O IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj_w
j�I �DI�� ~�[ru2^_S�nrM�]PQbsDQbV{|�[<Y �<Q`n�QZY�O$sDQc�=[<S�Np[hq�]PQ�IcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj�H
j�I �DI ! ~.QdOX|�UZ^_S��`n7QbsDQ	��M�q�NJY�NoIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj �

j�I x % Y�U ��[h]JN�OXU`R�QZO�Q4R��F[<VWQ4R
Lp IbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj<�

j�I x�IJH % Y�U �_[h]JNPO�U`R�sDQ��_QZYFR�Q`Y.l�yz[hSX¦<^9��QZOd�\|�QZq;�DR�|�QZ� IcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj<�
j�I x�I � ��R���[<VZQ`R

Lp IbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj��



���������
	��� � ������������� �

j�I � % Y�sDU`�FQ`Y�s�[hYFVWQ§IcIbIdIbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj9!
j�I ��IJH �"�_UZY�Q`n7Q`Y�OXR�NJY�sDUZ� QZYFs�[hY�OXR IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj;e
j�I ��I � ,�S�NJq�M�R�NJY�sDU`�FQ`Y�s�[hY�OXQ`R IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj;e
j�I ��I x �"[hSXNp[hq�]JQ`R�[h]JU`[hO�^_NPSXQ`R\NPYFsDUZ� QZY�s�[hY�O�Q4R IcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj_j

j�I�� �\^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ`R}sDQ`R��9[<S�Np[hq�]JQ`R�[<]PU4[9O�^_NPSXQ`RzIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �hj_j
j�I��DIJH �\^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQ���S�Q4R(��M�QcR )�S�Q_lDQZYt��SX^<q�[<q�NP]JNPO�U<lDQZO�s�[hYFR

Lp.
IcIbIbIcI �hj_�

j�I ! �\^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ�Q`Y�]J^<NmI�IbIcIbIbIcIbIcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �h���
j�I !�IJH �$#DQZn���]JQ`R�QZO�sDUW�FY�N�OXNP^_Y IcIbIcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI �h���
j�I !�I � ~.QdOX|�UZ^_S��`n7QbsDQb��S�^_|�^<SX^9� IcIbIbIdIbIcIbIcIbIbIcIbIcIbIdIbIcIbIbIcI x<w_w
j�I !�I x �\^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQ�UZO�SX^<NPO�QcQWOTu2^_Y�V OXNP^_Y�RTVZ[<SX[_V OXUZSXNJR�O�N'��M�Q`R IbIdIbIcIbIbIcI x<w �
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�\Q$VW^<M�SXR0Q`R�O"M�Y�QTNJY�O�SX^DsDM�V OXNP^_Y7[<M�#rV{|�[9¥pY�Q`R sDQTyz[<S�¦_^9� l9[<M�#r[h]8�<^_S�NPO�|�n7Q4R0n�[<S�¦_^9�;NPQ`Y�R
QWO$[hM #Ano[hS�O�NJY �_[<]PQ4RZI

~"� QZY�R�QZnrq�]PQ�sDQ`R7��SXUZSXQ ��M�NpRrY�U`VZQ`RXR�[<NPSXQ`R 
 RX[z]JQ`V OXM�SXQ�[ UWO�U�SXU`sDM�NPOo[hM�n�NJY�NJn�M�ntI ��Q
]J[ �&O�|�U`^<SXNPQtsDQ ]m� NJY�O�U �<S{[9O�NJ^<Y���R�Q`M�]pR�]PQ4Ro��SXNPY�VZNP�F[hM�#�SXU`R�M�]POX[hOXR � OX|�UZ^_S��`n7Q4RosDQz~.Q`qFQ4R �_M�Q<l
sDQ ��M�q�NJY�NmlPI`IZI �AR�^<Y�OA�;S{[hNJn7Q`Y�O Y�U4VWQ`RXRX[hNJS�Q4R
	`I�f}NPQ`Y ��M.� M�Y�Q�VZQZS�OX[<NPY�QzuC[hn�NP]JNp[hSXN�OXU�[=�<Q4Vt]PQ
�<^DVZ[<q�M�]p[hNJS�Q}��SX^<q�[<q�NJ]PNpR&OXQ �2Q`R�� UZS{[hY�VZQ<lh]J^<Nmlh�9[hSXNJ[<q�]JQ`R [h]JU`[hO�^_NPSXQ`R`lDIZI`I � R�^<NPO�R�M����F^�R�U`Q<lh]JQ�R�QZM�]
VW^_Y�VWQ`�DOT��S�^_q�[hq�NP]JNJR�O�QcsD^_Y_O$Y�^<M�R}u2Q`S�^_Y�R��;SX[<NPn�QZY�O�M�RX[ �<QcQ4R&O$VWQ`]PM�N��� ���������������������
� �

�$Y�Q���[<S�OdO�SX�`RcNJn��F^_S�O{[hY�O�Q�sDQoVWQ�VW^_M�SXRdQ4R&ObsD^<Y�Y�UZQo[hM #zQ7#DQZn���]JQ`RcQZOb[<M�#zQ7#DQ`SXVZNJVZQ`R`I
K;QZM�]PQ4RT]J[�]JQ`VWO�M�SXQ�[hO�O�Q`Y�O�NJ�<Q sDQ4RT��SXQZn�NPQ`SXR$QWO$]JQbO�S{[=�9[hNJ]�sDQ`R�R�Q4VW^<YFs�R$[hNpsDQ`S�^_Y_OT]JQ ]JQ`V OXQZM�S 

R�Qdu2^_S(�_QZS�M�Y�QbNJY�O�M�NPO�NJ^<Y�QWO 
�VW^_n���S�Q`Y�sDSXQc]PQ4RTVW^<YFVWQZ��OXR�NJY_OXS�^DsDM�N�O{RZI
~.Q4RdR�Q`VWO�NJ^<Y�R !�"$#&%('*),+.-*/0"$12%�3&42#&+ NPn���SXNPn�U`Q`RcQZY�� QWO�NPOXRbV`[hS{[<VWO��ZSXQ`RdVW^_Y�O�NJQZY�Y�Q`Y�OcsDQ4RbVW^_n �
��]JUZn�QZY�OXR�QZO�sDQ`RTs�UZ�<Q`]P^_��� QZn�QZY�OXR���M�N��FQ`M��<Q`Y_O �ZO�SXQbS�Q4R�Q`S��_U`R�
rM�Y�Q R�Q4VW^_Y�sDQc]PQ4V OXM�S�Q_I
-$^_M�R0S�Q`n7Q`SXVZNP^_Y�R�O�^_MDO ��[hS�O�NpVWM�]JNJ�ZSXQZn�QZY�O"y NpV{|�QZ] �'QZ]p[<R�Y�QZSXNJQ\� ^<M�S"R�^<Y�[hNpsDQ���SXU`VZNPQ`M�R�Q�[=�<Q4V
]PQ4R"R�NPnrM�]J[hO�NJ^<Y�R(5hf}QZY�6�[<n7NJY f}QZS&�<U_lh�$]JNPY�Q��cM�S�O��Zno[hY�YrQZO��"NJQZSXS�Q$yz[hO�|�NJQZM�� ^<M�S�]PQ`M�S"SXQZ]JQ`V �
O�M�SXQ�[hO�O�Q`Y�O�NJ�<Q75�]PQ4R"Q`Y�R�Q`N �_Y�[hY�O{R�sDQ4R�� QWOXN�OXQ`R}VW]p[<RXR�Q4RZl_� [hO�SXNJV{¦ �}[9O�O�Np[hM�#�l�f\Q`S�YF[hS{s7~�[h� QZ�;SXQ
QWO�K�OXQWuC[hY�^zk']J]p[85�[hNJY�R�N ��M�Q�]JQ`RcUZO�M�sDNp[hY�O{RbsDQ`Rc��SX^<n�^<O�NJ^<Y�R �hw_w<w QWO �hw_w�H<l QZY���[<S�OXNJVZM�]PNJQZS
�"NJQZSXS�Q :c[h]J]J^<M�# QZO �<^_|�[hY�Y��`R�+$[<RXR�QZ]JQWO`lD� ^<M�S$]PQ`M�S{R�Y�^<nrq�S�Q`M�#AVW^_Y�R�QZNJ]JR`I

9;: '*+<%>=*+?#&4 @?-A@?+<+?"$)0@(BDC -
124242'*#&%E+(%E-
3&3F';42=*+('*)G-
3&3F'*)&B&12H*'$I
H_H
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H=�

K;^<NPO
M

M�Y QZYFR�Q`n�q�]JQ [h���FQ`]PU����?�����
� �( ���������oQWO
Xn ∈ M

M�Y�Qz�9[hSXNp[hq�]JQzsDU`R�N8�<Y�[<Y_O
] � UWO{[9O 
�]m� NPY�R�OX[<Y�O

n ∈ N
s�� M�YzR��DR�O��Zn�Q�R�^<M�n7NpR�
�M�Y�Q�]J^<N�s�� UZ�_^<]JMDO�NJ^<Y [<]PU4[9O�^_NPSXQ<I �'[<Y�R$sDQ

Y�^<nrq�SXQZM�R�Q`R�R�N�OXM�[9OXNP^_Y�R�] � UZ�_^<]JMDO�NJ^<YAO�Q`n7� ^<SXQZ]J]JQ sDQ
(Xn)

�<U`S�NP��Qd]J[���S�^_��S�NJUWOXUdR�M�NJ�9[hY�O�Q �
� ]J[7]J^<N�sDQ

Xn+1
Y�Q sDUZ� QZY�stsDQc]m� |�NJR�O�^_NPSXQ

(X0, X1, . . . , Xn)
sDM R��DR�O��Zn�Q.��M�Q

��[<ST] � UWO{[9O$��SXU`R�QZY�O
Xn.

�
�\QWO�O�Q"��SX^<��S�NJUWOXU R`� [h��� QZ]J]PQ�]J[������A���$�>����� ���
	���������0QZO�]p[TR�M�NPO�Q

(Xn)
M�Y�Q ��� ������� ���
	����������4l

sDM�Y�^<n�sDMtn�[hO�|�U`no[9O�NpVWNJQZYt�$YFsDS�Q`N�� IFyz[hSX¦<^9�?I �
~.Q`R�V{|�[9¥pY�Q`R7sDQ�y [hSX¦<^9� R�^_Y_O�M�Ya^<q�6&QZO7Q4R�R�QZY�O�NJQZ]TsDQ4R���S�^_q�[hq�NJ]JN�OXU`R7n�^;s�QZSXY�Q`R`I���]P]JQ`R

[h���F[hS{[hNpR�R�QZY�O�QWO'R�^<Y�O�MDOXNP]JNpR�U`Q`R$[=�_Q`VbR�M�VZVZ�`R$s�[<Y�R$sDQ4R�sD^_no[hNJY�Q`R$[<M�RXR�N�s�NP�_QZS{R���M�Qb]J[ ��|;�9�
R�N'��M�Q<lF]J[Aq�NJ^<]J^ �<NJQ<lF]PQ4R'RXVWNJQZYFVWQ`R'R�^DVZNJ[<]PQ4R$^<M ]m� NPYDu2^_S�no[hO�N'�_M�Q<I -$^<MFR�SXQZY�VZ^<Y�O�SXQZSX^<YFRTs�[hY�R']p[
R�M�N�OXQcs�Q VWQbVW^_M�SXR���M�Q`]8��M�Q4R�Q7#DQZn���]JQ`R�NJY�R���NJS�U4R���[hS$VZQ`RTsDNpR�VZNP��]PNJY�Q`R`I
�"Y �<U`Y�UZS{[h]ml.]m� Q4R��F[<VWQ s.� UZOX[9O{R

M
Q`R�O�M�Y R�^<M�R ��Q`R���[<VZQ�s�Q

Rm I K;N\V<� Q4R&OrM�Y QZYFR�Q`n�q�]JQ���Y�N^<M sDUZY�^<n�q�SX[<q�]PQ_l�NP]�Q`R�O n�M�Y�N\sDQo]J[�OXS�NJq�M sDQo]m� Q`Y�R�QZn�q�]PQ sDQ4Rb��[<S�OXNPQ4RZI�K;N\Vh� Q`R�O M�Y R�^_M�R �
QZY�R�QZnrq�]JQ'��]JM�R}SXNJV{|�Q_l;NP]?Q`R�OTn�M�Y�N?s�Qd]p[�O�SXNPq�M qF^_S�U`]PNJQZY�Y�Q'NJY�sDM�N�OXQ<l�Vh� Q`R�O � 
 � sDNJS�QdsDQd]J[�O�SXNPq�M
QZY �_QZY�s�S�U`Q'��[<ST]PQ4R�^<M��_QZS�OXR�sDQ

M
�2�<^_NPST]p[�R�Q4V OXNP^_Y�j�IPH_IPHcsDQb]m� [<���FQ`Y�sDNpVWQ sDQ VZQbVW^<M�SXR � I

~.Q7V{|�[h��NPO�SXQ HrQ`R�O'Q`RXR�QZY�O�NJQZ]J]PQ`n�QZY�O'M�Y�V{|�[h��NPO�SXQrs�Q�n�^hOXNP�9[9OXNP^_Y�Rds�[hY�R�]PQ ��M�QZ] Y�^_M�R�[<]P]J^<Y�R
Y�^<MFR$[9O�OX[<V{|�QZS�
 sDU4VWSXNPSXQ �2QZO'UWOXM�sDNJQZS ����M�QZ]'��M�Q`R$Q7#DQZn���]JQ`R$[=�9[<Y_O�s�Q�sDUW�FY�NPS�u2^<SXn�QZ]J]PQ`n7Q`Y�O
�Cs�[<Y�RT]JQ�V{|�[<��N�OXS�Q � ��]JQ`R�VZ^<Y�VZQZ�DO{R�sDQ�q�[<R�Q ��M�N�R�QZSX�;NPSX^<Y�O$s�[hYFR$]p[oR�M�NPO�Q_IF~�Q`R�R�Q`VWO�NJ^<Y�R �DI �

QWO �DI x�s�M V{|�[<��NPO�SXQ ��R�^_Y�O7SXQ`R��FQ4V OXNP�_QZn�QZY�OXR�VZ^<Y�RX[<VZS�U`Q`R�[<M�#aV{|�[9¥pY�Q`R���Y�NJQ`R �
M

Q`R�O7M�Y
QZY�R�QZnrq�]JQ���Y�N � QWO}sDUZY�^_n�q�S{[hq�]PQ4R �

M
Q`R�O\sDU`Y�^<nrq�S{[hq�]JQTNPY���Y�N � I;~.Q�V{|�[<��NPO�SXQ�xc��SXU`R�QZY�O�Q$]JQ`R

[h]8�<^_S�NPO�|�n�Q4R\VZ]J[_R�R�N8��M�Q4RTsDQbR�NJn�M�]J[hO�NJ^<Y�R�� ^<M�S �CQWO$��[<S �\]JQ`R$V{|F[=¥ Y�Q`R\��Y�NJQ`R`I
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� � �� � ����� �

��� �E����� ����� � ���K��� ����� 	�����	������������

� ]m� Q #�VWQZ��O�NJ^<Y sDQ�]J[a��SXQZn�NJ�ZSXQ R�Q4V OXNP^_Y.l}VZQ�V{|�[<��NPO�SXQ Y.� Q`R�O��F[<R Q4R�R�QZY�OXNPQ`] 
�]J[aR�M�NPO�Q
sDM VW^<M�SXR`I ~.Qtq�MDO NpVWNTQ4R&O R�M�S�OX^<MDO s�� UZ�_QZNJ]P]JQZS�]p[ VWM�SXNP^�R�NPO�UtsDM ]PQ4V OXQZM�SoQ`Ya]JM�N$��SXU`R�QZY�O{[hY�O
��M�QZ]'��M�Q`R7Q7#DQ`n7��]PQ4R7O�SX�`RoR�NPn���]JQ`R 
 sDU4VWSXNPSXQ no[<NJRosD^_Y�O�]p[�S�NpV{|�Q4R�R�Q�s�Q`RoVW^_n��F^_S�OXQZn�QZY�OXR
Q`R�OdSXQZno[<S&��M�[<q�]PQ_I6-�^<M�RdY�^_M�RcR�^_n�n7Q4R�NJY�R���NJS�U4R 
 ��]JM�R�NPQ`M�SXRdSXQZ��SXNpR�Q4R's�� M�Y�qFQ`]"[hS�O�NpVW]JQrsDQ
��Np[<VZ^<Y�NpR'QWO	��SXQZQ4sDno[hY
	 ��H�� R�M�Sc]JQ`R �&NPO�U`SX[hO�NJ^<Y�Rd[h]JU`[hO�^_NPSXQ`R'sDQ�u2^_Y�V OXNP^_Y�R*�7sD^<Y�Oc]J[ ]JQ`V OXM�SXQ
Q`R�O�O�SX�`RT[hq ^<S{s�[<q�]PQ_I

��� ����������������� �!�"�"��#$�����&%�'(��%)�"*��+�����

�$Y�Q �+,�� �.��� �
��, ��� ��� ��� �.- �
���9��� � �dR�M�S
M

Q`R�O'M�Y�Q�R�M�N�OXQrsDQ7�9[hSXNJ[<q�]JQ`R�[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R
(Xn)




�9[h]JQZM�S{R s�[hY�R
M

sDUW��Y�NPQTR�M�S M�Y7Q`R���[<VZQ}sDQ���SX^<qF[hq�NJ]PNPO�U
(Ω,F , P)

	\R�^_]PM�O�NJ^<Y�s�� M�Y�Q�U ��M�[9OXNP^_Y
S�U4VWM�SXSXQZY�O�QdsDQb]J[ru2^_S�n�Q

Xn+1 = f(θn+1, Xn)
�&H_IPH��

^0/ �
1 @32

θ1, θ2, . . .
R�^_Y�O\sDQ`R\�9[hSXNJ[<q�]JQ`R"[<]PU4[9O�^_NPSXQ`R"NPY�s�UZ� QZY�s�[<Y�O�Q`R\NpsDQZY�O�N'��M�QZn�Q`Y_O�sDNpR&OXS�NJq�M�U`Q`R�


�9[h]JQZM�SXRTs�[<Y�R�M�YtQ`R���[_VWQdn7Q4R�M�SX[<q�]PQ
(Θ,A) ;

954 -
3&3F';42"$) +76�#&'
Ω

'*+>@ #&) '*)&+E'��*%&42'�'
F

#&)&' @E%>10%&# +E#&%
Ω

'�@
P : F→[0, 1]

# )&'G3&%>"�%�--%&12421 @E=98 /0"$12%4 C -
3&3F'*)&B&12H*';:.I
H9e



H`j ������� � � �������<��	 � �����<��
��	�������� ����� ����
������� �����

1 � 2
f : Θ × M → M,

(θ, x) 7→ f(θ, x) = fθ(x)

Q4R&O$M�Y�Qc[<����]JNJV`[9OXNP^_Y n�Q`R�M�S{[hq�]JQ75
1 : 2

X0
�C]J[�VW^<YFsDN�OXNP^_Y�NPY�NPO�Np[h]JQ � Q`R�O�M�Y�Q$�9[<S�Np[hq�]JQ$[h]JU`[hO�^_NPSXQ �2UZ�_QZY�O�M�QZ]J]PQ`n7Q`Y�O\sDUWOXQZSXn�NPY�NpR�O�Q �

NJY�sDU`�FQ`Y�s�[hY�OXQ sDQb]J[�R�M�NPO�Q
(θn).

� 8 � >�/C1`/ EF> *�� *�� *�� �
m

�����$�������)- �9- ��� ����� �����$�>���(- ���
(θn),

- � �-� , � - �
(f, m)

�� �A��� ��- - ��,��
5��.5`1�� 0 3a���.>0@ 0 /���-�3 @�B 8;@D1`E /2693 � �)- � �+,�� �.�

(Xn)
� � - , �E�$�F� �����! ��" $# ,���� �3� �!%��A� �9��� � �

� , �$&;���('�) �
(f, m)

��� �-������� �?�$��� ��� � �?�>� - �
X0. * � - ������� X0

�����8�A��� ��- �
�9- � - ���7��� � �E�>�.- � ���
(f, m).

+ 3 0 @D6���-03�*�� *�� � �d[hY�R ]PQzV`[<R���[<S�OXNJVZM�]PNJQZSo^ /
f
Y�Qzs�UZ� QZY�s ��[_R sDQ

θ
l"]p[ S�U4VWM�SXSXQZY�VZQ

�&H_IPH�� Q`R�O\sDUZO�QZSXn�NPY�NJR�O�Q_I;K;^_YoUWOXM�sDQ$uC[<N�O\] � ^<q�6&QZO}sDQ�]J[ � ���-���$�>� ����� �$&;���('�) ���,�,&����-) �/.�, ��� � 

O�Q`n7�FR�sDNpR�VZS�QZO ��]J^<S{R&�_M�Q

X0
Q`R�O'sDUZO�QZSXn�NPY�NJR�O�Q_lFQZO'sDQ�]p[ � ���-���$�>� � �0� � �F�/.(, �']J^<S{R(��M�Q

X0
Q4R&O

[h]JU`[hO�^<NJSXQ<I

�\^<n�n�QZY�
Z^<Y�R}��[<S���M�QZ]'��M�Q`R�Q #;Q`n���]PQ4RZI

��21 3 %)� � �"� '(��� � % �������

�$Y 6&^<M�QZM�SAs�Qz�F^_¦<Q`S ��M�N$q�[hOAM�Y 6&QZM R�OX[<Y�s�[<SXs sDQ
52

V`[hS�O�Q4R�Y�^<M�Rou2^<M�SXY�NPOAM�Y q QZ]
Q7#DQZn���]JQ�s�Q�R�M�N�OXQ�SXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQ [h]JU`[hO�^_NPSXQzR�M�S ]JQ �_S�^_M�� Q R��;n�UWOXS�N'��M�Q

M = S52
s�Q`R

52!�FQ`S�nrMDOX[hO�NJ^<Y�R��2]JQ`R�q�N 6&Q`VWO�NJ^<Y�R�sDQ {1, . . . , 52} s�[hY�R ]JM�N ��n �Zn�Q �WI � ]m� NJY�R�OX[<Y_O�NPY�N�OXNJ[<] l�]JQ`R
VZ[<S�OXQ`R R�^<Y�O"^<S{sD^<Y�Y�UZQ4R QWO�]m� UWOX[hO�NJY�N�OXNJ[<]FsDM R��DR&OX�Zn�QTQ`R�O�]p[c�FQ`S�nrMDOX[hO�NJ^<YoNpsDQZY�OXN�OXU � X0 = e.� ] � UWO{[h� Q

n + 1,
]PQ 6&^_M�QZM�SAV{|�^<NpR�N�O M�Y�Q �FQ`S�nrMDOX[hO�NJ^<Y

θn+1
[<M |�[<RX[hS{s s�[hY�R M�Y R�^_M�R �

QZY�R�QZnrq�]JQ
S ⊂ M

QZOo] � [h����]PN'��M�Q 

Xn.

~�[�R�M�N�OXQ
(Xn)

Q`R�O�sD^_Y�V�M�Y�QtR�M�N�OXQ�SXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQ
[h]JU`[hO�^<NJSXQ

Xn+1 = θn+1 ◦ Xn^0/�]PQ4R��9[hSXNJ[<q�]PQ4R
θi
R�^_Y_OTNmI NmI s�I�
7�9[h]JQZM�S{RTs�[hYFR

S.

~"� QZY�R�QZnrq�]PQ
S
VZ[<SX[_V OXUZSXNJR�QT]PQ�O&�;�FQdsDQ ��q�[9O�OX[ �<Q$�$QZO}sDU`�FQ`Y�sAsDQd]p[ sDQ7#;OXUZSXN�OXU'sDM 6&^<M�Q`M�S`I

,��;��N'��M�QZn�Q`Y_O'M�Y�Q�� QZSXn�M�OX[9OXNP^_Y sDQ
S
Q`R�O'^<q�O�QZY;M�Q7sDQ�]p[�uC[ 
W^<Y�R�M�NJ�9[hY�O�Q � ^_Y V{|�^<NpR�N�O�M�Y



� � � � ������ ��� � ��� � ��������� H4�

QZY�O�NJQZS�QZY�O�SXQ
1
QWO

52
�C^<Y VZ^<M�� Q �d��M�NJR�^<Y NPY�OXQZS{VZ[h]JQo]JQ`R V`[hS�O�Q`R

1, 2, . . . , k
[hM n�NJ]PNJQZM sDQ4R

VZ[<S�OXQ`R
k + 1, . . . , 52.

-$^<MFR$Y�Q7V{|�QZS{V{|�QZSX^<YFR���[<R�NJVZN�
 sDU4VWSXNPSXQ ]m� Q`Y�R�QZn�q�]PQ
S
[=�_Q`Vc��SXU`VZNJR�NJ^<Y no[hNpR$Y�^_M�R�R�M����

�F^�R�Q`S�^_Y�R���M�Qc]PQbq�[hO�O{[ �<QdQ`R�O ��n7U`]J[<Y �<Q4[hY�O*� lDVh� Q`R�O � 
 � sDNJS�Q
1 @32

S
��� �D�������A�

M :
O�^_MDO�Q��FQ`S�nrMDOX[hO�NJ^<Y

x ∈ M
�FQ`MDO RZ� U`VZS�NJS�Q7VW^_n7n�Q7M�Y ��S�^DsDM�NPOd��Y�N

x = s1 ◦ . . . ◦ sl
s�� UZ]JUZn�Q`Y_O{R$sDQ

S ;1 � 2 ]p[z]J^<N
m

sDQ`Rr�9[hSXNJ[<q�]JQ`R
θn

V{|F[hS&�<Q�O�^_M�R7]PQ4R�U`]PU`n�QZY�OXR7sDQ
S : m(s) > 0

� ^<M�SrO�^_MDO
s ∈ S.

K;^<MFRTVWQ`R�|;�;� ^hO�|��`R�Q`R`lD]J[�R�M�N�OXQ
(Xn)

�<U`S�NP��Qc]JQ`R���SX^<��SXNJUWO�U4R � O�SXU`R$NPY�O�M�N�OXNP�_Q`R �\R�M�NJ�9[hY�O�Q4R �
1 / 2 Q`]P]JQ"Q`R�O
�A�A��, ��� ��� ��� � QZ]J]PQ���NpR�N�OXQ�NJYD��Y�NJn�QZY�O R�^<M��<QZY�O�OX^<M�R�]PQ4R.� ^<NJY�OXR0sDQ�]m� Q4R��F[<VWQ\s�� UZOX[hOXR�5
1 / / 2 Q`]P]JQ RX[9O�NpR�uC[hNPOcM�Y�Q - ���,����� �� �����;� � �,) � � ��� � ]p[ u2S�U ��M�QZY�VZQos�� ^DV`VWM���[hO�NJ^<Y s�� M�Y R�^_M�R �

Q`Y�R�Q`n�q�]JQ
A ⊂ M

Q`R�O�[<R��;n7��O�^hOXN8��M�Q`n�QZY�O U �_[<]PQT[<M ���<^_]PM�n7Q0�}sDQ
A = card(A)/52!.

�"]JM�RT��SXU`VZNJR�UZn�QZY�O4l


c69E�2�E 54/21`/ EF> * �p� �C*�� � , � �9� , �
x ∈ M,

limn→∞
1

n

n∑

k=1

1{Xk=x} =
1

52!
=

1

E(Te)

���

Te = inf{n > 0 : Xn = e}
�����$���F����- �8� �A� ) �>��� ��� ���.�F� � ���E� ���9� , ���

e.

�\QWO$U`Y�^<Y�VZUcQ`R�O$M�Y VZ[<R��F[hS�O�NpVWM�]JNPQ`S$sDM � � �-��� '�) � � �0��� ���/.�, � � � ����.(, � �	� ��� ^<M�S�]PQ4RTV{|�[=¥ Y�Q`R
sDQzyz[<S�¦_^9� ��Y�NJQ`R �;�>��� ��R�M�S M�Y Q4R���[_VWQ s�� UWO{[9OXRo��Y�N � ��M�QzY�^_M�RosDUZn�^_Y_OXS�Q`S�^_Y�Ros�[<Y�Ro]p[
R�Q4V OXNP^_Y ��I �dsDM V{|�[<��NPO�SXQ ��I -$^_M�R VW^_Y�R�QZNJ]P]J^<Y�R ]m� Q7#DQZS{VWNpVWQTR�M�NP�9[<Y_O�[<M�]PQ4V O�Q`M�S OXS�^_�rNJn���[9OXNPQ`Y_O
�F^_M�S$[9O�O�Q`Y�sDSXQd]JQ V{|�[<��N�OXS�Q �DI


�� 3�69:</ :<3 * �p� �p����������������
i ≥ 1, � ����� ��� ∆i ���  � ��!"��#�$ �%� !�&�!'��!)(+* �-,). ��� � , ! � �/��! � $ i 0 !"� � $

(i − 1) 0 #  �  ��!21 e, . � ! � �/341536&  ��!

∆i = inf{k > 0 : θT i−1+k ◦ . . . ◦ θT i−1+1 = e},
��7

T 0 = 0
!"�

T i = ∆i + · · · + ∆1.



�hw ������� � � �������<��	 � �����<��
��	�������� ����� ����
������� �����

����� � � �/��!"������! � ! � #�$ �  $�� � ! � ∆i � � � �  � & , * ! � &�$ � ��! � ! � &�!�(
	)(+! � �  ��� � & , &��  ��!�����!

limi→∞
i

Ti
=

1

E(Te)
.

����� � � �/��!"������!

limn→∞
1

n

n−1X

k=0

1{Xk=e} = limi→∞
i

Ti
.

���  ������# !�� � $ *�����* � �  �  � � � � � � � �

(�� ����( �������d��� ��� �?
\���'��%����$% �X
\���"!

~�[o��SX^<� ^_R�NPO�NJ^<Y H<I �DIJHbQ`R�O�M�Y SXU`R�M�]POX[9Od[<R���n��DOX^hOXN8��M�Q_l�QWOcsDQ�VWQ uC[hNPO�Y.� Q`R�O'��[_RTQZY�O�NJ�ZSXQ7�
n�QZY�O�RX[9OXNJR�uC[hNpRX[hY�O�Q'�F^_M�S�]PQ�6&^<M�Q`M�STsDQd�F^_¦<QZS4l �_M�N���S�UZu2UZSXQZS{[hNPO}RX[=�<^_NPS�R�N�]JQ'��[9��M�QWO�Q`R�O}q�NPQ`Y
n�UZ]p[hY �_U}]J^<S{R&�_M�� NJ]�VWQ4R�R�Q$sDQTq�[hO�O�SXQT]JQ`R"V`[hS�O�Q`R`I9�"Y s�� [hM�O�SXQ`R0O�Q`S�n�Q4R �2��]JM�R�n�[hO�|�U`no[9O�N'��M�Q`R � l
]PQ 6&^_M�QZM�S$[<NPn�Q`SX[<N�OT� ^<M��_^<NJS�VZ^<n���[<S�Q`S}]J^<N.s�Q

Xn
[=�<Q4V']p[7]P^_N�M�Y�NPu2^<SXn�Q R�M�S

M.
% Y�O�SX^;s�M�NJR�^<YFR\]p[�sDNpR&O{[hY�VZQ

dn =
1

2

∑

x∈M

∣∣∣∣P(Xn = x) − 1

52!

∣∣∣∣ ≤ 1.

~�[d��SX^<� ^_R�N�OXNP^_YrR�M�NJ�=[<Y�O�Q$sD^_Y�Y�QTM�Y���SXQZn�NJQZS UZ]JUZn�Q`Y_O�s�QTS�U`�F^_Y�R�Q 
c]p[ ��M�Q4R&OXNP^_YosDM,6&^<M�Q`M�S`I

c69E�2�E 54/21`/ EF> * �p� �8/ � , ��� �;� ��� � .�, �

S
� ��� �7����-�.�, �$-; �0� �E�>� �

l
���9-; � &A� ��� � '����

(a)
� ,�� �-���

# �3� � �-� �F� �$�7�������.� �0�����,) ) �0� � ���
x
�.� -��+,%$ ������� �'& ��) � - � ��� �+, ��� �;��� � .(, �

e ∈ S
#F�)(7- ���-�

� -<�*&�� ����� ����� �-��� ���.�F� �����
C > 0

� �
0 ≤ ρ < 1

�*��������������� ����� ���
S
#�����- - ��� .�, �

dn ≤ Cρn.

% ] R`� [ �<NPO�] 
 Q`Y�VW^_S�Q�s.� M�Y S�U4R�M�]�O{[9O"OX^<MDO 
buC[<N�O\O&����N8��M�QdsDQ`R}V{|�[=¥ Y�Q4R�sDQcyz[hSX¦<^9����Y�NJQ`R`I"-�^<M�R
]PQcsDU`n7^_Y�O�SXQZSX^<Y�R}s�[hYFR\]JQ`R�V{|�[<��NPO�SXQ`R � �2O�|�U`^<SX�Zn�Q �DI �DIJHZ� �"QWO$x � O�|�UZ^<SX�Zn�Qcx�I x�I x �\s�[hYFR\M�Y
VZ[_sDS�Q���]PMFR��_UZY�U`SX[<] I yz[h]J|�Q`M�S�Q`M�R�QZn�QZY�O`l ]JQ`Rdn�QZNJ]P]JQZM�SXQ`RdVW^_Y�R�OX[hY�OXQ`R

C
QWO

ρ
R�^<Y�Ods�N,+ VWNJ]JQ`R


�VZ[h]pVWM�]PQ`S}QZO$]PQ4R�Q`R�O�NJn�U`R�uC[_VWNJ]PQ4RTR�^_Y_O�OXS�^_� �_S�^�R�R�NPQ`SXR`I
�"Y

1986,
�0Q`SXR�NpR ��Np[<VZ^<Y�NpR��cR�QcSXQZY�stVWU`]PQ`q�SXQdQ`Y�s�UZn�^<Y�O�S{[hY�OT]JQdSXU`R�M�]POX[hOTR�M�NJ�9[hY�O �
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�"]JM�R���S�U4VWNpR�U`n�QZY�O`l ��Np[<VZ^<Y�NpR�sDUZn�^<Y�OXS�Q �_M�Q�]JQ �_SX[<��|�Q s�Q�]p[ u2^_Y�V OXNP^_Y
n→dn

Q4R&OtM�Y�Q
��R�N8�<n�^���sDQ$� I � ^<M�S

n < 7, dn
Q`R�O ��SX^DV{|�Q sDQ

1
QWO��F^_M�S

n ≥ 8, dn
Q`R�O ��S�^DV{|�Q s�Q

0.~"� Q7#D��]JNJV`[9OXNP^_Y7sDQ$VZQT��|�U`Y�^<n��Zn�Q � sDNPO\sDQ ��VWMDO(�m^��<� �0Y�� Q`Y_OXS�QT�F[<R"s�[<Y�R ]JQ$VZ[_sDS�QTsDQ'VWQ$VW^_M�S{R
no[hNpR�]JQ']JQ`VWO�Q`M�S\NJY�O�U`S�Q4R�R�U�� ^<M�SXS{[ VW^_Y�R�M�]�OXQZS ��Np[<VZ^<Y�NpR 	JH ! �ml;^<M QZY�VZ^<SXQ$]m� Q #DVZQZ]J]PQ`Y�O�VZ^<M�S{R�sDQ
KD[h]J^��6���\^_R�O�Q9	 �<j �mI

���� 	 % �"��
���� %�'(��% ��*��+����� � � �
Zd

K;^<NJQZY�O
e1, . . . , ed

]PQ4R �<Q4V O�Q`M�S{R0s�Q}]p[dq�[<R�Q�VZ[hY�^<Y�N'��M�QTsDQ
R

d.
��Yrno[<SXV{|�Q`M�S �CRX[hY�R sD^_MDO�Q

NP�;SXQ � ��R�Q�s�UZ��]p[<VZQ s�[hY�R
Zd.

KD[�� ^_R�N�OXNP^_Y 
�] � NJY�R&O{[hY�O
n
Q`R�O�]p[��9[hSXNJ[<q�]PQ [<]PU4[9OX^<NJS�Q

Xn ∈ ZdsDUW�FY�NPQc��[<ST]J[7SXU`VZM�S�SXQZYFVWQc[h]JU`[9OX^<NJS�Q � X0 = 0,
QWO

Xn+1 = Xn + θn+1

^0/
θ1, θ2, . . .

R�^<Y�O�sDQ4R��?I [�IWN I NmI scM�Y�N�u2^_S�n�UZn�Q`Y_O�s�NJR�O�SXNPq�M�UZQ4R.s�[hYFR {e1, . . . , ed,−e1, . . . ,−ed}.
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�"Y H`� ��H<lF�0^_]P��[��rR�Q7�F^�R�Q7]JQ7��S�^_q�]P�`n�QrR�M�NP�9[<Y_O � ]JQrno[hS{V{|�Q`M�S'Q4R&O(�mNJ] R )�Scs�QrSXQZ�_QZY�NJS 
�RX[
�F^�R�NPO�NJ^<YtsDQ sDU`��[hS�O vb~�[7S�U`�F^_Y�R�QcsDU`�FQ`Y�s VWSXM�VWNp[h]JQZn�Q`Y_OTsDQb]p[�sDNPn�Q`Y�R�NJ^<Y sDM�SXU`R�Q`[hM �

� �08�EF6-� 0 3�*��'/ � * 1 
'EFB/�F@ 	b*�4?��* 2 � � � , �
d = 1

� ,
2
- � ) ��� ��� � �.- �
���9��� � �

(Xn)
���-�

S�U4VWM�SXSXQZY�O�Q �
P(∃n > 0 : Xn = 0) = 1.

� � , �
d ≥ 3,

�(- - � ������OXSX[<Y�R�NJQZY�OXQ �
P(∃n > 0 : Xn = 0) < 1.

-$^_M�RTsDUZn�^_Y_OXS�Q`S�^_Y�R}VWQbSXU`R�M�]�O{[9O$s�[<Y�R�]J[�R�Q`VWO�NJ^<Y �DI x�I �rs�MtV{|F[h��NPO�SXQ ��I

(�� )���( ��� �?
��'�<�D� �\�D%§��%��t
������

~�[ �-��� ������� �.� ��� � � - &�� Q`R�OT]PQbY�^_n�q�SXQ
p(d) = P(∃n > 0 : Xn = 0).

��� [h��S��4R ]PQ O�|�U`^<SX�Zn�Q�H<I x�IJH<l
p(1) = p(2) = 1

QWO
p(d) < 1

� ^<M�S
d ≥ 3.

��Q4R Q`R�O�NJno[9OXNP^_Y�RtY;M�n�UZSXN8��M�Q4Rt��S�U4VWNpR�Q4R sDQ
p(d)

R�^<Y�O sDNpR��F^_Y�NPq�]PQ4RzR�M�S ]PQ R�N�OXQ NJY_OXQZSXY�QWO
� �3� �	� 
�
���� � ) ��� � ��� � �.���-�,) ���.-0� ������
 ���F� ������� ��
F� � -�&���
�� �.- &��D� � � )$- �F^_M�S

d ∈ {3, . . . , 64}.�"Yt�<^_NJVZN ��M�Q`]8��M�Q4R ��M�Y�Q4R

p(3) = 0, 3405373295509991 . . .

p(4) = 0, 1932016732249839 . . .

p(10) = 0, 0561975359742678 . . .

p(64) = 0, 0079380451778596 . . .

�-� -A@��&=�� -A@?12H*12'*) �&"$);1$%>"$12+ )&= '*) �������G'�@*�8"$%>@�'*) ��!����,'�� '*"$%$1$' !�"$4 &�- -,@?%E-;/
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Zd
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� ^<NpVWN�M�Y Q7#DQZn���]JQTOXS��4R�R�NPn���]JQ �2no[<NJR"O�SX�`R"SXNpV{|�Q � s�Q'R��;R�O��`n�Q$sD�;Y�[hn�N'�_M�Q�[h]JU`[hO�^<NJSXQ$R�M�S
R.

-$^_M�Rc] � ^<q�O�QZY�^<Y�RcQ`Y�n�^DsDNP�F[hY�Ob]PU �<�`S�Q`n7Q`Y�Oc]p[tR�M�N�OXQ7SXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQ7s�U`VWSXNJ�=[<Y�Oc]p[�no[hS{V{|�Q
sDQc� ^<]J�_[7M�Y�NpsDNJn7Q`Y�R�NP^_Y�Y�QZ]J]JQ<I

K;^<NPO
a
M�Y�SXUZQZ];� ^_R�N�OXN�u&l

(θn)n≥1
M�Y�Q$R�M�NPO�QTsDQT�9[hSXNp[hq�]JQ`R [h]JU`[hO�^_NPSXQ`R�N I NmI s�I_sDQT]P^_NDM�Y�NPu2^<SXn�Q

R�M�S {−1, 1} QZO (Xn)
]p[�R�M�NPO�QbSXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQd[<]PU4[9OX^<NJS�QdS�U`QZ]J]PQcsDUZ��Y�NJQb��[hS

Xn+1 = aXn + θn+1.

� ^<M�S
a = 1

Y�^_M�R SXQWOXS�^_M��<^_Y�Rc]p[ no[hS{V{|�QAsDQ �0^_]P��[tM�Y�NpsDNJn7Q`Y�R�NP^_Y�Y�QZ]J]JQAUWOXM�sDNJUZQ�s�[hY�R�]J[
R�Q4V OXNP^_Y���S�U4VWU`s�QZY�O�Q_I�� ^<M�S

a 6= 1,
]p[oR�M�N�OXQ

(Xn)
RZ� ^<qDOXNPQ`Y�O 
o��[<S�OXNPS�s�Q

X0
QZY VZ^<n�� ^_RX[hY�O

[h]JU`[hO�^<NJSXQZn�QZY�O\]JQ`R�sDQZM�#�[h����]JNpVZ[9OXNP^_Y�RT[ +oY�Q4R
f1(x) = ax + 1

QWO
f−1(x) = ax − 1.
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� / � -�6=3 * �P¤ * ��� � �������?�$��� � f1
� �

f−1
� � , �

a = 2/3.

� ^<M�S
a > 1,

]JQ VW^_n7� ^<S�O�Q`n�QZY�O$[<R���n��DOX^hOXN8��M�QbsDQ
(Xn)

��S�U4R�Q`Y�O�Qd�FQ`Mzs�� NJY�O�U`S��ZO`I


�� 3�69:</ :<3 * �P¤ �C* � � � �/��! � ����!-* ����� a > 1

P(limn→∞Xn ∈ {−∞, +∞}) = 1.



� ! ������� � � �������<��	 � �����<��
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� ^<M�S
0 < a < 1,

Y�^_M�R�[h]J]P^_Y�R}�<^<NJS��_M�Q']JQdVZ^<n�� ^<S�O�QZn�Q`Y_OT[<R��;n��DO�^<O�N'�_M�QdsDQd]p[rR�M�NPO�Q
(Xn)Q`R�OTqFQ4[hM�VZ^<M�����]JM�RTSXNJV{|�Q.��M�QcY�Qb� ^<M�SXS{[hNPO}]JQb]J[<NJRXR�QZSTR�M����F^�R�Q`ST]J[�R�NPn���]JNpVWNPO�U sDMtn�^DsD�Z]JQ<I

�0^_M�S�O�^_MDO
n ≥ 0,

Xn − anX0 = an−1θ1 + · · · + θn.

K;^<NPO
Yn = θ1 + aθ2 + · · · + an−1θn.

�"M�NpR(��M�Q |a| < 1,
]J[oR�M�NPO�Q

(Yn)
VZ^<Y;�<Q`S(�_Q��<Q`SXR}M�Y�Qb�=[<S�Np[hq�]PQ

Y∞ ∈ [− 1
1−a , 1

1−a ].
+TQZno[<S&��M�^_Y�R ��M�Q ]JQ`RA�=[<S�Np[hq�]PQ4R

Xn − anX0
QWO

Yn
^_Y_O ]J[ n �`n7Q�]P^_N'V`[hS ]JQ`R �<Q4V O�Q`M�S{R

(θ1, . . . , θn)
QZO

(θn, . . . , θ1)
^<Y�OT]p[rn �`n7Qb]J^<NmI

� ^<M�S}O�^_MDO�Qcu2^_Y�V OXNP^_Y
Φ : R→R

VZ^<Y�O�NJY;M�Q<l

limn→∞(Φ(Xn) − Φ(Xn − anX0)) = 0,

VZ[<S
Φ
SXQ`R�O�SXQZNJY_OXQ 


[ −1
1−a −|X0|, 1

1−a + |X0|]
Q`R�O M�Y�N�u2^_S�n�U`n7Q`Y�O�VW^<Y�OXNPY;M�Q_I9� [<S"VW^_Y�R�U ��M�QZY�O`l

limn→∞E(Φ(Xn)) = limn→∞E(Φ(Yn)) = E(Φ(Y∞)),
�&H_I � �

��[hSo[<����]JNJV`[9O�NJ^<Y sDM O�|�UZ^<SX�Zn�Q sDQzVZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ sD^_n7NJY�U`Q �c�_^<NJS�] � [h��� QZYFsDNJVZQ<l OX|�UZ^_S��`n�Q
j�I �DI x �WI0�\Q O&�;� QAsDQ VZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQoRZ� [h��� QZ]J]JQ ]J[ �-��� ��� �0�������
� ��� - �F� �2�_^<NJS ]m� [<���FQ`Y�sDNpVWQ��bQWO
Y�^<MFR��<QZY�^<Y�R�sD^_Y�VcsDQb��SX^<M��_QZS�] � UZY�^<Y�VZUcR�M�NJ�9[hY�O`I


c69E�2�E 54/21`/ EF> * �P¤ �p� * � �+,�� ��� (Xn)
�-��� �&� �0�D� ��� - �F�4�&� �-� - � �&���$�>� ��- � � - �
���9��� �A�

Y∞.

K;^<NPO
νa

]J[7]J^<N.sDQ
Y∞

QZO
Fa : R→[0, 1]

RX[ � �������?�$��� ���E� �.� �����?� �?�$��� �

Fa(t) = νa(] −∞, t]) = P(Y∞ ≤ t).

K;N
Fa

Q`R�OrVW^_Y�O�NJY�M�Q [hM �F^_NPY�O
t
� Vh� Q`R�O � 
 � sDNPSXQoR�N

P(Y∞ = t) = 0
� l�]p[ R�M�N�OXQAsDQou2^_Y�V OXNP^_Y�R

(1{Yn≤t})n≥0
VZ^<Y;�<Q`S(�_Q ��SXQ`R&�_M�QrR()�S�Q`n�QZY�Od�_QZS{R

1{Y∞≤t}
QWObsD^_Y�Vhl?��[<SdVZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�VZQ�sD^ �

n�NPY�U`Q<l
Fa(t) = limn→∞P(Yn ≤ t) = limn→∞P(Xn ≤ t).

�&H<I x �
�\^<n�n�Q Y�^<M�Rr�<Q`S�SX^<Y�Rrq�NJQZY�O��<O ��M�Q

Fa(t)
Q`R�OoVZ^<Y�O�NJY;M�QAQ`Y�OX^<MDO�� ^<NJY_O4l"VWQZO�O�Qt��SX^<��S�NJUWOXU

sDQ VW^_Y;�<QZS&�<Q`Y�VWQ �&H_I x �dQ`R�O��;SX[<NPQoRX[hY�R S�Q4R&OXS�NpV OXNP^_Y.I��'Q ��]JM�RZl�Y�^<M�RrsDUZn�^_Y_OXS�Q`S�^_Y�Rcs�[hYFRb]PQ
V{|�[h��N�OXS�Qd� �CVW^_S�^_]P]p[hNJSXQ'�FI �FIPH � ��] � UZY�^_Y�VWUc��SXQ`R&��M�QbR )�S$R�M�NJ�9[hY�O`I
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c69E�2�E 54/21`/ EF> * �P¤ �8/ � � , � �9� , � ��� �.� ����� - - �
I = [α, β] ⊂ R,

limn→∞
1

n

n−1∑

k=0

1{Xk∈I} = νa(I) = Fa(β) − Fa(α)

� � ����.(, � �	� � � ) ��� ���

~.Q4R ��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y�RoH_I �FI ��l"H<I ��I xtQWO7] � U ��M�[hO�NJ^<Y �&H_I x �cY�^_M�R U4VW]p[hNJS�Q`Y_O7R�M�Sr]PQ VW^<n�� ^<S�O�Q`n7Q`Y�O
[<R��;n7��O�^hOXN8��M�QcsDQc]p[7R�M�NPO�Q

(Xn).
�"]J]PQ4R�n7^_Y�O�SXQZY�O��_M�Qd]p[�R�M�N�OXQ

(Xn)
R�QbVW^_n��F^_S�OXQ'Q`Y ��SXQ7�

n�NP�`S�QT[h����S�^ #DNJno[9O�NJ^<Y�l4� ^<M�S
n
�_SX[<Y�s�l9VW^_n7n�QTM�Y�Q$R�M�NPO�QTsDQT�9[<S�Np[hq�]JQ`R NmI N I s�I<sDNpR�O�SXNPq�M�UZQ`R R�Q7�

]P^_Y
Fa.

Trajectoire de X(n) (pour n = 1,..,100) 
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H*12)&' B #83�"$4 & )&C��8'

x2 −x−1
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√

5)/2
- #&)7�8"�B&#&42'
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H*12)&'*+�3F"$+?1 @E1 /0'*+

θ1 ∼ 1.32471
B '

x3 − x − 1
'*@

θ2 ∼ 1.3802777
B&'

x4 − x3 − 1+E"$)�@�B&'*+�)&"��
%&%E'*+(B&' ! 12+?"
@ 8 H;' +E"$)�@(BDC -
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√
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a = 1

θ2
∼ 0.72449

"$#
a = 1

θ1
∼ 0.754877.
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a
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Φt(Y∞) = E(eitY∞)
4 -�/ "$)&H�@?12"$) H;-
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H�@E=;%>12+E@E1 6�#&' B&'
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Φt(Y∞) =
∞
Y

k=0

1

2
(eitak

+ e−itak

)) =
∞
Y

k=0

cos(tak).
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a = 1
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,
124�+ C --1$1 @(B&' 4 -�/ "$) H*@E12"$) H;-
%E-
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1

4

Z 2

−2
eitxdx =

sin(2t)

2t
=

sin(t) cos(t)

t
=

sin(2(t/2))

2(t/2)
cos(t) =

. . . =
2n

t
sin(t/2n)

n
Y

k=0

cos(t/2k) =
∞
Y

k=0

cos(t(
1

2
)k).
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J =]α, β[⊂ [−(1 − a)−1 , (1 − a)−1 ]
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N ∈ N

@E'*4 6�#&'
α + aN /(1 − a) < β − aN /(1 − a)124D'�� 12+E@E'

n ≥ N
@?'*4 6�#&'

P(Yn ∈]α + aN /(1 − a), β − aN /(1 − a)[) ≥ 1

2

n

> 0.

-�C "�
P(Y∞ ∈ J) > 0.
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I+ = [(1 − 2a)/(1 − a), 1/(1 − a)]

'*@
I− = [−1/(1 − a), (2a − 1)/(1 − a)].
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-
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X
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akξk.
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a = 1/g.

� � H�F9@
νa?�@�
�@"�>=$#	�$� �%��F$??�

�����
	��������������	����
� ) /0';% @E# B&#,42'��7�8'<B&' 4 12'�� -
)&) � � '�%F';+�1$#&'�'�124D+E#�D @�B&'73&%>"$# /0'*%"6�#&' 4 -�/ "$)&H�@E12"$),H;-
%?-
H�@E=*%E12+>@?1 6�#&'B&'

Y∞
)&' H*"$)0/0';%$1$' 3�-
+(/0'*%>+

0
6 #�-
) B

t→∞.
� C '�� 3 %E'*+?+E12"$)

gn + gn
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P
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P

i1<···<im
ai1 ...aim .
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2 + . . . + gn
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∞
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(θn)

R�^<Y�OANmI NmI s�I 
 �9[<]PQ`M�SXRAs�[hY�R {1, . . . , k}, {A(1), . . . , A(k)} R�^_Y_O
kno[9O�SXNpVWQ`R

d × d

�VW^;Q�+oVZNPQ`Y�OXR�SXUZQZ]pR�QWO {B(1), . . . , B(k)} k

�_Q`VWO�QZM�SXRTsDQ
Rd.



x<j ������� � � �������<��	 � �����<��
��	�������� ����� ����
������� �����

K;N
A
Q4R&OdM�Y�Q7n�[hO�SXNJVZQ

d × d
QZO || · || M�Y�QrY�^<SXn7Q7R�M�S Rd,

S{[h��� QZ]J^<Y�R���M�Qr]p[ Y�^<SXn7Q7sDQ
A

�2Y�^<O�U`Q ||A|| ��Q4R&O$sDUZ��Y�NJQb��[hS

||A|| = sup{||Ax|| : x ∈ R
m, ||x|| = 1}.

K;M���� ^_R�^<YFR ||A(i)|| < 1
�F^_M�S�O�^_MDO

i = 1, . . . , k.
�$]J^<S{R�]J[�R�M�NPO�Q

(Yn)
sDQcO�Q`S�n�Q �<U`Y�UZS{[h]

Yn = B(θ1) + A(θ1)B(θ2) + . . . +




n∏

j=1

A(θj)


B(θn+1)

VW^_Y��_QZS&�<Q'��S�Q4R(��M�QcR()�S�Q`n�QZY�OT�<QZS{R�M�Y�Qb�9[<S�Np[hq�]JQc[h]JU`[9OX^<NJS�Q
Y∞ ∈ Rd.


c69E�2�E 54/21`/ EF> * �'5 �C* � , ��� �;� ��� � .(, � ||A(i)|| < 1
� � , � �9� , �

i = 1, . . . , k.
(7- ���-�

1 / 2 - � �+,�� �.�
(Xn)

�-�F� �����0�D� �0� - ���B�����-�
Y∞ ;1 / / 2 - � - �F�

π
���

Y∞
����� -  ,�� �/.�, � ����� �
� ��� - � ��� �+, �

Rd � � - , �E�$�F� ���$-; � .�, ���?�$���

π =
k∑

i=1

m(i)π ◦ f−1
i

� �
fi

�����$������� -; �A��� - �>�
���?�$��� � $ ���
x→A(i)x + B(i)

���
m(i) = P(θn = i).


�� 3�69:</ :<3 * �'5 �p��� , (+� � �/��!"� � $-*�����* � �  �  � � *�� ,".), &�! � ��! & � � * �����/� $ � �  ��� *  ��!"� &�! � *���!)��# ! � &�! �*�����* � �  �  � ��� � � (4� � !"� � � ( � ( � �

,�^_MDO$VW^_n7n�Qbs�[<Y�R�]PQbV`[<R�sDQ`RTVZ^<Y;�<^_]PM�O�NJ^<Y�R�sDQbf}QZSXY�^<M�]P]JN l�VZQcS�U4R�M�]POX[hO�s�Q VW^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQ$Q`Y
]P^_N.RZ� [<V`VW^_n7�F[ �<Y�Q's�� M�Y�O�|�U`^<SX�Zn�QbsDQ VW^_Y;�<QZS&�<Q`Y�VWQ'��SXQ`R&�_M�QcR()�SXQ<I


c69E�2�E 54/21`/ EF> * �'5 �8/ � � , � - ���D� &A� ��� � '�������� � �<���&�
��- ��� � ���.���E�$�F� ���(����- � � ���A� �;�$� �E�$�F�  ������" ��

limn→∞
1

n

n−1∑

k=0

Φ(Xk) =

∫

Rm

Φ(x)π(dx)

� � ����.(, � �	� � � ) ��� � � � � , � �9� , ��� � �F��� �E�$�F� Φ : R
m→R

�-��� �E���3, � � � �-���$���
� �
�\Q O�|�UZ^<SX�Zn�QzQ`S(�_^DsDN8��M�Q � sD^<Y�O�]J[ ��S�Q`M��<Q R�QZS{[ sD^_Y�Y�U`Q s�[hYFR ]JQ�V{|�[<��N�OXS�Q ��l\VZ^<SX^<]J]J[<NPSXQ
��I ��IJH � ���FQ`S�n�QZO`l?�F^_M�S

d = 1, 2
^_M

3
l?sDQ �&�;NpR�MF[h]JNJR�QZS;�c]JQ�R�M����F^_S�O

π

 �F[hS�O�NJSdsDQr]J[ SXQZ��SXU7�

R�Q`Y�OX[9OXNP^_Y �<S{[h��|�N'��M�QTs�� M�Y�Q$OXSX[F6&Q`VWO�^<NJSXQ
X0, X1, . . .

��[hS�O�NpVWM�]PNJ�ZSXQ<I �d[hYFR"M�Y�Q�NPno[ �_QTQZYoY�^_NPS



� ��� �<� � � 	 � ������� � 	���� ��� ��� ��� ��� x_�

QWO�q�]p[hY�V<lD]PQ4R��`^<Y�Q4R}q�]J[<Y�V{|�Q4R �CY�^<Y��;NJR�NPO�UZQ4R ��Y.� [h���F[hS�O�NJQZY�Y�Q`Y�O}��[_R�[hMtR�M����F^_S�OTsDQ
π
QZO�]JQ`R

S�U �<NJ^<Y�R �;NpR�NPO�U`Q`R\R�^_Y_O}s�� [<MDOX[<Y�O���]JM�R u2^_Y�VWU`Q`R���M.� QZ]J]JQ`R�R�^<Y�O�V{|�[<S(�_UZQ4R ��[hS
π.
� ^_NJVZN ��M�QZ]'��M�Q`R

NPno[ �<Q`R�^<qDOXQZY;M�Q4R�Q`Y sDNJn�QZY�R�NP^_Y
2.
~�[�R�O�SXM�V OXM�S�Q'u2S{[<V O{[h]JQ$Q`R�O�]PNJUZQ 
 ]p[���S�^<��S�NJUWOXU�s�� [hMDOX^_R�N �

n�NP]p[hSXN�OXU'sDQ
π
�C��S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Y H<I��DIJH

(ii)
�WI�� ^_M�S}s.� [<MDO�SXQ`R}NJn�[ �<Q4R�QZO�sDQ4R\s�UZ�<Q`]P^_��� QZn�QZY�OXR}^_Y

�F^_M�SXSX[7VW^_Y�R�M�]�OXQZSTf�[hSXY�R�]JQZ� 	PH4x �mI

� >03z5 20/C69@�BC3

A(1) =

[
0.839 −0.303

0.383 0.924

]
, A(2) =

[
−0.161 −0.136

0.138 −0.182

]
,

B(1) =

[
0.232

−0.080

]
, B(2) =

[
0.921

0.178

]

QWO
m(1) = m(2) = 1

2 .
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A(1) =

[
0 0

0 0.16

]
, A(2) =

[
0.2 −0.26

0.23 0.22

]
, A(3) =

[
−0.15 0.28

0.26 0.24

]
, A(4) =

[
0.85 0.04

−0.04 0.85

]
,

B(1) =

[
0

0

]
, B(2) =

[
0

1.6

]
, B(3) =

[
0

0.44

]
, B(4) =

[
0

1.6

]

QWO
m(1) = 0.01, m(2) = 0.07, m(3) = 0.07, m(4) = 0.85
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� � �� � ����� �

� � 	�� ���� �� 	 � ��� �

~.Q`R R�M�NPO�Q4R S�U4VWM�SXS�Q`Y�O�Q`R�UWOXM�sDNJUZQ4R"s�[hYFR�]JQ$V{|�[<��N�OXS�QdH��<U`S�NP��QZY�O0O�SXNP�;Np[h]JQZn�QZY�O ]p['��S�^_��S�NJUWOXU
R�M�NP�9[hY�OXQ � - � - �F�,���

Xn+1, Xn+2, . . .
�-��� ���F� �����F� �)- � ���A� %��
���9��� �A�G� �;�-���
�

X0, . . . , Xn
���

����������� .(, �,���
Xn.

�\^<Y�Y;M�QTR�^<M�R0]JQ�Y�^<n s�Q 2069E�2069/C8�1`8��03o�¡@D6=¢FE;£ l_VWQWO�O�Q�u2^_S�n�Q�R�NJn���]PQ
sDQ$VZ[<M�RX[h]JN�OXU�[<MDO�^_S�NpR�Q}M�Y�s�UZ�<Q`]P^_��� QZn�QZY�O O�|�UZ^<SXN'�_M�Q�u2U`VW^_Y�s ��M�N�� QZSXn7QZO\s�� UWOXM�sDNJQZS"]JQ$VW^_n �
�F^_S�OXQZn�QZY�O$[<R��;n��DO�^<O�N'�_M�Qcs�QdY�^<n�q�S�Q`M�#An�^DsD�Z]JQ`RTs�� UZ�_^<]JMDO�NJ^<YtR�O�^DV{|�[<R�O�N'��M�Q<I

~"� ^<q�6&QZO s�Q�VZQTV{|�[h��NPO�SXQ�Q`R�O"sDQ���S�U4R�Q`Y�O�QZS ]p['O�|�U`^<SXNPQ�sDQ`R V{|F[=¥ Y�Q`R sDQ$yz[<S�¦_^9�?I � ]m� Q #DVZQZ���
O�NJ^<Y�sDQr]p[�R�Q4V O�NJ^<Y �DI ��l?Y�^_M�R�Y�^<M�Rd]JNPn�NPO�QZSX^<YFRd[<M�V`[<Rd��[hS�O�NpVWM�]PNJQZS �2Q4R�R�QZY�O�NJQZ] ��^0/ ]m� Q`R���[<VZQ
sDQ`R�UZOX[hOXR�Q`R�O$M�YtQZYFR�Q`n�q�]JQbsDUZY�^_n�q�S{[hq�]PQ_I

1��� 	 %)� ���(� ���	� � � ��%�#�� ������*�# � � ��
�%�� #���� ��� 	 %�����* �

�'[<Y�R}O�^_MDO�Q VZQWO�OXQ R�Q4V OXNP^_Y
M

sDU`R�N �_Y�QcM�YtQZY�R�QZnrq�]JQ sDUZY�^_n�q�S{[hq�]PQ_I

� 8 � >�/C1`/ EF> � � *�� *
	 ��� 0 @D1Z69/ :<3 �03 1Z69@�>05`/C1`/ EF> ��, �
M

���-� ,���� �A��� - �>�
���?�$���
P : M × M→[0, 1],

����- - � .�, �
∑

y

P (x, y) = 1.

	 ��� :=��@;��>�3a��3��¡@D6=¢FE;£ ��� ) ���3�$�>�
� ��� �3� ��� �$� �E�$�F�
P

�����7,������+,�� ��� ��� �������
(Xn)

�FH



� � ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

�����7� �>� �+, �),�� ���E� ���
�8� �����
� ��� - � ���
(Ω,A, P),

� �&�.- ��, �-� ����� �
M,

���(- - � .�, �
P(Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (xn, xn+1)

� ��IPH��
� �., � � �., �

n ∈ N
� �
�9� , ��� �+,�� ���

(x0, . . . , xn+1)
�( �(- ��) �0� �$� ���

M.


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �C* �p� 1 / 2 � �F� �
(f, m)

,�� �$&;���('�) � �-&����-) �/.(, � �.- �
���9��� � �E�+, � 	 � (7- ���-�
1 @32 - � ) ���3�$�>�
�

P
����� � �>�8�����

P (x, y) = m(θ ∈ Θ : fθ(x) = y)

����� ,���� ) ���3�$�>�
� ��� ��� �F� �$� �?�$��� �
��� �(- �
�$- ��no[9O�SXNpVWQcNPYFsDM�NPO�QG� ���
(f, m) ;1 � 2 �9� , ��� �3� � %��
� � �F� � �

(Xn)
���

(f, m)
����� ,���� �-��������� ���E	���������� ��� ) ���3�$�>�
�

P.1 / / 2�� �
�0� ������.�, ��) ��� � � � ��� �
P
,���� ) �����$�>�
� ��� �3� ��� �$� �E�$�F� �+, �

M.
(7- ���-� � - �*&�� �-��� ,����

�
��� - �>�A���E�$�F�
f : [0, 1] × M→M

�.��- - � .�, �
P
� ��� � - � ) ���3�$�>�A� ����� ,�� ��� �����

(f, λ),
���

λ
�����$���F��� - � - �F� ,�� � � ���$) � �+, �

[0, 1].

�����
	��������������	����
(i). * � $ �/� !"�/�  � � (a)

! � � , #  &�! � ��! � ������2*�������# !"� (b) � � ��� ��� ����!�� * $5�  � & , * ! � &�$ ��. ! &�! �
(θn),

P(Xn+1 = xn+1, . . . , X0 = x0) = P(f(θn+1, xn) = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0)

= P(f(θn+1, xn) = xn+1)P(Xn = xn, . . . , X0 = x0).

� � ��7 � !-� ,)� � � � $ � �
(ii)

 �  � ����! M
! � � & ,"� ��( ��� $�� � !���� � * !"��� � ��*�* � � ! � � ��! M = {1, 2, . . .}. ������ i, j ∈ M

� � ��� ��� τ (i, j) = P (i, 1) + · · · + P (i, j)
!"�

τ (i, 0) = 0. 	 �  � Θ = [0, 1], λ � $ *�������$��  %�% � ,� �  � ����(+! � ��� Θ
!"�

f : Θ×M→M � � $�*�* �% . $ �  � � & , $ �  ! *�$ � f(θ, i) = j
* �����

τ (i, j−1) ≤
θ < τ (i, j). 
 � ! � � . � $  � ����! P

! � �  � &��  ��! * $ � (f, λ).

+ 3 0 @D6���-03z� � *��'/ ~�[���S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Y �DIJH<I � �2NJN �7n�^<Y�OXS�Q���M.� M�Y�QzV{|�[9¥pY�Qts�Qzyz[hSX¦<^9� � QZMDO
O�^_M�6&^<M�S{R �WOXS�QT�;M�Q$VZ^<n�n�Q�M�Y�Q�R�M�NPO�QTSXU`VWM�S�SXQZY�O�Q�[h]JU`[hO�^_NPSXQ

Xn+1 = f(θn+1, Xn)
[=�<Q`V

(θn)M�Y�QbR�M�N�OXQ sDQb�?I [�IDN I NmI s�IFR�M�S
[0, 1]

sDQc]J^<N.M�Y�N�u2^_S�n�Q<IF�\Q4VWN���SX^<M��<QcQZY���[hS�O�NpVWM�]PNJQZS���M�Q
1 @32 ]JQ`RTV{|�[9¥pY�Q`RTsDQbyz[<S�¦_^9�oQ7#DNJR�O�Q`Y�O(5DQWO
1 � 2 R�^<Y�O�uC[<VZNP]JQZn�Q`Y_O ��R�NPnrM�]J[<q�]JQ`R*� 
7��[hS�O�NJS$s�� M�Y��<UZY�UZS{[9O�Q`M�STsDQc]P^_N.M�Y�NPu2^<SXn�Q<I



� � � � ����� ����������	�� � ����� � � ����� � ��� �������!������	�� ������� � � ��x


�� 3 0 2 BC3 � �C* �P¤ 1�� @D1Z1`6=3�BC3;5o:_@D6=1`3;5 2-� ~�[�n�[hO�SXNJVZQ�sDQbOXSX[<Y�R�N�OXNP^_Yt[_R�R�^DVWNJUZQ [<M�qF[9O�O{[ �_Q
sDQbVZ[<S�OXQcs�Qb] � Q7#DQZn���]JQ�H<I �rQ`R�OTs�^<Y�Y�U`Qb��[hS

P (x, y) = m(θ ∈ S : θ ◦ x = y) = m(y ◦ x−1)

R�N
y ◦ x−1 ∈ S,

QWO
P (x, y) = 0

R�NPY�^<Y.I


�� 3 0 2 BC3 � �C* �'5 1 �¡@D69:=�03�5 @�BC8;@D1`E /2693;5 5`-�6
Zd 2 � ~�[�n�[hO�SXNJVZQ�sDQ�O�S{[hYFR�NPO�NJ^<Y sDQ�]p[

no[hS{V{|�Qd[<]PU4[9OX^<NJS�QcR�NJn���]JQcR�M�S
Zd �2�<^_NPST]m� Q7#DQZn���]JQ�H<I x �\Q`R�O�sD^<Y�Y�UZQc��[<S

P (x, y) =
1

2dR�N
x − y ∈ {e1, . . . , ed,−e1, . . . ,−ed},

QZO
P (x, y) = 0

R�NJY�^<Y�I


�� 3 0 2 BC3 � �C* � � 1�� �J-�69>03 ��� 
 ��693;>���3;5`1 2 � �'[<Y�R M�YoSXU`VZNP��NPQ`Y_O�s�NP�;NpR�UTQ`Y�s�QZM�#�QZY�VZQZNJY�O�Q`R
��[hScM�Y�Q7�F[hSX^<N � ^<SXQZM�R�Q7R�^<Y�ObSXUZ��[<S�OXNPQ4R

N
n�^<]JU`VZM�]PQ4RcsDQ �_[
�<I � V{|�[ ��M�Q7M�Y�NPO�U s�QrOXQZn���R

M�Y�Q�n�^<]JU`VWM�]PQtV{|�^<NpR�NPQ�[hM�|F[<RX[hS{s V{|�[hY��<QAs�� QZYFVWQZNJY�O�Q_I\�\Q n�^DsD�Z]JQ���S�^_�F^�R�U ��[hS ,0[9O�Np[hYF[
QWO$� [hM�]��"|�SXQZY�u2Q`R�O�Q`R�O$M�Y n�^DsD�Z]JQ�R�NPn���]JN��FU sDQ�sDN � MFR�NJ^<Y ��[ �ZQ`M�R�Q<I -$^_M�RTSXQZ�;NJQZY�sDSX^<YFRTR�M�S
VWQZO�Q7#DQZn���]JQ 
 ��]PMFR�NJQZM�S{R$SXQZ��S�NpR�Q4RT� ^<M�SdNP]J]JM�R&OXS�Q`S�]JQ`R'VW^<YFVWQZ��OXR$NJY�O�SX^DsDM�NPOXR'QWO']JQ`R�S�U4R�M�]�O{[9OXR
^<qDOXQZY;M�RTR�M�ST]JQ`RTV{|�[9¥pY�Q4R}��Y�NJQ`R`I
1 / 2 � ��NpR�NJ^<Y n�NpVWSX^_RXVW^_��N8��M�Q�� I�~"� UWO{[9O�s�M R��;R�O��`n�Q Q`R�O SXQZ��S�U4R�Q`Y_OXU ��[<SAM�Y �<Q4V O�Q`M�S

x =

(xi) ∈ {0, 1}N ^0/�]p[
i �

VZ^<n�� ^_RX[hY�O�Q
xi �9[hM�O 1

^<M
0
R�QZ]J^<Y���M�Qd]J[

i �
�F[hS�O�NpVWM�]JQ'Q4R&O

s�[<Y�R$]p[ ��S�Q`n7NJ�ZSXQ ^_M ]J[ R�Q4VW^<YFsDQ QZYFVWQZNJY�O�Q_I ~�� Q4R���[_VWQ�s.� UZOX[9O{R$Q4R&Oc[h]J^<S{R$]m� |;�;�FQ`SXVZM�q Q
{0, 1}N QZOr]p[ no[9OXS�NpVWQAs�Q O�S{[hYFR�NPO�NJ^<Y [_R�R�^DVWNJUZQ 
zVZQWO�O�Q s�Q`RXVWSXNP�DOXNP^_Y n�NJVZS�^�R�VZ^<��N'��M�Q
Q4R&O

P (x, y) = 1
N

R�N ∑
i |xi − yi| = 1

QWO
P (x, y) = 0

R�NPY�^_Y.I
1 / / 2 � ��NpR�NJ^<Y no[_VWSX^_RXVW^<��N8��M�Q�� I��\^<Y�R�NpsDUZSX^<Y�R no[<NPY�O�Q`Y�[hY�O ]p[ �<S{[hY�s�QZM�S no[<VZS�^�R�VZ^<��N'��M�Q

s =
∑N

i=1 xi
S�Q`��S�U4R�Q`Y�OX[hY�O�]JQ�Y�^<nrq�S�Q�sDQ���[hS�O�NpVWM�]JQ`R7s�[<Y�R7]J[ ��S�Q`n�NP�`S�Q�QZY�VZQZNJY�O�Q<I

~�� U`�<^<]JMDOXNP^_Y7sDQ
s
Q`R�O�sDU`VZS�NPO�QT�F[hS ]p[cn�[hO�SXNJVZQTsDQ�O�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y

Q
sDUZ��Y�NJQ$R�M�S {0, . . . , N}��[<S

Q(x, x + 1) = 1 − x

N� ^<M�S
x < N,

Q(x, x − 1) =
x

N� ^<M�S
x > 0,

QZO
Q(x, y) = 0

s�[<Y�R�]PQ4RT[hMDOXS�Q4RTVZ[_RZI
~.Q R��DR&OX�Zn�QAsD�;Y�[<n7N'��M�Q ��M�N�n�^DsDU`]PNpR�QA]J[t�;NpR�NJ^<Y n�NJVZS�^�R�VZ^<��N'��M�Q�Q`R�O�Y�[hO�M�SXQZ]ml���M�NJR&��M�Qo]PQ
��[<RXRX[ �<Qcs�� M�YtUWO{[9O 
�M�Yz[<MDO�SXQbR�QcuC[<N�O$Q`Y OXNPS{[hY�O$M�Y�Qbn7^_]PU4VWM�]JQ [hMt|�[_R�[<SXs ��[<S�n�N

N
QWO$Q`Y

S�Q �_[<SXs�[<Y�O�]m� QZY�VZQZNJY_OXQrs�[<Y�R']J[9�_M�QZ]J]PQ Q`]P]JQrR�Q OXS�^_M��<Q_I��"Y�s�� [hMDOXS�Q4RTO�Q`S�n�Q4RZl?R�N
θi
Q4R&Od]J[A� I [�I
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��M�N0s�U`VWSXNPOd]JQ7V{|�^<N # [<Mz|�[_R�[<SXszs.� M�Y�NPYFsDNJVZQ
k

 ]p[

i �
UWO{[h� Q<l?]p[ou2^<YFV O�NJ^<Y

f
��M�N sDUW��Y�N�Oc]PQ

R��DR�O��`n7QbsD�;Y�[<n�N8��M�QcQ`R�O$sD^<Y�Y�UZQb��[<S

f(k, (x1, . . . , xk, . . . xN )) = (x1, . . . , 1 − xk, . . . xN ).

~.^_SXR&��M.� ^_Y7[_sD^<��O�Q$]JQ$� ^<NJY_O�sDQ$�;M�Q$no[_VWSX^_RXVW^<��N8��M�Q_l9]PQ�R��DR&OX�Zn�Q�sD�;Y�[<n�N8��M�Q 
�[<RXR�^DVWNJQZS Q4R&O
n�^<NJY�RTY�[hO�M�SXQZ]mI k'Y � QZMDO��F[hS$Q #;Q`n���]PQ O�NJS�Q`S$M�Y�Q�R�M�NPO�Q sDQ�Y�^<nrq�S�Q4R

(θn)
[<M |�[<RX[hS{s�s�[hY�R

[0, 1]
QZO$�F^�R�Q`S

Sn+1 = Sn + (1 − 21]0,Sn/N ])(θn+1).

~"� Q7#DQZn���]JQcR�M�NJ�9[hY�O�n7^_Y�O�SXQ���M�QcVWQZS�OX[<NPYFR\��|�UZY�^_n��ZY�Q4R}[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R�R�Q�u2^_S�nrM�]PQ`Y�O}q Q`[<M�VW^_M��
��]JM�R$Y�[hO�M�SXQZ]J]JQZn�QZY�O�Q`Y O�Q`S�n�Q`R'sDQrV{|F[=¥ Y�Q`R$s�Qryz[<S�¦_^9� ��M.� Q`Y O�Q`S�n�Q4R�sDQ�R��DR&OX�Zn�Q`R'sD�;Y�[ �
n�N8��M�Q4RZI


�� 3 0 2 BC3 � �C* �pG 1 
�@�>�>03;5 @�B 8�@�1`E /2693;5 2-� �$Y�Q n�[_V{|�NJY�Q R�QAn7QZO�QZY SX^<M�O�Q 
 ]m� NJY�R�OX[<Y_O
0QWO$� ^_RXR��4sDQcM�Y�Q sDM�S�U`Q sDQb�;NPQ [<]PU4[9O�^_NPSXQ

X
l��?I [�IDQZY�O�NJ�ZSXQ sDQb]J^<N

(p(x))x≥1 (p(x) > 0, ∀x)
I� ] � NPYFR&O{[hY�O$^0/�QZ]J]PQcOX^<nrqFQbQ`Y ��[<Y�Y�Q_l�QZ]J]PQbQ4R&OTSXQZn���]p[<VZUZQc��[hSTM�Y�Qcn�[_V{|�NJY�QbNJs�QZY�O�N'��M�Q<l�sDQ

sDM�SXUZQ�s�Q��;NPQ'sD^<Y�V'sDQ$n �Zn�Q']P^_NFno[hNpR"NJY�sDU`�FQ`Y�s�[<Y_OXQ'sDQ']J[ ��S�Q`n�NP�`S�Q$QZO}[<NPY�R�NFs�Q'R�M�N�OXQ<I�k'Y
Y�^hOXQ

X1, X2, . . .
]JQ`R'sDM�SXUZQ4R�sDQr��NJQ�R�M�VZVZQ`RXR�NJ�<Q4R$sDQ4R$no[<V{|�NJY�Q4R$QWO

At
]m� � �<Q sDQr]J[ono[_V{|�NPY�Q

QZYou2^_Y�V OXNP^_Y�Y�Q`n7Q`Y�O�
 ]m� NPY�R�OX[<Y�O
t
�CQZY�O�NJQZS ≥ 0

� I;� [hS\VZ^<Y;�<Q`Y�O�NJ^<Y R�NFM�Y�Q'no[<V{|�NPY�Q�O�^_n�q Q�QZY
��[hY�Y�Q 
r]m� NPY�R�OX[<Y�O

t
l
At

Q4R&O$]m� � �<QbsDQbRX[7S�Q`n7��]J[ 
Z[hY�OXQcR�^<NPO
0
I

% ];Y.� Q4R&O ��[_R�� ^_RXR�NPq�]JQ\s.� U4VWSXNPSXQ\YF[9O�M�S�Q`]P]JQZn�QZY�O0]J[dR�M�N�OXQ
(At)

VW^_n7n�Q}M�YrR��DR&OX�Zn�Q�sD�;Y�[hn�N'�_M�Q
[h]JU`[hO�^<NJSXQ<I -$^<MFR$[h]J]P^_Y�R}n�^<Y�O�SXQZS���M�QbVh� Q`R�O$Y�U4[hY�n�^<NJY�R}M�Y�Q V{|F[=¥ Y�QbsDQ yz[hSX¦<^9�?I
K;^<NPO

a = (a1, a2, . . . , at, . . .)
M�Y�QAR�M�N�OXQ � ��Y�NPQ ^_M NPYD�FY�NPQ��bs�� QZY�O�NJQZS{R`I -$^_M�R sDNJS�^_Y�R.��M�Q

aQ`R�O\M�Y�QE�+,�� ��� �� �������}R�N?QWOTR�Q`M�]PQ`n�QZY�O}R�N
a1 = 1, ai+1 ∈ {ai + 1, 0} QWO ai = 0 ⇒ ai+1 6= 0.

% ].Q`R�O$VW]p[hNJS`l�[=�_Q`VcVWQZO�OXQ sDUW��Y�N�OXNP^_Y.l���M�Qb]p[oR�M�NPO�Q
(A1, A2, . . .)

Q`R�O$M�Y�Q R�M�NPO�Q s�� � �_Q`R`I�� OX[<Y_O
sD^<Y�Y�UZQcM�Y�Q R�M�NPO�Qbs�� � �_Q`R

a
QWO

t ≥ 1
M�YtQ`Y_OXNPQ`S`lDY�^hO�^_Y�R

n(a, t) = 1 +

t∑

i=1

1{ai=0},

s0(a) = 0, s1(a) = min{i ≥ 1 : ai = 0},

si+1(a) = min{i > si(a) : ai = 0},
QWO

xi(a) = si(a) − si−1(a)

�F^_M�S
i ≥ 1.

~�� Q`Y_OXNPQ`S
n(a, t)

sD^<Y�Y�Qo]PQoY;M�n�UZSX^zsDQo]p[tno[<V{|�NJY�QoQZY no[<SXV{|�Q 
t]m� NJY�R�OX[<Y_O
t[h]J^<S{R���M�Q

xi(a)
Q4R&O$]p[�sDM�SXUZQbsDQb�;NJQcs�Qb]J[7no[<V{|�NJY�QcY;M�n�UZSX^

i.
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K;^<NPO$no[hNJY_OXQZY�[<Y�O
a = (a1, . . . , at)

M�Y�Q R�M�N�OXQ s�� � �<Q4R}s�Qb]P^_Y �<M�Q`M�S
t.
�$]J^<S{R

{A1 = a1, . . . , At = at} = {X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t)−1 = xn(a,t)−1(a), At = at}

= {X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t)−1 = xn(a,t)−1(a), Xn(a,t) > at}.�$NJY�R�N l
P(At+1 = 0|At = at, . . . , A1 = a1) =

=
P({X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t) = xn(a,t)(a) = at + 1})

P({X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t)−1 = xn(a,t)−1(a), Xn(a,t) > at})

=
P({X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t)−1 = xn(a,t)−1(a))P(Xn(a,t) = at + 1})

P({X1 = x1(a), . . . , Xn(a,t)−1 = xn(a,t)−1(a))P(Xn(a,t) > at})

=
P(X = at + 1)

P(X > at)^0/a] � [=�9[hY�O7sDQ`S�Y�NP�`S�Q�U ��[h]JN�OXU R�Qts�U`sDM�NPO sDQ�] � NPYFsDUZ� QZY�s�[hY�VZQts�Q`R7�9[hSXNJ[<q�]PQ4R
(Xi).

�\^<n�n�Q
At+1 ∈ {0, At + 1}, Y�^_M�RT[=�<^_Y�R�sD^<Y�Vdq�NJQZY�n�^<Y�O�SXU.��M�Q

(At)
Q`R�O�M�Y�Q V{|�[=¥ Y�QcsDQ yz[<S�¦_^9�

R�M�S
N
sD^_Y_O$]p[7no[9O�SXNpVWQbsDQdO�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y�Q`R�O�sD^<Y�Y�UZQc��[hS

P (0, 1) = 1,

P (a, a + 1) =
P(X > a + 1)

P(X > a)
= 1 − P (a, 0)

�F^_M�S
a ≥ 1,

QZO
P (a, b) = 0

� ^<M�S
b 6∈ {0, a + 1}.

+ 3 0 @D6���-03z� � *�� � ~�[ ��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y �DIJH<I �
(i)

[_R�R�^DVWNJQ 
 O�^_MDO7R��DR&OX�Zn�QAsD�;Y�[<n�N8��M�Q�[h]JU`[ �
O�^_NPSXQ�R�M�S

M
M�Y�Qrno[hO�SXNJVZQ�sDQrO�S{[hY�R�N�OXNP^_Y QWO4l Q`Yz�<Q`S�OXM sDQ7]J[A��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y �DIJH<I �

(ii),
VWQWO�O�Q

[h����]PNpVZ[hO�NJ^<YtQ`R�OdR�M�SE6&Q`V OXNP�_Q<I % ]�Q4R&O�NJn��F^_S�O{[hY�O'sDQ7R�^_M�]JN �_Y�QZS���M.� QZ]J]JQ�Y.� Q`R�O���[_R$NJY�6&Q`VWO�NJ�<Q<l QWO
sDQ`R�R��DR&OX�Zn�Q`RTsD�;Y�[<n�N8��M�Q4R}[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R\[<M�# VW^_n��F^_S�OXQZn�QZY�OXR �2O�S{[�6&Q`VWO�^_S�NJQZ]pR �"O�SX�`RTs�N �?UZSXQZY�OXR
�FQ`M��<Q`Y�O�[=�_^<NJS�]p[�n �Zn�Qdno[9O�SXNpVWQcsDQdO�S{[hY�R�N�OXNP^_Y.I � ^<NpVWN?M�Y�Q7#DQZn���]JQ<I�K;^_N�O

M = Z/pZ
� ��M�Q

] � ^<Yo� QZM�O\�<^_NPS\VW^<n�n�Q
p
�F^_NPY�OXR�U ��M�NJS�U`��[hS�O�NpR�R�M�S\M�Y VWQ`SXVZ]PQ�� l

h : M→M
M�Y�Qd[h����]JNpVZ[9OXNP^_Y.l

QWO
fh : M × M→M

]m� [<����]JNJV`[9OXNP^_Y�sDUZ��Y�NJQb��[hS

fh(θ, z) = h(z) + θ.

K;^<NPO
m
]p[bn�Q`R�M�SXQ}M�Y�N�u2^_S�n�Q�R�M�S

M,
V<� Q4R&O(� 
 ��s�NPSXQ

m(x) = 1
p

� ^<M�S O�^_MDO
x ∈ M.

% ]�Q4R&O"uC[_VWNJ]PQ
sDQc�<^_NPS���M�Qb]p[rno[hO�SXNJVZQdNJY�sDM�N�OXQb��[hST]JQ R��DR�O��`n7QbsD�;Y�[<n�N8��M�Q

(fh, m)
Q`R�O

P h(x, y) = m(y).

�$NJY�R�N l�R�N
(Xh,x

n )
Q`R�O�]p[oR�M�N�OXQbsDUW��Y�NPQb��[<S

Xh,x
n+1 = f(θn+1, X

h,x
n ), Xh,x

0 = x,



�9! ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

]PQ4Rd�=[<S�Np[hq�]PQ4R
(Xh,x

1 , Xh,x
2 , . . .)

R�^_Y�OdNmI NmI s�I�sDQ7]P^_N M�Y�NPu2^<SXn�Q7s�[<Y�R
S1.

�r� M�Y�� ^<NJY�O sDQ���M�Q
R&O{[9OXNJR�O�N'��M�Q<l?]JQ`RbR�M�N�OXQ`R

(Xh,x
n )

^_qDO�Q`Y;M�Q`Rc� ^<M�SbsDN �?UZSXQZY�O�Q4R�u2^_Y�V OXNP^_Y�R
h
Y�Q�R�^_Y�Obs�^<Y�Vr��[<R

sDNpR&OXNPY �_M�[hq�]PQ4R �2Q`]P]JQ`R�^<Y�O$O�^_MDO�Q4R$]p[on �Zn�Q�]J^<N � IF�"]J]PQ4R�^_Y_O'��[hS�VZ^<Y�O�SXQ sDQ4R�VW^_n��F^_S�OXQZn�QZY�OXR
O�S{[�6&Q4V O�^_S�NJQZ]pR"sDN �?UZSXQZY�OXR`I�K;M���� ^_R�^<Y�R`l���[hS}Q7#DQZn���]JQ<l

h(z) = z.
�$]J^<S{R

Xh,x
n −Xh,y

n = x− y�F^_M�S�O�^_MDO
n ≥ 0.

K;N���[hS$VZ^<Y�O�SXQ
h(z) = 0,

[h]J^<S{R
Xh,x

n − Xh,y
n = 0

� ^<M�S
n ≥ 1.

����(���( �����$�0���&
�����%������ '��� ���
	 
\����
 �"
"��
�#

-$^<MFR$[h]J]P^_Y�R�UWO{[hq�]JNJS$NJVZN.M�Y�Q �CR�NPY�^_Yt]J[ �}��S�^_��SXNPUZO�Udu2^<Y�s�[hn�QZY�OX[<]PQ s�Q`R$V{|�[9¥pY�Q`RTsDQ�y [hS(�
¦<^9�?l.]m� U ��M�[9OXNP^_Y�sDQz�\|�[h��no[<Y�� �'^<]Jn�^ �_^<SX^9��	 I % ]TR`� [ �<NPOrs�� M�Y�Q�U ��M�[hO�NJ^<Y�sDQ�VW^_Y�R�Q`S��9[hO�NJ^<Y
��M�N.VZ[<SX[_V O�U`S�NpR�Q�]m� U`�<^<]JMDOXNP^_YAOXQZn��F^_S�Q`]P]JQ sDQc]p[r]J^<N�sDM R��DR�O��Zn�Q_I

� �JE�2�8�69@D143�-�6
P

% ]�Q`R�O�R�^_M��<Q`Y_O}O�SX�`R�M�O�NJ]PQbsDQb�_^<NJS\]p[7n�[hO�SXNJVZQ
P
VW^_n�n7QcM�Yt^_�FU`SX[hO�QZM�S�[ �<NpR�RX[hY�O�R�M�ST]JQ`R

u2^<Y�VWO�NJ^<Y�R�QZO�]JQ`R�n�Q`R�M�SXQ`R$sDQb]p[7uC[ 
Z^<YtR�M�NP�9[hY�OXQ<I�~�� ^_�FU`SX[hO�QZM�S
P
OXSX[<Y�R&u2^_S�n�QdM�Y�Qbu2^_Y�V OXNP^_Y

n�Q`R�M�SX[<q�]JQ}q ^<SXY�U`Q
h : M→R

QZY�M�Y�Q$u2^<Y�VWO�NJ^<Y�n�Q`R�M�SX[<q�]JQ}q ^<SXY�U`Q
Ph : M→R

sDUW��Y�NPQT��[<S

Ph(x) =
∑

y

P (x, y)h(y)
� �DI � �

QWOtM�Y�Q�n�Q`R�M�S�Q�� ^_R�N�OXNP�_Q �CS�Q4R�� Q`VWO�NJ�<QZn�Q`Y_O�M�Y�Q ��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U��
µ
R�M�S

M
QZY M�Y�Q�n�Q`R�M�SXQ

�F^�R�NPO�NJ�<Q �CM�Y�Qb��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U��
µP

sDUW�FY�NPQb�F[hS

µP (y) =
∑

x

µ(x)P (x, y).
� �DI x �

~.QT��SX^DsDM�NPO�no[9OXS�NpVWNJQZ]�MFR�M�Q`] �C^<MoQZYFVW^<SXQ�] � NPO�UZS{[9OXNP^_Y sDQT]p[cu2^<SXn�M�]JQ � ��I � � � � QZSXn�QWO\s�Q�sDUW�FY�NPS
M�Y�QTY�^_M��<Q`]P]JQTno[9OXS�NpVWQ$sDQ$O�S{[hY�R�N�OXNP^_Y

P n.
� ^<M�S"O�^<M�O

(x, y) ∈ M ×M
QWO

n ∈ N∗ ^_Y sDUW�FY�N�O��[hS�SXU`VZM�S�SXQZYFVWQ

P n+1(x, y) = (P × P n)(x, y) =
∑

z

P (x, z)P n(z, y), n ≥ 1

QWO
P 1 = P.

9 � # +?+?1D-
3&3F'*42=;'j�E4 C =56�#�-A@E12"$) � -��2@E%E'*+?+E'" B�-
)&+(4 - �>421 @E@E=*%?-A@E#&%>'� 3,� & +?1 6�#&'$I



� � � � ����� ����������	�� � ����� � � ����� � ��� �������!������	�� ������� � � �De

� �08�EF6-� 0 3z� � *��'4 � �F� �
X = (Xn)

,���� �-��������� ��� 	 �������� �+, �
M

��� ) ���3�$�>�
� �����3� �����
�$� �E�$�F�

P.
(7- ���-�

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = µ0({x0})p(x0, x1) . . . p(xn−1, xn)
� ��I � �

���
µ0

�����$�������$- � - �������
X0.

� � �������E�>��, - �>� ���
1 / 2 - � - ���

µn
���

Xn
�&� �$� ����- � � ��- ���?�$��� ��� � �
�(, ���A�0���A� �*� .(, ���E�$�F� ��� � ���
� ) �����

� � -�) �2��������� #
µn+1 = µnP = µ0P

n+1 ;

1 / / 2 � � , � �9� , �
x, y ∈ M

P(Xn = y|X0 = x) = P n(x, y) ;

1 / /C/ 2 � �., � � �., �.� � �������?�$��� h : M→R
�-���$���
�

E(h(Xn)|X0 = x) = P nh(x).

�����
	��������������	����
 $ � & , $ �  �  � � & � � � ! ."! $�� � !2&�! � $ ����� # �

P(X0 = x0, . . . , Xn+1 = xn+1) = P(X0 = x0, . . . , Xn = xn)p(xn, xn+1).

� � ��7 � � � � & , &��  �5& � � ( � *�$ � � � ! � ,). ���/��! ��. !  (+( , &  $ ��! �
(i)

������ �������
x ∈ M,

µn+1(x) = P(Xn+1 = x) =
X

y

P(Xn+1 = x, Xn = y) =
X

y

µn(y)P (y,x) = (µnP )(x).

(ii) � � $�*�* �% � ��! (i)
$	# ! . µ0 = δx.

(iii)

E(h(Xn)) =
X

y

h(y)µn(y) =
X

y

h(y)(µP n)(y).

������
µ0 = δx,

� � ! � & , &��  � ����!

P(Xn = y|X0 = x) =
X

y

h(y)P n(x, y) = P nh(x).
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W^<Y�q�N �
Y�[hNJSXQbQ`R�O�O�S{[hYFR�n�NpR�
�O�S{[=�<Q`SXR�M�YzS�U4R�Q4[hM.I?�\|�[ ��M�Q q�N�OdQ`R�O�O�S{[hYFR�n�NpR$[=�<Q4VbM�Y�Q ��S�^_q�[hq�NJ]JN�OXU
s�� QZSXS�Q`M�S �

	 U �_[h]JQ 

a
�F^_M�STM�Yt��[_R�RX[ �<QcsDQ

0



1
�
a 6= 0

QZO
1
��5

	 U �_[h]JQ 

b
� ^<M�STM�Y��F[<RXR�[ �<QcsDQ

1



0
�
b 6= 0

QZO
1
� I



�_j ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

~.Q SXU`R�M�]POX[hO'sDQ ]p[�O�S{[hYFR�n�NpR�R�NP^_Yz[hM
n �

S�Q`]J[<NJR$Q`R�O'Y�^<O�U
Xn

I?k'Y�R�M����F^�R�Q;��M�Q�]PQ4R$SXQZ]p[hNpR�R�Q
VW^_n7� ^<S�O�Q`Y�O NPY�s�UZ� QZY�s�[<n�n7Q`Y�O7]JQ`R�M�Y�R�s�Q`R7[hMDOXS�Q4R QWO �_M�QA]JQ`R Q`S�SXQZM�SXR R�M�Sr]PQ4R q�NPOXR7R�^_Y�O
NPYFsDUZ� QZY�s�[hY�O�Q4RZI�k'YtR�^_M�|�[hNPO�QdVZ[<]JVZM�]PQ`S�]J[�OX[<NP]J]PQbVZS�NPO�N'��M�Qds�M SXU`R�Q`[<MA[hM�� sDQ`] 
7sDQc]J[9��M�QZ]J]PQd]p[
��SX^<q�[<q�NP]JNPO�UcsDQbS�Q4VWQ`�<^<NJS}M�Ytn7Q4R�RX[ �_Q'Q`S�SX^<Y�UdQ4R&O$R�M�� UZSXNPQ`M�S�Q 


ε.K;^<NPO
l
]J[7]J^<Y �_M�QZM�S$sDMtn7Q4R�RX[ �_Q<I�-$^_M�R$R�M���� ^_R�^<Y�RTs�[hY�R�M�Yt��SXQZn�NJQZS�OXQZn���R���M�Q

l = 1.
~�[

R�M�N�OXQ
(Xn)

[oVW^<n�n�Qcno[9O�SXNpVWQbsDQcO�S{[hYFR�NPO�NJ^<Y�R�M�S {0, 1}

P =

[
1 − a a

b 1 − b

]
.

K;^<NPO
gn = P(Xn = 0).

��� [h��SX�`R�]JQcO�|�UZ^<SX�Zn�Q �DIJH<I ��l
gn+1 = (1 − a)gn + b(1 − gn).

-$^<O�^<YFR
g = b

a+b

]JQd� ^<NJY�OT� #DQbsDQ VWQZO�O�QbU ��M�[9OXNP^_Y.I��$]J^<S{R
gn − g = (1 − a − b)n(g0 − g).

~�[7��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�Ud�F^_M�S���M�Qc]JQbn7Q4R�RX[ �_Q
Xn

Y�Q R�^_N�OT��[_R�QZSXS�^_Y�UdQ`R�O�sD^<Y�V

rn(0) =
b

a + b
+

a

a + b
(1 − a − b)n

R�N
X0 = 0,

QWO
rn(1) =

a

a + b
+

b

a + b
(1 − a − b)n

R�N
X0 = 1.K;M���� ^_R�^<YFR�no[hNJY�O�Q`Y�[hY�O

l > 1.
��]P^_SXR

Xn = (X1
n, . . . , X l

n)
^ / ]JQ`Rd�9[hSXNJ[<q�]PQ4R

X1
n, . . . , X l

nR�^_Y�O�NPYFsDUZ� QZY�s�[hY�O�Q4R'sDQ�n �`n�Q�]J^<NmI ~�[o��SX^<q�[<q�NP]JNPO�U � ^<M�S ��M�Q�]JQ n�Q`RXRX[ �<Q
Xn

Y�QrR�^<NPO���[<R
QZSXS�^_Y�UdQ`R�OT[<]P^_SXR

rn =
l∏

i=1

rn(X i
0) ≥ [α + (1 − α)(1 − a − b)n]l

^0/
α = inf( b

a+b ,
a

a+b ).
~�[rOX[<NP]J]PQ s�M�SXU`R�Q`[<M sD^_N�O �ZO�SXQbV{|�^<NpR�NJQcNPY�u2UZSXNPQ`M�S�Q 


nc =
ln(1 − α) − ln((1 − ε)1/l − α)

− ln(1 − a − b)
.

����(���� ����
���� �d�����&�D�� ���\#0� ����� ���D%��

� 8 � >�/C1`/ EF> � � *�� *F* 	 ��� ����� �
���0� - � ���
π
�+, �

M
����� �F� �.� / >?£�@D69/C@�>?143 ��� , 5`1`@D14/CE >�>0@�/C6=3 #

� �., �
P
�
� �  ���-� ,�� � ����� � �.&D� ��� -; � .(, ���E�$�F� ��� � � �A� ) ����� � � - ) � � �������8�8�  ����� � � �;�F� � �

π = πP.
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K;N
X0

Q`R�O"sDQT]P^_N
π,
��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U�NJY��9[<S�Np[hY�O�Q_l9[h]J^<S{R � s�� [h��SX�`R ]p[d��S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Y �DIJH<I � �

Xn
Q4R&O"sDQ

]P^_N
π
�F^_M�S}O�^_MDO

n ≥ 0.
�r� M�Y � ^<NJY�O�s�Qd�;M�QcR�OX[9OXNJR�O�N'��M�Q<l;]JQdR��DR&OX�Zn�Q's�U`VWSXNPO}��[<S�]PQcR��DR�O��`n7Q

sD�;Y�[hn�N'��M�QcQ`R�OTs�^<Y�Vbs�[<Y�R�M�Y � �.��� �� � .�,�� - �/� � �WI

�� 3 0 2 BC3 � �C* �C*�� ~�[ ]J^<N M�Y�NPu2^<SXn�Q7R�M�S

M
Q`R�OcM�Y�Q���SX^<q�[<q�NP]JNPO�U�NJY;�9[hSXNJ[<Y_OXQ�� ^<M�Sc]JQ7R��DR �

O��`n7QcsD�;Y�[<n7N'��M�Qc[<RXR�^DVWNJU'[<MAn�UZ]p[hY��<Q's�QcV`[hS�O�Q4R	� R�Q4V O�NJ^<Y�H<I �bQZO�Q #DQZn���]JQ ��IPH_I � � I;~�[r�<UZSXN �
�FVZ[hO�NJ^<Y�NPn�n�U`s�NJ[hO�QcQ`R�O$]J[<NJRXR�UZQb[hM�]PQ4V OXQZM�S4I

~"� Q7#DQZn���]JQbR�M�NP�9[hY�OTn�^<Y�O�SXQ.��M�Qb]PQ4R���SX^<q�[<q�NP]JNPO�U`R�NJY;�9[hSXNJ[<Y_OXQ`R}Y.� Q7#DNpR&OXQZY�OT��[<R}OX^<M�6&^_M�SXR`I

�� 3 0 2 BC3 � �C* �C*�/ � � @D69:4�03 @�BC8;@D1`E /2693 54/ 0 2 BC3a5`-�6

Z
2 � +TQ`��S�Q`Y�^<YFR�]m� Q #DQZn���]JQ�sDQ�]p[

no[hS{V{|�Q [h]JU`[hO�^_NPSXQzR�M�S
Z
� R�Q4V O�NJ^<Y H<I x QWO�Q7#DQZn���]JQ ��IPH_I � � I�K;M���� ^_R�^<Y�R<��M.� NP]dQ7#DNpR&OXQ M�Y�Q

��SX^<q�[<q�NP]JNPO�UdNPY;�9[hSXNJ[<Y�O�Q
π.
�$]J^<S{R`l�� ^<M�STO�^_MDO

n ∈ Z.

π(n) =
1

2
(π(n + 1) + π(n − 1)).

��� ^0/
π(n + 1) − π(n) = π(n) − π(n − 1) = π(1) − π(0).

�"Y R�^<n�no[hY�O�R�M�S
n
^_Yo�<^_N�O���M�Q$Y�U`VWQ4R�RX[hNJSXQZn�QZY�O

π(1) = π(0) = 0
QWO}sD^<Y�V

π(n) = 0.
�$Y�Q

VW^_Y_OXSX[_sDNpV O�NJ^<Y�I


�� 3�69:</ :<3�� �C* �C*;¤ � � � �/��!"�)����! � $ *������ $��  %�  � , � �  � ����(+! ! � �  � #�$ �  $ � ��! * ����� � $ .�! $�� � ! $ �/� � .  , !1 � $ &�! �/. �  *��  � � (  . ��� �/. ��*  ����!2&�! ��� ��� � !2& �  ! ��! ��� ! � � & ! � !)(+* � ! � � � � � � �  � & , &��  ��! � � ! �  � ��! ��. !& � � � !-*�������$��  %�% � ,  � #�$ �  $ � ��! * ����� � $ ."! $ � � !2$ �/� � .  , ! 1 � $ &�! �/. �  *��  � � (�$ . ��� �/. ��*  ����! �

�r��@;��>�3;57698�£F3�695`/ �0B 3�5

� 8 � >�/C1`/ EF> � � *�� *�5 � �F� �
π
,���� ����� �
���0� - � ��� �+, �

M. * � ) ���3�$�>�A�G��� �3� ��� �
� �?�$���
P

� � ���?���
� �
�E� ����) ��� � - � �-���������

X
# �����8��� ��� 698�£F3�695`/ �0B 3 � ��� �A�A��� �����2�

π
�
�

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x)

� �., � � �., �
x, y ∈ M.
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P
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π
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π
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�hw ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

�����
	��������������	����
	 �  � µ

� � !-*������ $��  %�  � ,  � #�$5�  $ � ��! � ) � ��� � µ
! � � . $ � $ . � , �  �/, !2* $5� � ! � � � �-,)(+!-& � , ��� $5�  � ���

µ(y) =
X

x

µ(x)P (x, y) = µ(y)

0
@1 −

X

x:x6=y

P (y, x)

1
A+

X

x:x6=y

µ(x)P (x, y).

� � ��7
µ(y)

X

x:x6=y

P (y, x) =
X

x:x6=y

µ(x)P (x, y).

	 ��� � . !"�/��! � ����(+!��  %� ! � � , #  &�! � � � ��! π
! � � � � � ���  � � �

~�[bSXUZ�_QZS{R�NJq�NJ]PNPO�U_lh��[<S�u2^_NJR\[h��� QZ]JUZQ�VZ^<Y�s�N�OXNP^_YAsDM ��q�NJ]J[<Y sDUWO{[hNJ]P]JU$� l<Q4R&O}M�Y�Q���S�^_��S�NJUWOXU���M�N�Q4R&O
R�^_M��<Q`Y�O �<UZSXNP��UZQ �C^<M�R�M���� ^_R�UZQ �<U`S�NP��UZQ��c��[<SrsDQ4RrR��DR&OX�Zn�Q`R���|;�;R�N'�_M�Q`R �C�<^_NPS :dQZ^<S&�<Q4RbQWO
y Q �4[hS{s 	�e � �WI?�"]P]JQ�R�N8�<Y�NP��Q �_M�� 
A] � U ��M�NJ]PNJq�SXQ<l?]p[ ]J^<N sDQr]p[AR�M�NPO�Q

X0, . . . , Xn
Q`R�OdNJY;�9[hSXNJ[<Y_OXQ

��[hS�SXQWOX^<M�SXY�QZn�Q`Y_O$sDM�OXQZn���R`I��"YtQ �?QWO

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = π(x0)P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn)

= π(x1)P (x1, x0)[P (x1, x2) . . . P (xn−1, xn)] = . . . = π(xn)P (xn, xn−1) . . . P (x1, x0)

= P(Xn = x0, . . . , X0 = xn).


�� 3 0 2 BC3 � �C* �C*�G 1�� �P-�69>�3 � � 
 ��693�> ��3;5Z1 	 1 /C/ 2 2 � +TQZ�_QZY�^_Y�R R�M�S�]p[bsDQ`RXVWSXNJ�DO�NJ^<Y�no[<VZS�^ �
R�VZ^<��N'��M�QcsDQb] � M�SXY�Qbs�� �"|�SXQZYDu2Q4R&O �CQ7#DQZn���]JQ �DIJH<I ! �WI �'[<Y�RTVWQbn�^DsD�Z]JQc]J[�]J^<N�q�NPY�^_n�NJ[<]PQ

µN (x) =
1

2N
Cx

N

sDQ �F[hS{[hn��WOXS�Q4R
(N, 1/2)

Q`R�OtS�U`�<QZS{R�NPq�]JQ<l\sD^<Y�V NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q_I�k'Y � ^<M�S�S{[ VW^_n���[hSXQZSAVZQWO�O�Q
[h����S�^DV{|�Qc[=�<Q4V'VZQZ]J]PQbsDQb]m� Q #DQZS{VWNpVWQ �DIJH<IJHZ�FI


�� 3�69:</ :<3�� �C* �C*����������	��
��	��������������������������	�� �"! � !+(�$5�/�  . ! &�!+�/� $ ���  �  � � P � ��� M
! � �&  ��!$#&%�'�(�)�*,+.-/'�(0%21&354 �  Px P (x, y) = 1

* ����� �������
y ∈ M.��� 	 �  � P

� � !�(�$ �/�  . ! �  � ��� ."! $ � �  � ��! � � � � �/��!"������! � $ � �  � �  � ����(+!�! � � � � !�*�������$��  %�% � ,  � #�$ 3�  $ � ��! ���� 	 �  � M
� � + ������* ! & $ �  � ('� �  & � � � ! � �  � � � , ! ◦ & *�$ � ! � !)(+* � ! � ! + ������* !2&�! � * !"��( ��� $ �  � ���

 � �/��� &��  � &�$ ��� ��� , ����&�!2&�! � � ! � !"(+* � ! � � ��� ! � + ! � &�� , * $ � S ⊂ G. 	 �  ! � � θn
&�! � #�$ �  $�� � ! �  ��  �� & � 1#�$ � !)��� � &�$ ��� S.

� � � �/��!"������! � $ ."! $ � � ! (Xn)
& , $ �  !-*�$ �

Xn+1 = θn+1 ◦ Xn

! � ���  � ��� .�! $ � �  ����! �



� � � � ����� ����������	�� � ����� � � ����� � ��� �������!������	�� ������� � � ��H

����(��m) ����
 ��F�&��D ��% 	��0��!"
�#

~�[�u2^<SXn�M�]JQ � �DIJH �WlDVZ[hS{[<VWO�U`S�NpR&OXN8��M�QdsDQ`RTV{|F[=¥ Y�Q`R�sDQbyz[<S�¦_^9� l;R`� UZO�QZYFs RX[hY�R�sDN + VWM�]PO�UcQ`Y
]J[ru2^_S�nrM�]PQc��]JM�R��_UZY�U`SX[<]PQ

P(Xk+n = xk+n, . . . , Xk+1 = xk+1|X0 = x0, . . . , Xk = xk)

= P(Xk+n = xk+n, . . . , Xk+1 = xk+1|Xk = xk)

= P(Xn = xk+n, . . . , X1 = xk+1|X0 = xk).
� ��I � �

�"Y Q � QZO`l VWQ`VZN\Q4R&O7M�Y�Q�VW^<YFR�U �_M�QZY�VZQ NPn�n�U`s�NJ[hO�Q s�Q ]J[zu2^<SXn�M�]JQ � �DI � � �C�<^_NPS ]JQ OX|�UZ^_S��`n�Q
�DIJH<I � �dQZOrsDQ ]p[tu2^<SXn�M�]PQAs�QAf�[=�<Q`R`I.~"� ^<q�6&QWOrsDQ�VWQZO�O�Q R�Q4V O�NJ^<Y Q4R&O7sDQ �<U`Y�UZS{[h]JNpR�Q`S � �DI�� �	

]J[�R�NPO�MF[9O�NJ^<Ya^0/a] � UZ�_UZY�Q`n7Q`Y�O7sD^_Y_O�^<Y V{|�QZS{V{|�Q 
zUZ�9[<]PM�Q`S�]J[ ��S�^_q�[hq�NP]JN�OXU�VZ^<Y�s�N�OXNP^_Y�Y�QZ]J]JQ
sDUZ� QZYFs�s.� M�Y�QbNPYD�FY�N�OXU sDQb�9[h]JQZM�S{R�sDQ

(Xn).
� O�NPO�SXQ s�� Q7#DQZn���]JQ<l�R�^<NPO

Em
]m� U`�<U`Y�QZn�QZY�O �

{ ]p[rR�M�NPO�Q (Xn)
SXQZY�VZ^<Y�O�SXQd]PQb� ^<NJY�O

x
NPYD�FY�NPn�Q`Y_O�R�^<M��<QZY�O$[h��S��4R\]m� NPY�R�OX[<Y�O

m}.
~"� NJs�QZY�O�NPO�U

P(Em|Xm = x) = P(E0|X0 = x)
q�NJQZY ��M.� NPY�O�M�N�OXNP�_QAY�Q �FQ`MDOr��[_R�R�QAsDU4sDM�NJS�QA[<NJR�UZn�Q`Y_O7sDQA]p[tu2^<SXn�M�]PQ � �DI�� �WI��"]J]JQAQ`R�O`l���[hS
VW^_Y_OXS�Q_l?M�Y�QoVW^_Y�R�U ��M�QZY�VZQosDQ�]J[���SX^<��SXNJUWO�U�sDQ yz[<S�¦_^9���<UZY�UZS{[h]JQ ��M�QoY�^_M�Rb[h]J]P^_Y�RdUWO{[hq�]JNPS
NJVZN I

� �J3�5 2 @�:<3 :_@�>�E >0/ ��-03

K;^<NPO
X = (Xn)

M�Y�Q�V{|�[=¥ Y�Q�sDQoyz[hSX¦<^9�tR�M�S
M.

� ^<M�ScV{|F[ ��M�Q7QZY�O�NJQZS
n, Xn

Q4R&OcM�Y�Q
�9[hSXNJ[<q�]PQ7[h]JU`[hO�^<NJSXQ 
A�9[<]PQ`M�SXRds�[<Y�R

M
QWO

(X0, . . . , Xn)
M�Y�Q7�9[hSXNJ[<q�]PQ7[h]JU`[hO�^<NJSXQ 
 �9[<]PQ`M�SXR

s�[hYFR
Mn+1.

% ]�Q`R�O�sD^<YFV�Y�[9OXM�S�Q`]�sDQT�<^_NPS
X
VW^_n�n7QTM�Y�QT�9[hSXNJ[<q�]PQT[<]PU4[9O�^_NPSXQ 
c�=[<]PQ`M�S{R s�[hY�R

-; ���E� ���
� ����� ���A� %��
���9��� �A���
T = MN.

� ^<M�S�VWQ$uC[hNJS�Q'NP]?R�M +7O�sDQ�nrM�Y�NJS
T
s�Q�]p[cO�SXNPq�M ��SX^;s�M�N�O

sD^<Y�OTY�^_M�R�SX[<��� QZ]J^<Y�R�NpVWN�]p[�sDUW��Y�N�OXNP^_Y.I
���������	��
��������
��������

T = MN� ^<M�SrO�^_MDO
(y0, . . . , yn) ∈ Mn+1 Y�^hOX^<Y�R

C(y0, . . . , yn)
]PQ � & - ������� ��s�Q ]J^<Y �_M�QZM�S

n + 1VW^_Y�R&OXN�OXM�UosDQ`RcU`]PU`n�QZY�OXRcsDQ
T
sD^<Y�Ob]PQ4R

n + 1
��SXQZn�NP�`S�Q4RcVW^;^<S{sD^<Y�Y�UZQ4R'R�^<Y�O sDUWOXQZSXn�NPY�U`Q`R

��[hS
(y0, . . . , yn) :

C(y0, . . . , yn) = {x = (xi)i∈N ∈ T : x0 = y0, . . . , xn = yn}.
K;^<NPO Bn(T)

]p[tOXS�NJq�M �CR�M�S
T)

QZY �_QZY�sDSXUZQo�F[hSbOX^<M�Rb]JQ`R�VW�;]PNJY�sDSXQ`R�sDQ ]J^<Y �_M�QZM�S
n + 1

I�~�[
���$�/��,,� ��� �.,�� ��R�M�S

T,
Y�^hOXUZQ B(T),

Q`R�O ]p[dO�SXNJq�M�QZY �_QZY�sDSXUZQ���[<S {Bn(T); n ≥ 0} lhVh� Q`R�O � 
 � sDNJS�Q



� � ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

[hM�RXR�N�]p[�O�SXNPq�M7QZY��<QZYFsDS�U`Q\�F[hS0O�^_M�R0]PQ4R VW�;]PNJY�sDSXQ`R`I % ]DQ`R�O0no[<NPY�O�Q`Y�[hY�O"VW]p[hNJS �_M�Q}]m� [h����]JNpVZ[9OXNP^_Y
X : (Ω,A)→(T,B(T))

sDUW��Y�NPQr��[hS
X(ω) = (Xn(ω))n∈N

Q`R�O�M�Y�Qr�=[<S�Np[hq�]PQb[h]JU`[hO�^_NPSXQ<I���Y
Q �?QWO4l��F^_M�S�O�^_MDO�VW�;]JNPYFsDS�Q

C(y0, . . . , yn)

X−1(C(y0, . . . , yn)) =

n⋂

i=0

X−1
i (yi) ∈ A.

�\^<n�n�Q B(T)
Q`R�O$QZY �_QZY�sDSXUZQb�F[hST]JQ`R�VZ�;]PNJY�sDSXQ`R`l�VWQ`]J[oR�M�+�O 
���SX^<M��_QZS�]p[on�Q`R�M�SX[<q�NJ]PNPO�UbsDQ

X
�C��[hS$]p[7��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y j�IJH<IJH`w7sDQb]m� [<��� QZY�sDNpVWQ�� I

+ 3 0 @D6���-03z� � *�� * 4 y �Zn�Qds�[hY�R\]JQ'VZ[_R"��[<S�OXNJVZM�]JNPQ`S\^ /
M

Q`R�O���Y�N l�QWO�^0/ �F[hS\VZ^<Y�R�U ��M�Q`Y�O
]J[ O�SXNPq�M�R�M�S

M
U �_[<]PQr] � QZYFR�Q`n�q�]JQ7s�Q`R'��[hS�O�NJQ`RcsDQ

M, T
Y.� Q4R&Oc��[_Rds�UZY�^_n�q�S{[hq�]JQ QZO B(T)> �J3;5Z1<20@�5 ] � QZYFR�Q`n�q�]JQ sDQ`Rc�F[hS�O�NJQ`RbsDQ

T.
KDM���� ^_R�^<Y�R`l���[hSbQ #DQZn���]JQ<l

M = {0, 1}. �$]J^<S{R
B(T)

5 �P/ ��3;>?1`/ �03 @_£F3;: BC@�1Z69/ � - ��EF6=8;B /C3;>�>03 5`-�6
[0, 1[.

�"]JM�Rc��SXU`VZNJR�UZn�QZY�O4l?R�^<NPO N ⊂
{0, 1}N

] � QZYFR�Q`n�q�]JQds�UZY�^_n�q�S{[hq�]JQ'VZ^<Y�R�O�NPO�M�UdsDQ4R�R�M�NPO�Q4R
(ωi)i≥1

OXQZ]J]PQ4R��_M�Q
ωi = 1


 ��[<S�OXNPS
s�� M�Y VWQZS�OX[<NPY SX[<Y ��I ,�^<M�O

ω ∈ [0, 1[
R`� U4VWSXN�O$sDQcuC[_VW^_Y M�Y�N8��M�Q

ω =
∞∑

n=1

Bn(ω)

2n

^0/
B(ω) = (Bn(ω))n≥1 ∈ {0, 1}N \ N .

~"� [h����]JNpVZ[9OXNP^_Y
B : [0, 1[→{0, 1}N \ N ,

Q4R&OcM�Y�Q
q�N 6&Q`V OXNP^_Y�q�N ��n�Q`R�M�S{[hq�]JQ �

B
QZO

B−1 R�^_Y�O n�Q4R�M�S{[hq�]PQ4R � sDQ [0, 1[
R�M�S {0, 1}N\N .

��NPYFR�NDOX^<MDO
UZ]JUZn�QZY�O's�Q

A ∈ B(T)
R`� U4VWSXN�O

A = Ã ∪ (A \ Ã)
^0/

Ã = (A ∩ N c)
R`� NJsDQ`Y�O�NP��Q �C��[hS

B
� 


M�Y�qF^_S�U`]PNJQZYtsDQ
[0, 1[

QWO
A \ Ã

Q4R&O�sDU`Y�^<nrq�S{[hq�]JQ<I

� ��� � � 
����������	�
��� ��������������

K;N
X0

Q`R�O0s�Q�]J^<N
µ,
^_Y Y�^<O�Q

Pµ
]J[�]P^_N�sDQ

X
l4QWO0s�[hY�R�]PQ�VZ[_R.��[<S�OXNJVZM�]JNPQ`S�^ /

µ = δx
�*�>��� �

X0 =

x
�Wl�^<Y�[_sD^<��O�Q�]J[�VW^_Y;�<QZY�OXNP^_Y s�� U`VWSXNPO�M�SXQ

Px = Pδx
.
~�� Q4R�� UZS{[hY�VZQr[_R�R�^DVWNJUZQ�Q4R&ObY�^<O�U`Q

Eµ.�$NJY�R�N lD� ^<M�S$O�^<M�O�Qdu2^<Y�VWO�NJ^<Y
Φ : T→R

�F^�R�NPO�NJ�<Qc^_M
Pµ

NJY_OXU �_SX[<q�]PQ_l
Eµ(Φ) =

∫
ΦdPµ.~�['O�SXNJq�M B(T)

UWOX[<Y�O"QZY �_QZY�sDSXUZQ���[<S ]PQ4R"VW�;]JNPYFsDS�Q4RZl
Pµ

Q4R&O}VZ[hS{[<VWO�U`S�NpR�U`Q���[<S�R�^<Y�[<V OXNP^_YoR�M�S
]PQ4RTVW�;]JNPY�s�S�Q4R�QZY VWQ R�QZY�R���M�QcOX^<MDOXQb��SX^<q�[<q�NP]JNPO�UbVW^ � Y�VZNJs�[hY�O$[=�<Q`V

Pµ
R�M�S�]PQ4RTVW�;]PNJY�sDSXQ`R�Q4R&O

U ��[h]JQ�

Pµ
�2�<^_NPS �F[hS Q7#DQ`n7��]PQT]JQ}O�|�U`^<SX�Zn�QTs�� M�Y�NJVZN�OXU�j�IJH<I � ��sDQT]m� [<���FQ`Y�sDNpVWQ�� Ih� [hS"[<NP]J]JQZM�S{RZl

s�� [h��SX�`R}]p[r��S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Y �DIJH<I �hw�l

Pµ(C(y0, . . . , yn)) = µ(y0)P (y0, y1)P (y1, y2) . . . P (yn−1, yn).
� ��I ! �

�"YtS�U4R�M�n7U
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c69E�2�E 54/21`/ EF> � �C* �p� � * � - ��� �( ,���� ��� ������� ��� 	���������� �+, �
M

��� ���-&�� ,
P

� � ��� - ���
��� � �?�>� - �

µ
���-� - � � �����A���0� - � �.�

Pµ
�+, �

(T,B(T))
�
��� ������� �$� �0�
� � ��� ���D��� #F�

�  �����)- � � �����A���0� - � �.� ����� � - � � �������$�>� �?�$��� � - � �3�$�/�(,���� �D�������A�A� � ��� - ��� � �F��� �E�$�F� � .�,�� ���
�������������0� � .�, � ���

n + 1
�-� ��� ��F� ���
��� �

n
.�, ��- �-��� .�, �!# Bn(T),

�����
P

(n)
µ (x0, x1, . . . , xn) = µ(x0)P (x0, x1)P (x1, x2) . . . P (xn−1, xn).
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-$^_M�Rc[h]J]P^_Y�R$OXSX[_sDM�NJS�Q�R�M�Sc] � Q`R���[<VZQ7V`[hY�^_Y�N'�_M�Qr]p[A��S�^_��S�NJUWOXUrsDQoyz[<S�¦_^9�?IF~"� NpsDUZQ�Q`R�Obs�� NJY��
O�SX^DsDM�NJS�Qd]PQ,����� �A���-�+, � ���
�A�.- � ���

n Xn+ = (Xn+,k)k∈N

sDUW��Y�N.��[hS

Xn+,k = Xn+k, k ≥ 0.

~�[7��SX^<��SXNJUWO�UcsDQ yz[<S�¦_^9��Q7#D��SXNPn�QbsDQZM #�V{|�^�R�Q4R �
	 (X0, . . . , Xn−1)

QWO
Xn+

R�^<Y�O ��VW^<YFsDN�OXNP^_Y�Y�Q`]P]JQZn�QZY�O;��NPY�s�UZ� QZY�s�[<Y�OXR}R�N ^<YAVZ^<Y�YF[=¥pO�]PQ
��SXU`R�QZY�O

Xn ;
	 ]JQo��|�U`Y�^<n��ZY�Q Q`R�O�R�[<Y�Rbn�UZn�^_NPSXQ<l.V<� Q4R&O(� 
 ��sDNJSXQ ��M�Qo]p[t]J^<N�sDM u2M�O�M�Sr^<q�R�QZSX�<Uo[h��S��4R
]m� NJY�R�OX[<Y_O

n
�CVh� Q`R�O � 
 � sDNJS�Q�]p[�]J^<N$s�Q

Xn+
��M�[hY�sa^<Y ^<qFR�Q`S��_Q

Xn
�7Q`R�Oo]J[�]J^<N$sDQt]p[

V{|�[9¥pY�Qd�F[hS�OX[hY�O$sDQ
Xn

I
�<MFR&OXN���^_Y�R�VWQ4RTUZY�^_Y�VWU4R 
�] � [hNpsDQbsDM�u2^<SXno[h]JNJR�n�Q'��SXU`VZU`sDQ`Y�O$QWO$sDQb]p[rY�^hO�NJ^<YtsDQb]J^<N�NJno[ �<Q_I

� �08�EF6-� 0 3z� � *�� ��* 1 
c69E�2069/C8�1`8t�03t�¡@D6=¢FE;£�2-� � �F� �
X
,���� ��� ������� ��� 	���������� ��, �

M��� - ��� ��� � �?�>� - �
µ.

� � , � �9� , �
A ∈ B(T)

� �
k ∈ N.

P(Xk+ ∈ A|X0 = x0, . . . , Xk = xk) = Pxk
(A).

� � , � �9� , ��� � �F��� �E�$�F� ) ���+, � ���(- � �-���$���
�
Φ : T→R

� �
Ψ : Mk→R,

E (Ψ(X0, . . . , Xk−1)Φ(Xk+)) = E (Ψ(X0, . . . , Xk−1))EXk
(Φ))

=
∑

(x0,...,xk)∈Mk+1

µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xk−1, xk)Ψ(x0, . . . , xk−1)Exk
(Φ).

�����
	��������������	����
# !"(�$ � ����� ��� ����! � $ *���!)(  ,"��!2$ �/� !"�/�  � � � !2& , &��  � &�! � $ � ! . � � &�!�! � * � � $ � �

Ψ(y0, . . . , yk−1) = 1x0,...,xk−1(y0, . . . , yk−1)



�9� ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

!"�
Φ(y) = 1xk

(y0)1A(y). � ��� � . ��(+(+! ��� � ��� * $5� � ��*�* � � !"�
� ��! Φ � ! & , * ! � & ����! &�!
n + 1 . ��� � &�� ����, ! � � $�� � ����! �%� ! � � ��� � * ����# � ��� $ *�* �% ����!"� � ! � � ,)� � � � $ � � &�! � $+*�����* � �  �  � �& � � � � ��� � � * ! � � ��$ � �  � ,)� 1 . $ � . � � !"� � � � �

E (Ψ(X0, . . . , Xk−1)Φ(Xk, . . . , Xk+n))

=
X

Mk+n+1

µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xk−1+n, xk+n)Ψ(x0, . . . , xk−1)Φ(xk, . . . , xk+n)

=
X

Mk+1

Ψ(x0, . . . , xk−1)µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xk−2, xk−1)P (xk−1, xk) ×

X

Mn

P (xk, xk+1) . . . P (xk−1+n, xk+n)Φ(xk, . . . , xk+n)

=
X

Mk+1

Ψ(x0, . . . , xk−1)µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xk−2, xk−1)P (xk−1, xk)Exk
(Φ)

= E (Ψ(X0, . . . , Xk−1)EXk
(Φ))

* ! � &�!)� � (+!)( ����! � &�! . !"�/��! ,�+ $ �  � , � � � �+&�! � (+! � ����! � * $5�'� $�*�* ���/� 1 Φ � * � ,�+ $ �% � , � ���
� ! � � � ��. �  � ��� � ! & , * ! � &�$ � ������! & � � � � ��( ����! $ �  &�! . ��� � &�� ����, ! �  (+* �% � ��! � � ,�+ $ �% � , &�! �(+! � ����! � ��! � � , ! � � ��� ��������! � � ! �3� � ��. �  � ��� � � � , �% ! ��� ! � � ��� ��, ! � �

1��21 � 
 %�� # ��� ��� 	 % ����* ����#��(���

-$^<MFR"SXQZ�<Q`Y�^<YFR"s�[hYFR�VWQZO�OXQ'R�Q`V OXNP^_Y R�M�S�]JQ�VZ[_R"��[<S�OXNJVZM�]PNJQZS�u2^<Y�s�[hn�QZY�OX[<]�sDQ4R\V{|�[9¥pY�Q`R"sDQ
yz[hSX¦<^9� ��Y�NJQ`R`I6-�^<M�R'R�M����F^�R�^_Y�R�sD^_Y�VbNpVWN ��M�Q

M
Q`R�O'M�YzQZY�R�QZnrq�]JQb��Y�N sDQrV`[hS{sDNJY�[h]

d
QWO

P
M�Y�Q 0 @�1Z69/C:_3 R&OX^;V{|F[<R�O�N'�_M�QrR�M�S

M.
-�^<M�RdY�^<O�^_Y�R

X = (Xn)
M�Y�QoV{|�[9¥pY�Q�sDQoyz[<S�¦_^9�

sDQdY�^9�_[<M
P.

-$^_M�R}Y�^hOX^<Y�R�[hMFR�R�N
Xµ = (Xµ

n )
�2SXQ`R��FQ4V OXNP�_QZn�QZY�O

Xx = (Xx
n)
�\]p[rV{|F[=¥ Y�Q'sDQ

yz[hSX¦<^9�7sDQdY�^9�_[<M
P
QWO$sDQd]P^_NFNJY�NPO�Np[h]JQ

µ
�2SXQ`R��FQ4V O�NJ�<Q`n�QZY�O

δx
�WI;~�[ ]J^<N�sDQ

Xµ R�M�S\]m� Q`R���[<VZQ
MN

s�Q`R}O�S{[�6&Q4V OX^<NJS�Q4R\Q4R&O$Y�^hO�U`Q
Pµ
�CS�Q4R�� Q`VWO�NJ�<QZn�Q`Y_O

Px
� I

��� ����( ���$���_�D%�� �?% �$%�� ���
 ��� �'����� �D�� ���\#0� ����� �\�D%��

K;^<NPO P(M)
] � QZY�R�QZnrq�]JQ\sDQ4R.��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U4R�R�M�S

M.
~"� Q`R���[<VZQ

M
UWOX[<Y�O�sDQ\V`[hS{sDNJY�[h]

d < ∞ l
P(M)

Y.� Q`R�O$S�NJQZYts�� [hMDOXS�Q.��M�Qc]PQ �$�") � - �*& �TM�Y�N�OXU sDQ
Rd :

P(M) = {µ ∈ R
d : µ(x) ≥ 0,

∑

x

µ(x) = 1}.

�'� Q4R&OTQ`Y��F[hS�O�NpVWM�]JNPQ`S�M�YtQZY�R�QZnrq�]PQbVZ^<n���[<VWO$QWO$VW^_Y;�<Q7#DQ_I
�'[<Y�RTVWQbVZ^<Y�O�Q #�OXQ<lDNJ].Q7#DNpR&OXQcO�^_M�6&^<M�S{R}M�Y�Qb��SX^<qF[hq�NJ]PNPO�UcNJY;�=[<S�Np[hY�OXQ<I



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� �_�

� �08�EF6-� 0 3z� � � � * *  ��� ����) ��- � ����� ����� �
� ��� - � ����� ��� �&���$�>��� ����� � � , �
P

����� ,�� � � , � �
�0� ��� ) �(- � ����� � �>��� �-�-) �������8� � �-��� �&�*& � ��� P(M).

�����
	��������������	����
	 �  � µ

� � !-*������ $��  %�  � ,�� ��� M
!"�

µ̂n = 1
n

Pn−1
k=0 µP k.

# !)(�$5� � ��� ��� ����!

µ̂nP − µ̂n =
1

n
(µP n − µ).

� � ��7

limn→∞µ̂nP − µ̂n = 0
& � � � �

. $ � µP n !"�
µ � � � � &�$ ��� P(M) � ��� � 3 ! ��� !)( � � !�� ��� ��, &�! R

d.
 $ � . ��(+*�$ .  � , &�! P(M),

� �* !)��� ! � �/� $  ��! &�! µ̂n
� � ! � ��� � 3 � �  ��! µ̂nk

. � � #�!"� + ! � ��! � 	 �  � π � $ �% (  ��! &�! . !"�/��! � ��� � 3 � �  ��! �
) � ��� � & � $ *��-, � & � � � � �

πP = π.

� ! � $ *�������#�! � � ! �  � ��! ��. ! & � � � !�*�������$��  �% � ,  � #�$ �  $ � ��! � * $ . ��(+* $ .  � , ! � � $ . � � # ! �  � , &�!
� � ! ��� !)( � � ! &�! � *�������$��  %�% � ,)�  � #�$5�  $ � ��! � ! � �  (+( , &  $5��! � * $2*���!)��#�! ! � � � $  �/�/, !�$ � � ! . ��!)��� �

��� ����� �_������ � � ��� �d�����&�D %.� � �$.
"� ����% %.���"
T��� ����% '��%�� ���$% ���$�

� 69@�20�03zEF69/C3;>?1`8 @�5454E.:</ 8 �
P
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�$Y��<S{[h��|�Q��C^<SXNPQ`Y_OXU �\R�M�STM�Y Q`Y�R�QZn�q�]PQd��Y�N �2^<MtsDU`Y�^<nrq�SX[<q�]JQ �
M

Q`R�OTM�Y VW^_M���]JQ
G =

(M, E)
VZ[<SX[_V O�U`S�NpR�U ��[<S M�Y QZYFR�Q`n�q�]JQ��� ��� # �.���

E ⊂ M × M.
~�Q`Ro� ^<NJY�OXR sDQ

M
R�^<Y�O

[h��� QZ]JU`R}]JQ`R � �-) ) �����\sDM<�<S{[h��|�Q`R}QWOT]JQ`R�� ^<NJY_O{R
y ∈ M

O�Q`]JR���M�Q
(x, y) ∈ E

]JQ`R ����� �$��� ��sDQ
x.
~�Q �<S{[h��|�QdQ`R�O�sDNPO �$&-) � ���$�/.�, ��^_M ����� ���$�>�0� �.�$R�N

(x, y) ∈ E ⇒ (y, x) ∈ E.

k'Y�[_R�R�^DVWNJQ 

P
]J[�R�O�SXM�V OXM�SXQcs�Q.�<S{[h��|�Qd^<SXNJQZY�O�U

G = (M, E)
sDUW�FY�NPQb�F[hS

E = {(x, y) ∈ M × M : P (x, y) > 0}.


�� 3 0 2 BC3 � �p� �p� 1�� �J-�69>03a��� 
 ��6=3;> ��3�5`1
	 1 /C/C/ 2�2-� ~�Q`R;�<S{[h��|�Q4Rb[<RXR�^DVZNPU4R 
t] � M�SXY�QAs�� �"|��
S�Q`YDu2Q`R�O �2Q #;Q`n���]PQ ��IPH_I ! ��R�^<Y�O$R���n�UZO�SXN8��M�Q4RZID� ^<M�S

n = 3
NJ]pR�^<Y�OT] � [<R��FQ4V O�R�M�NJ�=[<Y�O �
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� / � -�6=3�� � * � � �
� ����� �;�-� � �0�>��� � -; , �$��� �( � � �A�0� � �����2� 3
� �����?�>��, - �����

� �������$� ���E�$�F� � ) �>� �����0�-�
���/.�, � �"�D� , �-���!# ��� ) ��� ���;���-�A���/.(, � �*�����F� �.�!#��
�$Y Q #;Q`n���]PQ\UZ]JUZn�QZY�O{[hNJS�Q"n�^_Y_OXS�Q��M.� NJ]��FQ`MDO�Q #;NpR�O�QZS0��]JM�R�NPQ`M�SXR���SX^<q�[<q�NP]JNPO�U`R�NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q4R

�F^_M�S.M�Y�Q"V{|�[=¥ Y�Q ��Y�NJQ�sD^_Y�O�]PQ$�_SX[<��|�Q [<RXR�^;VZNPU Y�� Q4R&O��F[<R.VZ^<Y�Y�Q #DQ<I �"Y Q � QZO`l4R�^_N�O
M = {1, 2}QWO

P
]J[7no[9OXS�NpVWQbR�O�^DV{|�[<R�O�N'��M�QbR�M�S

M
sDUW�FY�NPQb�F[hS

P =

[
1 0

0 1

]
.

% ]"Q`R�O UZ�;NpsDQZY�O;��M�Q R�N"]p[ V{|�[=¥ Y�Q [<RXR�^;VZNPU`Q���[hS�O sDM �F^_NPY�O
1
�CS�Q4R�� Q`VWO�NJ�<QZn�Q`Y_O

2
�dQZ]J]PQoY.� QZY

R�^_S�O\��[<R`I_� [<S}VZ^<Y�R�U ��M�Q`Y_O
δ1
QWO

δ2
R�^<Y�O�sDQ`R\��SX^<q�[<q�NP]JNPO�U`R�NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q4RZI_�"]PMFR��_UZY�U`SX[<]PQ`n�QZY�O

] � QZYFR�Q`n�q�]JQbsDQ`R���SX^<qF[hq�NJ]PNPO�U4R�NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q4R}s�Q VWQWO�O�QbV{|�[9¥pY�QcQ4R&O$]JQ ��R�Q �_n�QZY�O*�
{tδ1 + (1 − t)δ2 : 0 ≤ t ≤ 1}.

�T��Yzs�� [<RXR�M�S�Q`S�] � M�Y�NpVWNPO�U�s�Qb]J[7��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�UbNJY;�=[<S�Np[hY�OXQ<l;NP]0R�M +7O�s�Q R�M����F^�R�Q`ST]J[oV{|�[9¥pY�Q
� ��� �
� , � �E�/��- � �
� 8 � >�/C1`/ EF> � � � �'/ * � � �-&��.,

P
� � ���E� �
���?� ��� ) �0� ��- � �-���������

X
# ���-� /26=698;��-0:h14/ � BC3 �$� � �., �

� �., � ���., � - �
(x, y) ∈ M × M

� - �*&�� �-����,�� �0� �E�>� �
k = k(x, y)

��� ,���� �+,�� �.� � � �>�
x =

x0, x1, . . . , xk−1, xk = y
���(- - � .�, �

P (xi, xi+1) > 0

� �., �
i = 0, . . . , k − 1,

�  ���-� � � �;�F� � �
P(Xk = y|X0 = x) = P k(x, y) > 0.

+ 3 0 @D6���-03z� � � �J¤ ~�� NJS�SXU`s�M�V OXNPq�NJ]JN�OXU�sDQ
P
Q`R�O�U ��M�NP�9[<]PQ`Y_OXQ 
�]J[aVW^<Y�Y�Q7#DNPO�U�s�M �<S{[h��|�Q

[<RXR�^DVZNPU 

P.
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c69E�2�E 54/21`/ EF> � �p� �'5 � �
P

������� ��� �
� , � �E�/��- � � (7- ���-�
1 / 2 - ��� � �������?�$��� � P

����� �&���$�>��� �.��� �ZNmI Q_I
Pf = f

#����F� � - ��� � �F��� �E�$�F� � �-��� �-����� �.�����
1 / / 2

P
���,) � � ,����7,�� �/.(, � ����� �
� ��� - � ���G��� �&���$�>��� ���

π.
� � � - , �

π(x) > 0
� �., � �9� , �

x ∈ M.

�����
	��������������	����
	 �  � π

� � ! *�������$��  %�% � ,  � #�$5�  $ � ��! ��� , �  %$ � ��� & � $�� ��� & ����! π
! � � � �/�  . ��!)(+! � �+* � �  �  # ! � �  � � ��! π

! � ��� � !�*�������$��  %�% � , �  %� ! �  � ��! ��,". ! �/� $  ��!)(+! � � x ∈ M
��! � ����! π(x) > 0. 	 �  �

y ∈ M
!"�

k = k(x, y)
��! � ����! P k(x, y) > 0.

 $5�  � #�$ �  $ ��. !�� πP k = π.
� � ��7

π(y) =
X

z

π(z)P k(z, y) ≥ π(x)P k(x, y) > 0.

� ��� � * $ �/� � ��� (�$  � ��! � $ � � 1 � $'*���!)��# !-&�! (i).
������

f : M→R
 � �/��� &��  � � ��� � $���)��	� 4�
 4

� %�,%2*,+�� 4 (

E(f) =
X

x,y

(f(y) − f(x))2π(x)P (x, y).

P , � $ � �  �/� , &�� . �  � � ! !"� π > 0,
��������! � � ��. �  � � $ ��� � � $ � � � $ � ����(+! &�! �  �  ."! � !"�3& %�� 4�� E(f) =

0
� ! � � ��,). ! �/� $  ��!"(+! � � . � ��� � $ � ��! � 
 � � ��� � &�� ��. &�! *�������#�!"�6����! � ! ��� � ��. �  � ��� P  � #�$ �  $ � ��! �& %���4��

Pf = f
� $ ��� � � ! � � � $ � � ��(+!�&�! �  �  ."! � !"� � � �

E(f) = E((f(Xπ
1 ) − f(Xπ

0 )2) = E(f(Xπ
1 )2) − 2E(f(Xπ

1 )f(Xπ
0 )) + E(f(Xπ

0 )2).

 �  � � ��! π
! � �  � #�$ �  $ � ��! Xπ

0

!"�
Xπ

1

� � � (
	)(+! � �  �� � � ��7

E(f(Xπ
0 )2) = E(f(Xπ

1 )2).

 $ � $  %�%� !)��� � � & � $�*��-, � � $ *�����* � �  �  � � � � � � 6

E(f(Xπ
1 )f(Xπ

0 )) = E(E(f(Xπ
1 )|X0)f(Xπ

0 )) = E(Pf(Xπ
0 )f(Xπ

0 )).

)  ���  �
E(f) = 2E(f(Xπ

0 )[f − Pf ](Xπ
0 )).

� ! .  . � ��. � ��� � $ *���!)��# !-&�! (i).
������ *�������# ! �

(ii), � ��*�* � � � ��� ��� �  %� ! �  � ��! � � ! $ ���/��! *������ $��  %�  � ,  � #�$ �  $ � ��! ν. 	 �  � Q
� $ (�$5�/�  . ! � ��� ."! $ � �  ����!'& , $ �  !�* $ � Q(x, y) = P (y, x) π(y)

π(x)

! �
f � $ � � ��. �  � � & , $ �  ! *�$ �

f(x) = ν(x)
π(x)

. ) � ��� � � Q
! � �  �/� , &�� . �  � � ! ! �

Qf = f.
� � $�*��-, � (i)

�
f
! � � . � ��� � $ � ��! ! �

��,). ! �/� $  ��!)(+! � � π = ν.


�� 3�69:</ :<3�� �p� � � ����� �����	��������	� ����� �.
����5� � 	  P � � ! � ��* $ �  �/� , &�� . �  � � !��  %� ! � �+* � �/�  � � !&�!'& ,). ��(+* � � !"� � ! + � $�* ! !'$ �/� � .  , ! � � $ � , � �  � � & � � � !�* $5�/�  !�� �/� $ ���  ! � ��! �2! �2&�! . ��(+* � � $ � ��! �
. � ��� ! � ! � &�! � � �/��!"����! � ��� .�! $ . � � !+&�! . ! �2. ��(+* � � $ � ��! � � � $ ."! $�� � ! � ! . ��(+* � �/��! . ��(+(+!'� � !
."! $ � � !  �/� , &�� . �  � � ! �



�hj ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� ����� ��� x  y �   � ! �  � ��! � � ."! !"(  � &�!
x

#�!"� � y
� . � ! � �/341536&  ��! � � ! � �  ��! x0 =

x, x1, . . . , xk−1, xk = y
��! �%� ! ����! P (xi, xi+1) > 0, i = 0, . . . , k − 1. 	 �  � ∼ � $'��! � $ �  � � & � , ���  3#�$ � ! ��. ! & , $ �  ! � ��� M

* $5�
x ∼ y �  !"� � !)� � !)(+! � � �  x = y

��� &
x y

!"�
y  x). 	 ��� � � ! ��� !)( � � !����� �  ! � � M/ ∼ &�! � . � $ �/� ! � & � , ���  #�$ � ! ��. ! � ��� � & , $ �  � � � ! ��! � $ �  � � & � � � &���! * $ �/�  ! � >

* $5�
A>B

�  ! � � !)� � !)(+! � � �  x  y
* ����� � � & ��� ������� �

x
&�$ ��� A

! �-� � & ��� ������� � y
&�$ ��� B.

! � ! * � -/'�'&4

 4 � � *&3 �	��4�� *,4 ! � � � � ! . � $ �/� !2(  �  (�$ � !-* ����� . !"� ��� & ��!�* $5�/�  ! � ���� 	 �  � x ∈ M.

� � � �/��! � ��� � $	# ! . *������ $��  %�% � , 1,  � ! �  � ��!-� � ! . � $ �/� ! &�! � ,). ���/��! ��. ! C
!"�

n0 ∈ N��! � � ����! Xx
n ∈ C

* ����� �������
n ≥ n0.��� 	 �  � C

� � ! . � $ �/� !�&�! � ,). ���/��! ��. ! � � � � �/��! ����� �  %� ! �  � ��! � � ! � �  ����! *������ $��  %�% � ,  � #�$ �  $ � ��! πC��! �%� ! ����! πC(M \ C) = 0.���  � & , &��  ��!�����! ��������! *�������$��  �% � ,  � #�$ �  $ � ��! ! � � � � ! . ��( �  � $  � � � . � � # ! � ! &�! � *������ $��  %�  � ,)�
πC

��7
C
* $ � . �����/� � � ! ��� !"( � � !�& $ �  � &�! � . � $ �/� ! � &�!-� ,). ���/��! ��. ! �

� �08�EF6-� 0 3z� � � � G 1 � ��8;EF6 � 0 3r3�6 � E.�0/ ��-03;20693;5 ��-03�5���602 � � , ��� �����F� �
P

� ��� �
� , � �E�/��- �
���8� �����
� ��� - � �.� ��� �&���$�>��� �.�

π.
(7- ���-�

1 / 2
limn→∞

1

n

n−1∑

k=0

1{Xk=x} = π(x)

��� ����.�, � �	� � ��) �0� � �
1 / / 2

π(x) =
1

E(Tx)
> 0

� � , � �9� , �
x ∈ M,

���

Tx = inf{k ≥ 1 : Xx
k = x}�����$������� B �J/C>05Z14@�>?17�03�206=3 0 / 3�67693�1`E -�6 ���

x.

���9[<Y_O�sDQcsDUZn�^<Y�OXS�Q`S}VZQ�OX|�UZ^_S��`n7QdVW^_n7n�Q`Y�
W^_Y�R��F[hS}SX[<���FQ`]PQ`S\M�Y�Q'�_QZS{R�NJ^<Y sDQ']p[ ]J^<N u2^_S�OXQ
sDQ`R��_SX[<Y�s�R}Y�^_n�q�SXQ`R}�9[h]p[hq�]JQc�F^_M�S�sDQ4R��9[hSXNJ[<q�]PQ4R}�F^�R�NPO�NJ�<Q4RZI

� 3 0 0 3t� � � � � � ���>��� �
I1, I2, . . .

����� �����$�>���(- ��� �>� �>����� � ��� - �(, �-� ���F� �
R+ ∪ {∞}. (7- ���-�

limn→∞
1

n

n∑

k=1

Ik = E(I1) ∈ R
+ ∪ {∞} � � ���

�����
	��������������	����
# $ *�* ! � � ��� ����! � $ � �  � ���/��!+&�! � + � $ � & ��� ��( ����! � * ������&�! � #�$ �  $�� � ! �  �  �� & � ��,). ! �/�  ��!�&�! �



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� �<�

#�$5�  $�� � ! �  � � ,�+ � $�� � ! � & # �  � * $5� ! � !)(+* � ! � ! . ����� � � $  ��! (4� � � .'&�� .�! $�*  �/��! ( &�! . ! . ����� � � � 	  
E(I1) < ∞,

� � $�*�* �% ����! � $ � �  � � �/��! &�! ��+ � $ � & � � ��( ����! � $�� � #�$ �  $�� � ! � (Ii). 	  E(I1) = ∞,� � $ *�* �  ����! � $ � �  � ���/��!2&�! �1+ � $ � & � � ��( ����! � $�� � #�$ �  $�� � ! � � ��� ��, ! � inf(Ii, M). )  ���  

lim inf
n→∞

1

n

nX

i=1

Ii ≥ limn→∞
1

n

nX

i=1

inf(Ii, M) = E(inf(I1, M)).

 $ � . � � #�!"� + ! ��. !�(+� � ����� � !�� � !2&�!"� �  !"� ��!"��(+! ��! � & # !"� � ∞ � ��� � ����! M→∞.

-$^_M�R���[<RXR�^<Y�R}no[hNJY�O�QZYF[hY�O�
r]p[7��SXQZM��_Qcs�M OX|�UZ^_S��`n�Q<I
�����
	��������������	����

� � $�*��-, � � $ *�����* � �  �  � � � � � � � (ii), � ��� � * ����# � ��� �������4����� � � ��*�* � � ! � � ��! (Xn)
! � � � � � ���  � �& � � � ! � ,). ���/��! ��. !2$ � , $ ���  ��!

Xn+1 = fθn+1(Xn),
��7

θ1, θ2, . . . � � � � &�! � #�$5�  $�� � ! �  ��  �� & � 1 #�$ � !)��� � &�$ ��� � � ! � * $ . ! Θ. 	 �  ! � � T 0
x < T 1

x < . . .
� ! �  ��� � $ � � � � � .). ! �/�  � � &�! ��!"������� ! � x

& , $ �  � * $ �

T 0
x = 0, T i+1

x = inf{k > T i
x : Xx

k = x} ∈ N ∪ {∞},
$	# ! . � $ . � � #�! � �  � � inf {∅} = ∞.# !"(�$ � ����! � �  ! � ��� �  %� � �  �  � ���  �  #�!)(+! � � . � $  � ����! � ! � #�$5�  $�� � ! � T i

x � � � � $ �  ! � � ��� � � !* ����# � ��� * $ � � ! � ��*�* � � !"� -�� �,%2)��,% �
	 �  ! � � (Ik)k≥1

� � ! � �  ��!-&�! #�$5�  $�� � ! �  ��  �� & � &  � �/�  ��� , ! � . ��(+(+! T 1
x . � ��� � $ �%� � ��� *�������# !"�����!

� � � � ! � #�$5�  $�� � ! � (T 1
x , T 2

x , . . . T n
x )

! �
(I1, I1 + I2, . . . , I1 + · · · + In)

� � � (
	)(+! � �  ��
� � �

limn→∞
Tn

x

n
= limn→∞

Pn
i=1 Ii

n
= E(T1

x).

&�$ � * �����
1 ≤ m ≤ n ∈ N

∗ & , $ �  �/� � ��� � ! � , # ,"� !)(+! � � �
E(m, n) = { ∀ i = m, . . . , n − 1 : fθi

◦ · · · ◦ fθm (x) 6= x} ∩ {fθn ◦ · · · ◦ fθm (x) = x}
!"�

E(m,∞) = {∀i ≥ m : fθi
◦ · · · ◦ fθm (x) 6= x}.

	 �  ! � � 1 ≤ t1 < t2 < . . . < tn

$5#�! . ti ∈ N
* �����

i ≤ n − 1
!"�

tn ∈ N ∪ {∞}. ) � ��� �
{T 1

x = t1, . . . , T
n
x = tn} = E(1, t1) ∩ E(t1 + 1, t2) ∩ . . . ∩ E(tn−1 + 1, tn)

* ! � #�$ �  $�� � ! � (θi) , � $ � �  ��  �� & � � � ! � , # ,"� !)(+! � � � � �  $�*�*�$ � $  �/� ! � � &�$ ��� � ! � ! . � � & (+!"( ����!&�! . !"�/��!2&�!"� �  ,"��! ,�+ $ �% � ,2� � � �  � & , * ! � &�$ � � � ��!"�

P(E(ti + 1, ti+1)) = P(E(1, ti+1 − ti)) = P(I1 = ti+1 − ti).



!<w ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

)  ���  
P(T 1

x = t1, . . . , T
n
x = tn) = P(I1 = t1, . . . , I1 + · · · + In = tn).

&�� � � ! &�! � �  !"��* �  � ��! � ��� � !'$ *�* �% . $5�  � � &�! � $ � �  � ���/��! &�! �/+ � $ � & �-� ��( ����! � * �����-&�! �#�$5�  $�� � ! �  ��  �� & � * � �  �  # ! � & � !)(+(+! � � � � . � �
� ��� � *�$ �/� � ��� (�$  � ��! � $ � � 1 � $ *���!)��# ! &�! � $ �/� ! �/�  � ��� (i)

! �
(ii)

&�� � !�, ���-,)(+! � ������ �������! � �  !"� n ≥ 1,  %� ! �  � ��! i
��! � � ��! T i

x ≤ n < T i+1
x .

� � ��7

1

n

nX

k=1

1{Xx
k
=x} =

i

n
∈
–

i

T i+1
x

,
i

T i
x

–

!"� &�� ��.
limn→∞

1

n

nX

k=1

1{Xk=x} =
1

E(T1
x)

& � � . �
&�$ ��� � ! . $ � * $5�/�  . � �% !"� ��7 X0 = x,

& � $�*��-, � (b) .  36&�! �/� � � �
	  X0 6= x

�
Xn

��! ��. � � �/��! x
$�*��-, � � � ��!)(+* � T,

&�� � � � ��� � $ �%� � ��� *�������#�!"����� �  %� ! � � $ �  * � � � 
 � � � �'� &�� ��. & � $�*�* �% ����!"� . !����  *�� ,). ,)&�!-$ � *���� . ! �/� � � (Xn+T )n≥0

* ����� ! � & , &��  ��!����!�& � � . � ! � � # � $  ! �
� � � �/��� ��� (�$  � ��! � $ � ������! T

! � � $ �  � � ����� ��� Ty,x = inf{n ≥ 0 : Xy
n = x} &�&�! � ���/��!����!

T = TX0,x).
� ��(+(+! ��� � ��� * $5� ��!"(�$ � ����!"� ����! Ty,x < ∞.  � ! � !"��� . ��(+(+! � $ .�! $�� � !! � � $ �  ! !"�  �/� , &�� . �  � � !��

α = inf
y∈M\{x}

P(Ty,x < ∞) > 0.

)  ���  
P(Ty,x = ∞) =

X

(x1,...,xn)∈(M\{x})n

P(Ty,x = ∞|X0 = y,X1 = x1, . . . , Xn = xn)P(X0 = y, X1 = x1, . . . , Xn = xn)

=
X

(x1,...,xn)∈(M\{x})n

P(Txn,x = ∞)P(X0 = y,X1 = x1, . . . , Xn = xn)

* $5� � $'*�����*��  , � , &�! � $5��� �5# & � !�, ���-,)(+! � � � � �2��� � � � ��7

P(Ty,x = ∞) ≤ (1 − α)P(Ty,x ≥ n),

!"� &�� ��.
P(Ty,x = ∞) ≤ (1 − α)2

! � *�$ �/� $ � � 1 � $ �% (  ��! n→∞.
� ! � $+&�� ��� ! (1 − α) ≤ (1 − α)2,

& � ��7 α = 1.


 � � ��� � ��! � ��!'(�$  � ��! � $ � ��1 , � $�� �% � ��� $ �/� !"�/�  � � (ii).
 $ � . � � # !"� + ! ��. !'&���(  ��, !�� � � ,�+ $ �% � ,& � � . � ��! � ��!2#�� $  !�! � ! � * , � $ ��. ! � � � ��7

limn→∞
1

n

n−1X

k=0

P(Xk = x) =
1

E(T1
x)

.



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� !�H

�  � $����/��!)(+! � ���

limn→∞
1

n

n−1X

k=0

µPk(x) =
1

E(T1
x)

! � � ��� $ � � µ � $ � �  &�! X0.
������

µ = π, . ! � $'*�������# ! (ii) . $5� πP k = π
*�$ �  � #�$5�  $ ��. ! �

�rE�69E BCBC@�/2693z� � � �'4 � �
P

���-� � ��� �
� , � �?�/�(- � �
(Xn)

� � �$� �.�,��� �7� �") ��� � � � , ���0� � �9� , � - ��� � ����� ���
��� -; ���E� ���
� �� � �������0�

�� 3 0 2 BC3 � �p� �C*�� 1�� @D1`1Z693 BC3;5�:<@D6=143�5 	 1 /C/ 2�2-� �'[<Y�R7] � Q7#DQ`n7��]PQ�sDQ ]p[ R�Q`VWO�NJ^<Y H_I ��l�]JQ`R
|;��� ^hOX|��`R�Q`R�sDM�O�|�U`^<SX�Zn�Q �DI �DI edR�^<Y�O��<U`S�NP��U`Q`R`I_k'YoS�QZO�SX^<M��_Q�s�^<Y�VTNpVWNF]J[ ��S�^_�F^�R�NPO�NJ^<YtH_I ��IPH_I


�� 3 0 2 BC3 � �p� �C* * 1�� �P-�69>�3 ��� 
 ��693;> �m3;5`1
	 1 /2£�2 2 � ~�[AV{|�[9¥pY�Qr[<RXR�^;VZNPU`Q 
 ]p[As�Q`RXVWSXNP�DOXNP^_Y
no[<VWSX^_RXVW^_��N'�_M�Q s�Q�]m� M�SXY�Q�s.� �"|�S�Q`YDu2Q`R�O �CQ7#DQZn���]JQ ��IPH_I ! �tQ`R�O�NJS�SXU`s�M�V OXNPq�]JQ�R�M�S ]m� Q`R���[<VZQ
s�� UWOX[hOXR

M = {0, . . . , N}. �"Y ��[hS�O�NpVWM�]JNJQZS4l\s�� [h��SX�`R ]PQ�VW^<SX^<]J]p[hNJS�Q ��I ��I ��l"] � UWO{[9O
N

�F^_M�S
]PQ ��M�QZ]0O�^_MDO�Q4Rd]PQ4R���[<S�OXNJVZM�]JQ`RcR�QrO�SX^<M��<QZY�OcsDM n �Zn�Q�VW^<O�U�sDQr]p[ ��[hSX^<N R�Q`SX[ [9O�O�QZNJY�OdNJYD��Y�N �
n�QZY�O�R�^<M��<QZY�O � �\QZ]p[�� QZM�O�R�QZnrq�]PQ`S\�F[hS{[<sD^ #�[h]FR�M�S�O�^_MDOTR�N

N
Q4R&O}O�SX�`R�<S{[hYFs �2��[<S}Q #DQZn���]JQ

N ∼ 6, 02.1023 ��V`[hSo^_Y R`� [hO�OXQZY�s ��]JMDO��<O 
�^<q�R�QZSX�<Q`S�s�Q`RoUZOX[9O{R�^0/ ]JQ`R���[<S�OXNJVZM�]PQ4RoR�^_Y�O
U ��[h]JQZn�QZY�OTsDNJR�O�SXNJq�M�UZQ4R�QZY�O�SXQc]PQ4RTsDQZM #AQZY�VZQZNJY�O�Q`R`I�~�[ ��R�^_]PM�O�NJ^<Y �ds�QcVZQb��[hS{[<s�^ #;Q'Y�^<MFR\Q4R&O
sD^<Y�Y�UZQ �CQZYr��[hS�O�NJQ �.��[hS�]PQ\O�|�U`^<SX�Zn�Q ��I ��I�eDI4K;M����F^�R�^_Y�R

N
��[hNJS`I4~.Q\O�Q`n7�FR�n�^9�<Q`Y sDQ}S�QZO�^<M�S


7] � UWO{[9O
N/2

Q`R�O
1

µN (N/2)
∼
√

πN

2s�� [h��SX�`R']J[Au2^<SXn�M�]PQ7sDQ K�O�NJS�]JNJY � � �DIJH � � l?[h]J^<S{R���M�Q7]PQrO�Q`n���Rcn�^9�<QZY�sDQrSXQWOX^<M�S 
 ] � UWO{[9O
NQ`R�O

1

µN (N)
= 2N .

� [hST[hNJ]P]JQZM�SXR`lD] � [h����S�^ #DNJno[9O�NJ^<Y �_[<M�R�R�NJQZY�Y�QcsDQb]p[7]P^_N�q�NPY�^<n�NJ[<]PQcn�^<Y�OXS�Q.��M�Q

µN

([
N − c

√
N

2
,

N + c
√

N

2

])
∼ P(|G| ≤ c) = 1 − 2P(G > c)

^0/
G
Q`R�OTM�Y�Qb�?I [�I �_[<M�R�R�NJQZY�Y�QcsDQbsDQ`Y�R�NPO�U

g(x) = 1√
2π

exp(−x2/2)dx.
� ^_NJVZN�M�Y�QcQ`R�O�NJno[ �

O�NJ^<YtR�NJn���]JQ sDQbVWQWO�O�Q sDQ`S�Y�NP�`S�Q.��M�[hY�OXN�OXU<ID� ^<M�S�OX^<MDO
t > 0

P(G > c) = P(etG > etc) ≤ e−tcE(etG) = e−tcet2/2.

� ^<M�S
t = c

VWQ`]J[�sD^_Y�Y�Q
P(G > c) ≤ e−c2/2.

� ��I � �



! � ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� ^<M�S
c
U ��[h]�
 �_M�QZ]'�_M�Q`R'M�Y�NPO�U`R`l ]J[ s�N �?M�R�NP^_Y s�� �"|�SXQZYDu2Q4R&O4l?R�N0QZ]J]PQr��[hS�O'sDQ

N/2
l�Y�� [ sD^<Y�V

��S{[9O�N'��M�QZn�Q`Y_O"[<M�VWM�Y�Q$V{|�[hY�VZQTsDQ�R�^<S�O�NJS"sDQT] � NJY_OXQZSX�9[h]J]PQ
[N−c

√
N

2 , N+c
√

N
2 ]

s�[hY�R M�YrOXQZn���R
SX[<NJR�^<Y�Y�[hq�]JQ<I

��� ���m) � b.�F�&
T��� ��� �D %�� �?
��\#�%�� �"%�� �?% %����&
��

�$Y�Q�VW^<YFR�U �_M�QZY�VZQAsDQA]m� NPSXS�U4sDM�VWO�NJq�NP]JNPO�UAQ4R&O7]J[�VW^_Y��_QZS&�<Q`Y�VWQ � , �0��� � ��� � ���������As�QA]p[
R�M�N�OXQcs�Q`RT]J^<NpRTsDQ

(Xn).


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �p� �C*�� � , ��� ��� ��� �
P

� ��� �
� , � �E�/��- � ��� � �����A���0� - � �.� ��� �����$�>�F� ���
π.
(7- ���-�<� �., �

� �., �.� � �����A���0� - � �.�
µ
�+, �

M,

limn→∞
1

n

n−1∑

k=0

µPk = π.

� � �( � , �3� ��� �����$) ���
limn→∞

1

n

n−1∑

k=0

P(Xµ
k = x) = π(x)

� �., � � �., �
x ∈ M.

�����
	��������������	����

 � � � �'� & � $�*�* �% � ��!"� � !-� !�, ���-,)(+! &�! . � � # !"� + ! ��. !�&���(  ��, !-1 � � $ �/� ! �/�  � � (i)

&���� !�, � �-,)(+!� � � � � �

+TQZno[<S&��M�^_Y�R.��[<S0VZ^<Y�O�SXQ��_M�Q\]m� NJSXS�U4sDM�V OXNPq�NP]JN�OXU\Y�� Q4R&O ��[<R R�M�+ R�[<Y�O�Q�� ^<M�S [_R�R�M�SXQZS�]J[dVW^_Y��_QZS(�
�<Q`Y�VWQrQZY�]P^_N s�Q

(Xn).
�"Y�Q �?QWO4l.R�^_N�O

M = {1, 2} QWO P
]p[Ano[hO�SXNJVZQ7R�O�^DV{|�[_R&OXN8��M�Q�R�M�S

MsDUW�FY�NPQc��[<S
P =

[
0 1

1 0

]
.

~.Q4R$R�M�N�OXQ`R
(X1

2n)
QWO

(X1
2n+1)

^_Y�O'� ^<M�S$]J^<NpR$SXQ`R�� Q`V OXNP�_Q`R
δ1
QZO

δ2
QWO']p[o]J^<N0sDQ

(X1
n)

Y.� Q4R&O
��[<RTVZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�O�Q_I

�0^_M�STsDUZn�^_Y_OXS�Q`S\]p[�VW^_Y��_QZS&�<Q`Y�VWQ$Q`Y ]J^<N�sDQ
(Xn)

�_QZS{R
π
NP]�Q4R&OTY�U4VWQ`RXRX[hNJS�QdsDQdR�M���� ^_R�QZS

P � �����.��) ��� � � ��� �
� , � �?�/�(- � �
� 8 � >�/C1`/ EF> � � � � * / * � ���-&�� ,

P
�3�A���?� �A� �?� �&��) ��� � - � ��� �������

X
# ����� ��EF6=1`3 0 3;>?1z/26=698��

��-0:h14/ � BC3 �$� � -<�'&�� ������,������ �?�>���
k
�.��-�.(, �

P k(x, y) > 0



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� !_x

� �., � � �., �
(x, y) ∈ M × M.

� �08�EF6-� 0 3z� � � � *�¤ 1 � �08;E�6-� 0 3 3�6 � E.�0/ ��-03 2 � � ��� �
P
,�� � �-&��., �+, �

M � ������� ) ��� �
� ��� �
� , � �E�/��- � ���8� �����
� ��� - � �.� ��� �&���$�>��� �.�

π.
� ��� �

k
-; ��� �?�>��� ����- � �����7� � �E�$�F� � � �D�" �� � �

α = α(P ) =
∑

y∈M

(
inf

x∈M
P k(x, y)

)
> 0.

(7- ���-��� � , � �9� , ��� � ��� �
� ��� - � ���
µ
��, �

M
� ��� � , � �9� , �

n ∈ N,

sup
A⊂M

|P(Xµ
n ∈ A) − π(A)| ≤ (1 − α)[n/k]

���
[a]

�����$���F��� - �,� �����?�>� ��� �?�/'��A� ���
a.

� � � �����?�>�(, - �>���
limn→∞µPn = π.

-$^<MFR.[h]J]P^_Y�R.sDU`n�^<Y�O�SXQZS.VZQ S�U4R�M�]POX[hO.QZY sDQ`M�#'UZOX[<�FQ4RZIZ~�[���SXQZn�NP�`S�Q"VZ^<Y�R�NpR&OXQ 
TsDUZn�^<Y�OXS�Q`S
M�Y�Q��<Q`SXR�NJ^<Y�s�M�OX|�UZ^_S��`n�Q ��I ��IPH`��s�[hY�Rc]JQ VZ[_Rc^0/

(Xn)
Q`R�Ob]J[�OXSX[F6&Q`VWO�^<NJSXQ7s�� M�Y R��;R�O��`n�Q

sD�;Y�[hn�N'��M�Q�[h]JU`[hO�^_NPSXQ �2�_UZSXN��F[<Y�O�M�Y�QdVWQZS�OX[<NPY�Q�|;�;�F^<O�|��4R�Q�� I_~�[�sDQ`M�#DNP�`n�Q�UWO{[h� Q'VZ^<Y�R�NJR�O�Q 

R�QcS{[hn�QZY�QZS 
7]J[7��SXQZn�NJ�ZSXQ<I


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �p� �C* 5 � �F� �
P
,�� � �,&�� , ��, �

M
�����.,�� ������� ,�� �$&;�-� '�) �G�,&����-) �/.�, � � - �
� �

� �F� � �
(f, m),

�  ����� � � �;��� � �
P (x, y) = m(θ ∈ Θ : fθ(x) = y).

� �F� �
Cst = {h : M→M : ∀x, y h(x) = h(y)}

-; ��� ��� ) ��- � ����� � �F��� �E�$�F� � �-��� �-����� �.��� ��, �
M ;

���D� ��� �
0 ≤ β = β(f, m) = m(θ ∈ Θ : fθ ∈ Cst).

(7- ���-�
sup

A⊂M
|P(Xµ

n ∈ A) − π(A)| ≤ (1 − β)n.

� � � �����?�>�(, - �>�����
limn→∞µPn = π

�$�
β(f, m) > 0.



!h� ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

�����
	��������������	����
	 �  ! � � (θi)

&�! � #�$ �  $�� � ! � $ � , $ ���  ��! �  �  �� & � &�! � �  m,
!"�

X0

� � ! #�$ �  $�� � !-$ � , $ ���  ��!2&�! � �  µ
 � & , * ! � &�$ � ��!�&�! � $ � �  ��! (θi). 
4� �/��� &��  � � ��� � ! � $ *�* �% . $5�  � ��� $ � , $5���  ��! �

Dn = fθ1 ◦ · · · ◦ fθn ,

Gn = fθn ◦ · · · ◦ fθ1 ,
!"� � $'#�$5�  $�� � ! Xn = Gn(X0). � ��� � $ � � � ��� *�������# !"� � ! � 3

$ �/� !"�/�  � ��� � �  #�$ � ��! � �
� � �  %� ! �  � ��!'� � !'#�$5�  $�� � !+$ � , $ ���  ��! Z

1 #�$ � !)��� � &�$ ��� M
!"�2� � ��!"(+* � T1 ∈ N

��! � ����!
Dn(x) = Z

* ����� �������
n ≥ T1

!"�
x ∈ M ;

� � �
Xn . � � # !"� + !�! � � �  # !"� � Z,

� � �
Z
$'* ����� � �  π, � � � �  � ��!�*������ $��  %�  � ,  � #�$5�  $ � ��!�&�! P.

&�$ � 	 �  ! � �
T1 = inf{n ∈ N

∗ : Dn ∈ Cst}
!"�

T2 = inf{n ∈ N
∗ : fθn ∈ Cst}.

������ �������
n ∈ N

P(T2 > n) = P

 
n\

i=1

{fθi
6∈ Cst}

!

= (1 − P(fθ1 ∈ Cst))n ≤ (1 − β)n.

! � ! � ! . � � &�! &�! � ,�� ! �  � ��� ��� � * ����� � ! . � � #�$  ��. ��!�� ��! * ����� ��������! � � � ��. �  � ��� h, g
&�!

M&�$ ��� M

h ∈ Cst ⇒ g ◦ h ∈ Cst.
� � ��7

T1 ≤ T2 < ∞
!"�

Dn = Z
* ����� �������

n ≥ T1
!"�

Z = DT1 (1).&�� � � � $ *��-, � . ! ���  *�� ,). ,	&�!���* ����� ������� ! ��� !"( � � ! A ⊂ M,

|1{Dn(X0)∈A} − 1{Z∈A}| ≤ 1{T1>n} ≤ 1{T2>n}.

 � * $ �/� $ � � 1 ��� ! � * , � $ ��. !�� � � ! � & , &��  � � ��!

|P(Dn(X0) ∈ A) − P(Z ∈ A)| ≤ P(T2 > n) ≤ (1 − β)n.

* ! � #�$5�  $�� � ! � (θi) , � $ � �  ��  �� & � � ! � #�$ �  $�� � ! � Dn(X0)
!"�

Xn = Gn(X0)
� � � (
	)(+! � �  �� � ! .  

. � ��. � ��� � $'*���!"��# !�&�! (b).

(c) * � , ��� $5�  � � &�! � ! $ *�(�$ � 3�� � � (+� + �����5# & � � � � 6 � *�������# ! ����! �  � $ � �  &�! Xn . � � #�!"� + !��$ � ��� � � $ � �  �% (  ��!�! � � � � !�*������ $��  %�% � ,  � #�$ �  $ � ��! � � ! � $ . � ��. � ��� � $+*���!)��# !'&�! . !"�/��!'*�����3* � �  �  � � �



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� !��

� 3 0 0 3t� � � � * ��� �., ��- ��� � &A� ��� � '������ � ��� �����
� - ��� � ���.���E�$�F� ��� �., � � ����� '�) � �D� � �" �� ��- �
� �,&�� ,

P k ���-�������.,�� ��� ��� ,�� �$&;��� ' ) � �,&����,) �/.�, � � - �
���9��� �A�
(f, m)

���(- .�, �
α(P k) ≤ β(f, m).

�����
	��������������	����
� �  �/��! 1 ��!)(+* � $ . !"� P k *�$ � P � ��� � � ��*�* � � � ��� ����! P (x, y) > 0

* ����� ������� . ����* � ! (x, y) ∈
M2. M , � $ � ��&�! . $ � &  � $ � d,

��� &�� ��� � ��� � ! ��, � , (+! � � � &�! � � �/��! ����! M = {1, . . . , d}. 	 �  ! � �
α(j) = infi P (i, j)

!"�
α(i, j) = P (i, j) − α(j) ≥ 0.

������ �������
i ∈ M, � �  �

0 = ti,0 < ti,1 . . . < ti,d ≤ ti,d+1 ≤ . . . ≤ ti,2d = 1

� $ � � � &  #  �  � � &�!
[0, 1]

& , $ �  ! * $ �

ti,j − ti,j−1 = α(j)

!"�
ti,d+j − ti,d+j−1 = α(i, j)

* �����
j = 1, . . . , d. 	 �  ����(�$  � ��! � $ � ��� f :]0, 1[×M→M ��� $ *�* �% . $5�  � � & , $ �  !-* $5�

f(θ, i) = j
* �����

θ ∈]ti,j−1, ti,j ]∪]ti,d+j−1, ti,d+j ].

) � ��� � P
! � � � ! � ��� $ �  � &��  � * $5� (f, λ)

& ��7
λ
& ,)�  +�� ! � $�(+! � ����! � �  � ����(+! � ��� ]0, 1[

� �  $5�
$  %�%� !)��� �

α(P ) ≤ P(fθ1 ∈ Cst) = β(f, λ).

~�[���SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y ��I ��IPH=�zQZO ]PQ`n7n�Q ��I ��IPH !z��SX^<M��_QZY�Oo]PQ�OX|�UZ^_S��`n7Q ��I ��IPH`��s�[<Y�R�]JQzVZ[<R�^ /
P (i, j) > 0

�F^_M�S0O�^_MDO
i, j ∈ M.

�d[hYFR�]JQ�VZ[<R��_UZY�U`SX[<]_^ /
P k(i, j) > 0

�F^_M�S M�Y7QZY�O�NJQZS
k,
^<Y

[h����]PN'��M�Q�VWQ��_M�N<��SXU`VZ�`sDQ�[<MbY�^9�_[<M
P k.

� ^_M�S�O�^_MDO
n
QZO�� ^<M�S�O�^<M�O�QZY�OXNPQ`S

r ∈ {0, . . . , k−1},

|µP kn+r(A) − π(A)| = |(µP r)(P k)n(A) − π(A)| ≤ (1 − α)n.

�\Q`VZN���S�^_M��<Qd]JQcO�|�U`^<SX�Zn�Qbs�[hY�R�]JQ VZ[_R�<UZY�UZS{[h]mI

+ 3 0 @D6���-03z� � � � *DG ~�[ ��SXQZM��_Q7sD^_Y�Y�U`Q7VZN � sDQ`RXR�M�RdQ`R�OcNJY�R���NJS�U`Q7s�� M�Y [h]8�<^_S�NPO�|�n7QrS�U4VWQ`n �
n�QZY�O ��SX^<� ^_R�Uz��[<SA�"SX^<��� QWO � NP]pR�^_Y 	��9� ��IT�\QZO�[<] �_^<SXN�OX|�n�Q<l�SXQZno[<S&��M�[<q�]PQ_l"� QZSXn7QZO�sDQ
R�NJn�M�]PQ`S ���
,�� ����) � � � � �0M�Y�Q��9[hSXNJ[<q�]PQo[<]PU4[9O�^_NPSXQ�sD^<Y�Ob]J[�]J^<N Q4R&O �*& ��� �.��) ��� � ]p[���SX^<q�[ �
q�NJ]PNPO�UrNPY;�9[hSXNJ[<Y�O�Q

π
s.� M�Y�QrV{|�[9¥pY�Q7sDQry [hSX¦<^9� �FY�NPQ_I ~�� [<] �_^<SXN�OX|�n�Q�VW^_Y�R�NJR�O�Q 
AVZ[<]JVZM�]JQZS�]JQ`R

��SX^;s�M�N�O{R 
csDS�^_N�OXQ
Dn

6&M�R&�_M�� 
d]m� NJY�R�OX[hY�O
T1

^0/
Dn

sDQ`�;NPQ`Y_O"VZ^<Y�R�OX[<Y_OXQ<Ih~�[��9[hSXNp[hq�]JQ
DT1(x)

�2� ^<M�SdOX^<MDO
x
�c[ Q7#�[_V O�Q`n�QZY�O

π
�F^_M�Sb]J^<NmI -�^<M�RcSXQZ�;NJQZY�s�S�^_Y�R's�[hY�Rd]JQ�V{|F[h��NPO�SXQ7x�R�M�SbVWQWO

[h]8�<^_S�NPO�|�n�Q_I



! ! ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

+ 3 0 @D6���-03z� � � � * � ~.QcOX|�UZ^_S��`n7Q ��I ��IPH`�7n�^_Y_OXS�Q.��M�Q ]p[��;N�OXQ`RXR�Q s�Q VW^<Y;�_QZS&�<QZYFVWQd�<QZS{R�]p[
]P^_N$R&O{[9OXNP^_Y�Y�[hNJSXQ Q4R&OoQ7#D� ^<Y�Q`Y�O�NJQZ]J]PQ_I\�\QZ� QZY�s�[<Y�O ]PQ VW^;Q�+oVZNPQ`Y�O

(1 − α)1/k s�MaOX|�UZ^_S��`n�Q
�DI �DIJHZ�7Y�Q�sD^_Y�Y�Q_l�QZY��_UZY�U`SX[<] l���M.� M�Y�Q�Q`R�O�NJn�[hO�NJ^<Y�O�SX�`R��<SX^_RXR�NJ�ZSXQds�Q�VWQZO�O�Q���NPO�Q4R�R�Q<I�% ]�^��?SXQ
��[hSrVW^<Y�OXS�Qo]m� [=�9[<Y_O{[ �_Q�s.� �ZO�SXQ �C[_R�R�Q ���duC[<VZNP]JQ 
zV`[h]pVWM�]JQZS4I�~"� Q7#DQ`n7��]PQ ��M�N}R�M�N�O �2Q7#;OXSX[<N�O�sDQ
KD[h]J^��6���\^_R�O�Q9	 �<j � �}Q4R&OTNJY�R�O�SXM�V OXN�u 
oVWQbR�M�6&QWO4I

�� 3 0 2 BC3 � �p� �C*�4 K;^_N�O

M = {0, . . . , d − 1} QZO P
]JQ Y�^9��[hM sDUW�FY�N���[<S

P (x, y) = 1
2

R�N
x = y = 0,

^_M
x = y = d − 1

^<M |x − y| = 1.
�\QrY�^9�_[<M Q`R�O�u2^_S�OXQZn�QZY�O'NJSXS�U4sDM�V OXNPq�]PQrQWO

S�U`�<Q`SXR�NPq�]PQ'��[hSTS{[h��� ^<S�O�
7]J[7]J^<N�M�Y�NPu2^<SXn�Q
π(x) =

1

d
.

-$^<O�^<YFRZlD� ^<M�S
c > 0

l

Rc = inf{k ∈ N : sup
x,y

|P k(x, y) − π(y)| ≤ e−c}.

~.Qr��]PMFRc�FQZO�NPOcQ`Y�O�NJQZS
k
O�Q`] ��M�Q

P k R�^_N�OcR&OXS�NpV OXQZn�QZY�Oc�F^�R�NPO�NPu\Q4R&O
d
QWO4l.[=�<Q`V ]PQ4R'Y�^hOX[hO�NJ^<Y�R

sDM O�|�U`^<SX�Zn�Q �DI �DIJHZ��l
α =

1

2d
.

~.QdO�|�UZ^<SX�Zn�Q �DI �DIJHZ��sD^_Y�Y�Qb[h]J^<S{R
[
Rc

d

]
≤ − c

ln(1 − 1
2d )

≤ 2dc,

Vh� Q`R�O � 
 � sDNJS�Q
Rc ≤ d2dc + 1.

� �DIJH`w �
� ^9�<^_Y�R$no[hNJY�O�Q`Y�[hY�ObVW^<n�n�QZY�ObVZ[<]JVZM�]PQ`S']JQ �&q ^<Y �7^<S{sDS�QrsDQ �<S{[hY�sDQ`M�S's�Q

Rc.
~�[Ano[hO�SXNJVZQ

P
UWO{[hY�OcR��;n�UWO�SXN'�_M�Q<l QZ]J]PQ7Q`R�OdsD^_Y�Vhl?��[<S'M�YzO�|�UZ^<SX�Zn�Q7VW]p[<RXR�N'��M�Qrs�� [h]8�<�`q�SXQ ]PNJY�U4[hNJS�Q_l sDNp[ �

�<^_Y�[h]JNJRX[hq�]PQcs�[hYFR�M�Y�Q q�[_R�Qc^_S�OX|�^<Y�^_S�n�U`QdsDQ��<Q`VWO�Q`M�SXR���S�^_��S�Q4RZID~�[��<UZSXNP�FVZ[hO�NJ^<Y s�Q`R$sDQ`M�#
�F^_NPY�O{RTR�M�NJ�9[hY�OXR�Q4R&O$]p[hNpRXR�U`Qd[<M ]JQ`VWO�QZM�S �2�_^<NJS ��QZ]J]PQ`S�	JH`� � � �
	 ]PQ4R��=[<]PQ`M�S{R���S�^_��SXQ`R�sDQ P

R�^<Y�O

λi = cos

(
πi

d

)
, i = 0, . . . , d − 1 ;

	 ]PQ4R}u2^<Y�VWO�NJ^<Y�R Ψi : M→R
s�UW��Y�NJQ`R��F[hS � Ψ0(x) =

√
1
d ,
QWO

Ψi(x) =

√
2

d
cos

(
πi

(x + 1/2)

d

)
i = 1, . . . , d − 1

u2^<SXn�QZY�OTM�Y�Qcq�[<R�Qc^<S�O�|�^_Y�^<SXn�UZQcsDQb�<Q4V OXQZM�S{R}��S�^_��SXQ`R`I
� ^<M�S

f, g : M→R
Y�^hO�^_Y�R 〈f, g〉 =

∑
x∈M f(x)g(x).

�$]J^<S{RZl � ^<M�S�OX^<MDOXQ u2^_Y�V OXNP^_Y
f :



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� !;e

M→R,

f =

d−1∑

i=0

〈f, Ψi〉Ψi

QWO
Pf =

d−1∑

i=0

〈f, Ψi > PΨi =

d−1∑

i=0

〈f, Ψi〉λiΨi.

��Qcn �Zn�Q
P nf =

d−1∑

i=0

〈f, Ψi〉λn
i Ψi.

�$����]PN'��M�^<Y�R}VWQZO�OXQdsDQ`S�Y�NP�`S�Q�u2^<SXn�M�]JQ 
�]J[ u2^<Y�VWO�NJ^<Y
1y

sDUZ��Y�NJQ'��[<S � 1y(x) = 1
� ^<M�S

y = xQWO
0
R�NPY�^_Y.I��$]J^<S{R 〈1y, Ψi〉 = Ψi(y)

QWO

P n1y =

d−1∑

i=0

λn
i Ψi(y)Ψi.

��� ^0/
P n(x, y) = P n1y(x) =

d−1∑

i=0

λn
i Ψi(x)Ψi(y),

QWO
∣∣∣∣P

n(x, y) − 1

d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

d−1∑

i=1

λn
i Ψi(x)Ψi(y)

∣∣∣∣∣ .

�T��Y s�� UZ�9[<]PM�Q`S$VWQZO�O�Q s�QZSXY�NP�`S�Q ��M�[hY�OXN�OXUbY�^<M�R�M�O�NJ]PNpR�^_Y�R�]m� NJY�U ��[h]JN�OXU

cos(πt) ≤ 1 − 2t2 ≤ e−2t2

�9[h]p[hq�]JQ'� ^<M�STO�^_MDO
0 ≤ t ≤ 1.

��NPYFR�Nml
∣∣∣∣P

n(x, y) − 1

d

∣∣∣∣ ≤
d−1∑

i=1

exp

(
−2n

(
i

d

))2

|Ψi(x)Ψi(y)|

≤ 2

d

d−1∑

i=1

exp

(
−2n

(
i

d

)2
)

=
2

d

(
exp

(
−2n

d2

)
+ A

)

^0/
A =

d−1∑

i=2

exp

(
−2n

(
i

d

)2
)

≤
∫ ∞

1

exp

(
−2n

d2
s2

)
ds

= d

√
π

2n

∫ ∞

2
√

n

d

1√
2π

exp

(
−u2

2

)
du ≤ d

√
π

2n
exp

(
−2n

d2

)



!<j ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

^0/�]J[�sDQ`S�Y�NP�`S�QcNJY�U ��[h]JN�OXUcR�Qc��SX^<M��_Q'Q`Y�M�O�NJ]PNpR�[<Y�O�]m� Q`R�O�NJn�[hO�NJ^<Y � ��I � � ID�"YtSXU`R�M�n�U
∣∣∣∣P

n(x, y) − 1

d

∣∣∣∣ ≤
2

d
exp

(
−2n

d2

)(
1 + d

√
π

2n

)
.

��� ^0/ �2Q`Y R�M����F^�R�[<Y_O
d ≥ 2

QWO
c ≥ 3

�

Rc ≤ d2(c + 1)

2
.

� �DIJH<H��
� ^<M�S

d = 20
QZO

c = 10,
]m� Q4R&OXNPno[9OXNP^_Y � ��IPH4w ��sD^<Y�Y�Q

Rc ≤ 209715201
VW^_Y_OXS�Q

Rc ≤ 2200�F^_M�S � ��IPH_H �WI

� 2�8�69/CE���/ :</2148

-$^<MFR7[<]P]J^<YFR�n�^<Y�OXS�Q`SrNpVWN$VZ^<n�n�QZY�O ��]JNPSXQ$�A]m� NJSXS�U4sDM�V OXNPq�NP]JN�OXUAu2^_S�OXQ�s.� M�Y�Q�no[hO�SXNJVZQ R�O�^ �
V{|�[<R�O�N'��M�QcR�M�ST]JQ.�<S{[h��|�Qd[_R�R�^DVWNJU<I

� 8 � >�/C1`/ EF> � � � � � ��� �F� �
x ∈ M

���
R(x) = {n ∈ N∗ : P n(x, x) > 0}. * � 2�8�69/CE.�03

p(x)
���

x
���-� - �8� - , ���� ����� �-�-) )$,�� ��� � � �0��, � ���

R(x).


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �p� �p�.* � , ��� ��� ��� �
P

� ��� �
� , � �E�/��- � ��(7- ���-� � �., � - ��� � ����� �$� ��� �) # ) � ��� �
�$�$� ��� �
�����
	��������������	����

	 �  ! � � x, y ∈ M. * ! � ��� $ � P , � $ � �  �/� , &�� . �  � � !8�  � ! �  � ��! &�!)� � ! � �  !"� � n1
!"�

n2
��! � � � ��!

P n1 (x, y) > 0
! �

P n2(y, x) > 0.
� � ��7

P n1+n2 (x, x) =
X

z∈M

P n1 (x, z)P n2 (z, x) ≥ P n1(x, y)P n2(y, x) > 0.

�-!-(
	)(+!8��* ����� �������
r ∈ R(y)

P n1+r+n2(x, x) ≥ P n1(x, y)P r(y, y)P n2(y, x) > 0.

� ! .  *�������#�!"� ��! n1 + n2 ∈ R(x)
!"�

n1 + n2 + r ∈ R(x).
� � ��. p(x)

&  #  � ! n1 + n2!"�
n1 + n2 + r,

!"��*�$ ��&  � , ��! ��. ! p(x)
&  #  � ! r.

� � ��7 p(x) ≤ p(y)
!"��� *�$ � � ��( , �/�  !��

p(y) ≤ p(x).

~�[o��S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Yt��SXU`VZU`sDQ`Y_OXQ Y�^_M�R'[<MDO�^_S�NpR�Q sD^<Y�V 
 ��[<S�]JQZS�s�Q ��]J[o� UZSXNJ^;s�Q$��s�� M�YzY�^9��[hM
PNPSXSXU`sDM�VWO�NJq�]JQ<I�K;N�VZQWO�O�Qc�FU`S�NJ^DsDQbQ`R�O

1
]PQcY�^9��[hM Q`R�O�sDN�O �
��� �$�$� ���/.�, �WI



� � � ���������!������	�� � ����� � � ���!������� !_�
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	 ��*�* � � � ��� P � ���/��!)(+! � �  �/� , &�� . �  � � ! � � ! �  �  �/� � ��� (x, y) ∈ M2 ��! � ����! P (x, y) > 0.

) � ��� �
P k+1(x, x) ≥ P (x, y)P k(y, x) > 0

!"�

P k(x, x) > 0

��7
k
! � � � � ! � �  ! �-&�! � $ & , $ �  �  � � � � � � ��� � � � ��7 k, k + 1 ∈ R(x)

!"� &�� ��. p(x) = 1.
# ,".  *����2����!)(+! � ��� � ��*�* � � � ��� P  �/� , &�� . �  � � ! !"�2$ * , �  � &  ����! � �������������� . ����* � ! (x, y) ∈
M2 $	# ! . x 6= y $ � � ��� � � ! � �  !"� n(x, y)

��! � ����! P n(x,y) > 0. � ��� � $ �%� � ��� (+� � �/��!"������!
� � � * ����� �������

x ∈ M  %� ! �  � ��! n(x) ∈ N
��! � � ��! P n(x, x) > 0

* �����
n ≥ n(x) ;

� � � � �  � k = sup{n(x) + n(x, y) : (x, y) ∈ M 2}. ) � ��� � P k(x, y) > 0
* ����� �������

(x, y) ∈
M2.

(a) 	 �  ! � � n1, . . . , nk ∈ R(x)
&�! � ! � �  !"� � &�� � � � !��� � � ! � � 1.

� � $ *��-, � � !�� !�, � �-,)(+!�&�!
� !��)�����  %� ! �  � ��! k

! � �  ! � � ��! � $5�  � � q1, . . . , qk

��! � � ����!

X

i

qini = 1.

	 �  ! � � a(x) =
P

qi>0 qini
!"�

b(x) = −Pqi<0 qini. ) � ��� � �

P a(x)(x, x) ≥
Y

qi>0

[P ni(x, x)]qi > 0.

�-!2(
	)(+!
P b(x) > 0. * ! � ! � �  !"� � b(x)

!"�
a(x) = b(x) + 1 � � � �-&�� ��.2, � , (+! � � � &�! R(x).������+�������

n ≥ b(x)
� � $ &  #  �  � � !)� . �  &  ! ��� ! &�! n

*�$ �
b(x) � � ,". �  � n = qb(x) + r =

(q− r)b(x)+ ra(x)
$5#�! . r ≤ b(x)−1.

�� � � ��� (�$  � ��! � $ � � n(x) = b(x)2−1. 	  n ≥ n(x)$ � ��� � ��,". ! �/� $  ��!)(+! � � q ≥ r
!"� &�� ��. n ∈ R(x).

(b)
�� � � ��� k = n(x) + q + n(x, y)

$	# ! . q ≥ 0 ) � � � � � & � $ *��-, � (a),

P k(x, y) ≥ P n(x)+q(x, x)P n(x,y)(x, y) > 0.
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2.
% ]

Q`R�O}s�� [hNJ]J]PQ`M�SXR\VW]p[hNJS���M�Q']PQ�O�|�U`^<SX�Zn�Q�Q`S(�_^;s�N8��M�Q ��I ��I�e'Y�QdR`� [<����]JN8��M�Q���[<R(5�V`[hS�� ^<M�S
z
��[hNJS`l

Xz
2n

Q`R�O$��[hNJSTQWO
Xz

2n+1

NPn���[<NPST� ^<M�STO�^_MDO
n
I��"Yt��[hS�O�NpVWM�]PNJQZST� ^<M�S�OX^<MDO

y ∈ M
NPn���[<NPS4l

limn→∞P(Xz
2n = y) = 0 6= µN(y).

�\^<Y�R�NpsDUZSX^<Y�R\no[hNJY�O�QZYF[hY�O`lDOX^<M�6&^_M�S{R\� ^<M�S
z
��[hNJS`lD]p[oV{|�[9¥pY�Q

(Y z
n )

sDUW��Y�NPQbR�M�S

M̃ = {x ∈ M
QWO

x
��[<NPS }

��[hS
Y z

n = Xz
2n.

�\QWO�O�QcY�^<M��<QZ]J]JQcV{|F[=¥ Y�Q'Q4R&OTNJS�SXU`s�M�V OXNPq�]JQcQWO$[h� UZSXNJ^;s�N8��M�QdQWO�RX[���S�^_q�[hq�NJ]JN�OXU
NPY;�9[hSXNp[hY�O�QdQ`R�O$sD^<Y�Y�UZQb��[<S

µ̃N (x) =
µN (x)

µN (M̃)
.

�"YtQ �?QWO4l�]J[7no[9OXS�NpVWQbR�O�^DV{|�[_R&OXN8��M�QbsDQ
(Y z

n )
Q`R�O

P 2 QZO$��[hS�NJY;�=[<S�Np[hYFVWQbsDQ µN

∑

x
��[<NPS µN (x)P 2(x, y) +

∑

x
NJn���[hNJS µN (x)P 2(x, y) = µN (y).

� ^<M�S
y
QZO

x
NPn���[<NPS{R

P 2(x, y) = 0.
�r� ^ /

∑

x∈M̃

µN (x)P 2(x, y) = µN (y)

�F^_M�S�O�^_MDO
y ∈ M̃.

��� ��� � ����
����;��� � �?%§�$% � �2%����D��
 '�&%

~.QdS�U4R�M�]POX[hO}Q4R�R�QZY�OXNPQ`]?s�Q']p[rR�Q`VWO�NJ^<Y ��S�U4VWU4sDQZY�O�QdQ`R�O�]PQ'O�|�U`^<SX�Zn�QdQZS&�<^DsDN'�_M�Q � OX|�UZ^_S��`n�Q
�DI �DIJHZ� ��sD^_Y�O Y�^<M�Ro[=�_^<Y�Ros�^<Y�Y�UtM�Y�Qz��SXQZM��_Q ��n�^DsDQZSXY�Q$� sDNJS�Q4V O�Q`n�QZY�OoNPY�R���NJS�U`Q ��[hSoM�Y
[h]8�<^_S�NPO�|�n�QAs�Q R�NPnrM�]J[hO�NJ^<Y �C] � [h]8�<^_S�NPO�|�n7Q sDQ ��S�^_����� � NP]pR�^_Y � I �d[hY�R7VWQZO�O�QtR�Q`V OXNP^_Y.l0Y�^<M�R
[h]J]P^_Y�R}S�QZO�SX^<M��_QZSTVWQcSXU`R�M�]POX[9O$VZ^<n�n�QcVZ^<Y�R�U ��M�Q`Y�VWQbs�� M�Y sDQ4R��<S{[hY�s�R���S�NJY�VWNJ� Q`RTsDQb]p[7��|;�9�
R�N'��M�Q$R�OX[9OXNJR�O�N'��M�Q � - � � ����� �-�������
�G���7-; ��� �3���A���>� ���\QZO�O�Q'R�Q4V O�NJ^<Y�Y�Q'VW^<Y�OXNPQ`Y_O"�F[<R"sDQTSXU`R�M�]POX[hO
u2^<Y�s�[hn�QZY�OX[<]PQ`n�QZY�O�Y�^_M��<Q4[hM QWObRX[o]PQ4V OXM�S�QrY.� Q`R�O'��[_R�Q4R�R�QZY�O�NJQZ]J]JQ 
o]p[AVZ^<n���SXUZ|�Q`Y�R�NJ^<Yzs�M
V{|�[h��N�OXS�Q_I
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K;^<NPO
π
M�Y�Q���S�^_q�[hq�NP]JN�OXU�sDQ$SXUWu2U`S�Q`Y�VWQ$R�M�S

M
V{|F[hS&�<Q`[<Y�O0OX^<M�R"]PQ4R"� ^<NJY_O{R �;�>��� �

π(x) > 0
�

QWO
µ
M�Y�Qb��SX^<q�[<q�NJ]PNPO�UbR�M�S

M. *  ��� �3���A���>� � �(- ���?� �&�¡^<M ��� � ���$) ���?�$��� ��� � , - - �
���-�bsDQ
µ
��[hS

SX[<��� ^<S�O 

π
Q`R�O$]J[ ��M�[hY�OXN�OXU

H(µ, π) =
∑

x∈M

s

(
µ(x)

π(x)

)
π(x)

^0/
s(t) = t ln(t).

�'[<Y�R"]JQ�V`[<R"^ /
π
Q`R�O\]p[b]J^<N�M�Y�N�u2^_S�n�Q_l<^<YAS�QZO�SX^<M��_Q � [hMAR�N8�<Y�Q$QZO 
 M�Y�Q�VW^_Y�R�OX[hY�OXQ�[<s�s�N�OXNP�_Q

��SX�`R �7] � QZY�O�SX^<��NPQzsDUZ��Y�NJQzQZY ��|��DR�N8��M�QzR�OX[hO�NpR&OXN8��M�Q � � ^<NJS :dQ`^<S&�<Q`R�QZO y Q �`[hS{s 	�e � �WI��"]JM�R
�<U`Y�UZS{[h]JQZn�QZY�O4l

H(µ, π)
Q4R&O�M�Y�Qdn�Q`R�M�SXQdsDQd]m� U4VZ[hS�O\Q`Y�O�SXQ�]p[�]J^<N

µ
QWO�]p[�]J^<N?sDQdS�UZu2UZSXQZY�VZQ

π.
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�������-��� ���*&D� � � ���
� �?� ���E� , � , - - � �

� - - � ��� �� ��� �3, - � .(, � � �., �
µ = π.

�����
	��������������	����
� -,H*"$)0/0'�� 1 @E= +E'8B&=*B&#&1 @ 10�7�8=*B&1 -A@E'��8'*)0@ B&' 4 - H;"$)0/0'�� 1 @E= B&'

s.
� '*+�-
# @?%>'*+ 3&%>"$3&%>12=�@?=*+ +E"$)�@ #&)&'H*"$)&+?=56�#&'*)&H*'�B&' 4 -�3&%E"$3F"$+E1 @?12"$) " I " I "�� H*1 ��B&'*+?+E"$#&+ -
3 3&421 6 # =;'7-
# )&"�&�-
#

P (x, y) = π(y).

~�[d��SX^<� ^_R�N�OXNP^_YrR�M�NJ�=[<Y�O�Q�n�^<Y�O�SXQ��_M�QT] � QZY�O�SX^<��NPQTsDQ��cM�]J]PqF[<V{¦�sDQT]p[d]P^_N�sDQ
Xn

�F[hS S{[h��� ^<S�O



π
sDU`VZS�^h¥JOb[hM�VW^_M�SXRcsDM�O�Q`n���RZI �d[hYFR']JQoVZ[_R'�F[hS�O�NpVWM�]JNPQ`Sc^0/

π
Q`R�Ob]J[ ]P^_N M�Y�NPu2^<SXn�Q7VZQZ]p[

S�Q`�;NPQ`Y_O 
osDNJS�Q.��M�Qc]m� Q`Y_OXS�^_��NJQ � sDQb]p[r��|��DR�N8��M�QbR�OX[hO�NpR&OXN8��M�Q��}Q`R�O�VWSX^<NpR�RX[hY�O�Q_I


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �p� �p� � � �F� �
P
,�� � �-&��.,�� ��� �
�., ���?�/�(- � ��� ����� �
� ��� - � ��� ��� �&���$�>��� ���

π.
� �., �

� �., �.� � �����A���0� - � �.�
µ
�+, �

M

H(µP, π) ≤ H(µ, π).
� � ��� � - , � � - �'&�� ���.�

y
���(-�.(, �

P (x, y) > 0
� � , � �9� , �

x
�8� - ���-��-; �(���.- � �.� �� � - �>��,�.�, � � � , �

π = µ.

�����
	��������������	����
0 "$1 @

f(x) =
µ(x)
π(x)

'�@
Q

4 -
� -A@E%E12H*' +E@E"�H ��-
+E@E1 6�#&'
Q(x, y) =

π(y)

π(x)
P (y, x).

� 42"$%>+
Qf(x) =

µP (x)
π(x)

'�@
H(µP, π) =

X

x

π(x)s(Qf(x)).



e � ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

!�-
%(H*"$)0/0'�� 1 @E=�B '
s,

s(Qf(x)) ≤ Q(s ◦ f)(x).-�C "�
X

π(x)s(Qf(x)) ≤
X

π(x)Q(s ◦ f)(x) =
X

π(x)s(f(x)),"� 4 - B&'*%>)&10/*%E' =�10-
421 @E= 3&%E";/ 12'*)0@ B&# / -
1 @ 6 # '
π
';+>@

Q
��12)0/$-
%>1 -
)0@?'$I : ';H*1 3&%>"$# /0' 4 C 12)&=�10-
421 @?= B&' 4 -3&%>"$3�"$+E1 @?12"$)�I

0 #&3&3F"$+E"$)&+
H(µP, π) = H(µ, π).

� 42"$%>+74 - / "$) H*@E12"$)
s(Qf) − Q(s ◦ f)

'*+>@�) =�10-A@E1 /0' BDC 12)0@?=�1$%E-
42') # 4242' 3�-
%�%?-
3&3F"$% @4(
π.
� 4242' '*+E@(B&"$)&H 12B&'*)0@?1 6�#&'��8'*)�@<)�#&4242'$I

0 "$1 @
y
@?'*4 6�#&'

P (x, y) > 0
3F"$#&%�@E"$# @

x
' -
42"$%>+

Q(y, x) > 0
3F"$#&% @E"$# @

x
'�@�'�3&-
%(+>@?%>12H�@?'7H*"$)0/0'�� 1 @E=B&'

s
' 4 C =�10-
421 @?=

s

 

X

x

q(y, x)f(x)

!

=
X

x

Q(y, x)s(f(x)))DC '*+E@(3F"$+?+E10%&42'�6�#&'7+?1
f = 1.

+ 3 0 @D6���-03z� � � � �FG ~�[c��SX^<� ^_R�NPO�NJ^<Y �DI �DI � !c� QZSXn�QWO\s�Q�SXQWO�SX^<M��<QZS ]JQ$OX|�UZ^_S��`n�Q$QZS&�<^DsDN'��M�Q
�DI �DIJHZ�FI<K;M���� ^_R�^<Y�R

P
u2^<S�O�Q`n7Q`Y�O�QZS&�<^DsDN'��M�Q<I �'M�N�O�O�Q 
 S�Q`n7��]J[_VWQZS

P
��[hS

P k l<^_Yo�FQ`MDO\OX^<M��6&^<M�S{R}R�M����F^�R�Q`S
P > 0.

KD^<NPO
µn

]p[�]J^<N�sDQ
Xn.

~�[�u2^<Y�VWO�NJ^<Y
n→H(µn, π)

Q`R�O�s�U`VWSX^<NpRXR�[<Y_OXQ
�F^�R�NPO�NJ�<Q_l�sD^<YFVdVZ^<Y;�<Q`S(�_QZY�O�Q_I"-�^hOX^<Y�R

H∗ = limn→∞H(µn, π) = limn→∞H(µnP, π).

K;^<NPO
µ∗ M�Y�Qb�9[<]PQ`M�S$s�� [<sD|�U`S�Q`Y�VWQcsDQ (µn).

��]P^_SXR`l;��[hS$VZ^<Y�O�NJY;M�NPO�U sDQ
H,

H∗ = H(µ∗, π) = H(µ∗P, π)

QWO$sD^_Y�V
µ∗ = π,

s�� [<��SX�`R}]J[7��SX^<� ^_R�NPO�NJ^<Y �DI �DI � !�I

1���� � 
 %�� # ��� ��� 	 % ����* � � ��#�* �����"%���'(���

�'[<Y�R VWQZO�O�QTR�Q`VWO�NJ^<YrVZ^<Y�RX[<VZS�U`Q\[<M�#rV{|�[9¥pY�Q4R R�M�S ]JQ`R Q4R���[_VWQ4R0s�UZY�^_n�q�S{[hq�]JQ`R`l4Y�^<M�R [<]P]J^<Y�R
S�Q`Y�VW^_Y�O�SXQZS$sDQ`M�#���|�UZY�^_n��ZY�Q4R���M�N�Y�� Q #;NpR�O�QZY�Od��[<R$[=�_Q`Vc]JQ`R'V{|�[=¥ Y�Q`R$��Y�NJQ`R � ]p[ � �
�(, ���A�0���A�� , - - � QWO - �E���A��� �$�>�����
� �b~.Q$VZ^<n��F^_S�OXQZn�QZY�O"[<R��;n��DO�^<O�N'�_M�Q�s.� M�Y�Q�V{|�[=¥ Y�Q �2NJSXS�U4sDM�V OXNPq�]PQ�� R�M�S
M�Y�QbQ4R���[_VWQbs�� UWO{[9OXR'sDUZY�^<n�q�SX[<q�]PQcNJYD��Y�N�Q`R�O'sDN � U`S�Q`Y_O�R�QZ]J^<Y ��M�Qb]p[oV{|�[=¥ Y�Qb[<s�n7QZO�^<MtY�^_Y
M�Y�Q$��S�^_q�[hq�NJ]JN�OXU$NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q_I �d[hY�R�]PQ'��S�Q`n�NPQ`S\VZ[_RZl<]J[rV{|�[=¥ Y�Q�R�Q�VW^_n��F^_S�OXQ$Q`RXR�Q`Y�O�NJQZ]J]PQ`n7Q`Y�O
VW^_n7n�Q7M�Y�Q�V{|�[=¥ Y�Qr��Y�NJQ �2^<Y�S�QZO�SX^<M��_QrsDQ4R'O�|�U`^<SX�Zn�Q`RdQZS&�<^DsDN'��M�Q`RdsDM O&��� QosDQ�VWQZM #�sDQ`R
R�Q4V OXNP^_Y�R �DI �DI ��QZO �DI �DI x7s�MtV{|F[h��NPO�SXQ ��I � � I �d[hY�R$]PQbR�Q`VW^_Y�s�VZ[<R�]p[�V{|�[=¥ Y�QcQ`R�O�R�^<NPO
1 @32 OXSX[<Y�R�NJQZY�OXQ � ]JQ`R��F^_NPY�O{R\sDQ'] � Q`R���[_VWQ�s�� UWO{[9O}Y�Q'R�^<Y�O\�;NpR�NPO�U4R���M.� M�YAY�^<n�q�S�QT�FY�N s�Q$u2^<NpR�5
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1 � 2 R�^<NPO�SXU`VZM�S�SXQZY�OXQoY�M�]P]JQ � ]JQ`R��F^_NPY�O{RrR�^<Y�O �;NJR�NPO�U`R�NPY���Y�NJn7Q`Y�O7R�^<M��_QZY�O`l.no[<NJR�]PQoOXQZn���R
n�^9�<Q`Y Q`Y�O�SXQcs�QZM�#A�;NpR�NPO�Q4RTR�MFVZVWQ4R�R�NJ�<Q`R}Q4R&O$NJYD��Y�N �
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~.Q`R�no[hS{V{|�Q`R [<]PU4[9OX^<NJS�Q4RbR�M�S
Zd NPY�O�SX^DsDM�NPO�Q4R�s�[<Y�R ]p[zR�Q`V OXNP^_Y H<I � R�^_Y�OrsDQ`R�Q7#DQZn���]JQ`R

O&�;��N8��M�Q4R�sDQzV{|�[=¥ Y�Q4R7s�Qty [hSX¦<^9� sDUZY�^<n�q�SX[<q�]PQ4RZI ~�Q�no[<SXV{|�Q`M�SosDU`VZS�NPOoM�Y �<S{[h��|�Q�sD^_Y�O
]PQ4R R�^<n�n�QWO{R � R�^<Y�O ]JQ`R �F^_NPY�O{R s�Q

Z
d QZO ]JQ`R [hS��WOXQ`R �<UZY�UZSXUZQ`R ��[hS ]JQ`R �<Q4V O�Q`M�S{R

{e1, e2, . . . , ed,−e1,−e2, . . . ,−ed}
l ^0/ ]JQ`R

ei
R�^<Y�O ]PQ4R��<Q4V O�Q`M�S{RosDQ ]J[ qF[<R�QtV`[hY�^_Y�N'�_M�Q

sDQ
Zd I��\|�[9�_M�Q'R�^<n�n�QWO\� ^_RXR��`sDQdsD^<Y�V 2d

�<^<NpR�NPY�R���M�N lDs�[<Y�R\]PQ'n7^DsD�`]PQcsDQ']J[r��SX^<n�QZY�[_sDQ<l
R�^_Y�O}U �_M�NP��SX^<qF[hq�]JQ`R`I
K;^<NPO

G = (M, E)
M�Y��_SX[<��|�QbR�M�S

M
[hM R�Q`Y�R$sDQ �DI �DI ��sD^<Y�O$]JQ`R�R�^<n�n�QWO{R$R�^<Y�O$]PQ4R$� ^<NJY�OXR

sDQ
M

QZO$]PQ4RT[hS��WOXQ`R�]JQ`R�� ^<NJY_O{RTsDQ
E
I�~�Q.�<S{[h��|�QdQ`R�O�- � �
� - ��) ��� � �7� �FR�N.� ^<M�S�OX^<MDO

x ∈ M,]PQdY�^_n�q�SXQ
N(x)

sDQc�<^_NJR�NJY�R\s�Q
x
Q`R�O���Y�NmI�~.Q �<S{[h��|�Q�Q`R�O � �(�., - �>��� ��� ���(�� �

r
R�N

N(x) = r�F^_M�S�O�^_MDO
x.

� 8 � >�/C1`/ EF> � �'/ � *�� ��� �
G = (M, E)

,�� �� �A� ��� - � �
� - � ) �0� � �7� �>� * � ) ���A��� � � - �
���9��� �A�
�$�") � - � �+, �

(M, E)
����� - � ��� ������� ���E	 ��������

(Xn)
�+, �

M
��� ) �����$�>�
� ��� �3� ��� �
� �?�$���

P (x, y) =
1

N(x)
, si(x, y) ∈ E, P (x, y) = 0, sinon.

-$^_M�R�[=�_^<Y�R sDU;6�[ SXQZY�VZ^<Y�O�SXU$s�[<Y�R"]p[ R�Q`V OXNP^_Y H<I x sDQ4R�no[hS{V{|�Q4R"[h]JU`[hO�^<NJSXQ`R R�M�S�]JQ�SXU`R�Q`[<M
Zd.

� ^<NpVWN���M�Q`]8��M�Q4RT[hMDOXS�Q4R�Q7#DQZn���]JQ`RTsDQ.�_SX[<��|�Q4R\NJYD��Y�NJR`I
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G = (M, E)

M�Y
�<S{[h��|�QtR��;n�UWO�SXN'�_M�Q<I
-$^_M�R�Y�^hOX^<Y�R ∼ ]J[7SXQZ]p[9OXNP^_Y�R��;n7UZO�SXN8��M�Q

x ∼ y ⇔ (x, y) ∈ E.

�$Y�Q���., �(- �.Q4R&O�M�Y�Q\[<S��ZO�Q"sDMbO&�;� Q
(x, x).

�$Y ��&��(- ��Q4R&O�M�Y�Q\R�M�NPO�Q
x0 ∼ x1 ∼ . . . ∼ xn ∼ x0[=�<Q4V

n ≥ 2,
QZO

xi 6= xj
� ^<M�S�OX^<MDO

i 6= j.

�$Y�������� � � &-) � ���$�/.�, �$Q4R&OdM�Y��_SX[<��|�Q R���n�UZO�SXN8��M�Q7R�[<Y�R$q ^<M�VZ]PQrY�N VW�DVW]JQ`R`I *  ����� � �E� � �
) �2� '0��� ��� ���(�� �

r
l�Y�^hOXU

Ar,
Q`R�O$] � [hSXq�SXQdR��;n�UWO�SXN'�_M�QdsDQ s�Q �<SXU

r.
�'� Q4R&O$[<NPY�R�N���M�Qc] � [hSXq�SXQ
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Zd � [hNJY�R�NDs�� [hNJ]J]PQ`M�SXR

��M�Q�VZQZ]J]PQtR�M�S�] � [hSXq�SXQA|�^_n7^9�<�`Y�Q
Ar
��Q4R&O�M�Y Q7#DQZn���]JQ���[hS�O�NpVWM�]JNJQZS�sDQtn�[<SXV{|�Q [h]JU`[hO�^_NPSXQ

R�M�SrM�Y �<SX^<M�� Q �FY�NPn�Q`Y_OoQ`Y �<Q`Y�sDSXU<I"k'YasDNPO �_M�� M�Y �<SX^<M�� Q
G
Q`R�O � � �") �0� � �0� ���������A��R�N

NP]'Q7#DNpR&OXQ M�Y QZYFR�Q`n�q�]JQt��Y�N
S ⊂ G

OXQZ]���M�QzO�^<M�OAUZ]JUZn�QZY�O s�Q
G
� QZM�O�R`� U4VWSXNPSXQzVW^_n7n�Q

M�Y ��SX^DsDM�NPO ��Y�N�s�� UZ]JUZn�QZY�OXRrsDQ
S.
�$Y O�QZ]�<SX^<M��FQoQ4R&Ors�UZY�^_n�q�S{[hq�]JQo^<M �FY�N I K;^_N�O

G
M�Y

�<SX^<M�� Qd��Y�NJn�QZY�O�QZY��<QZYFsDS�UbQZO
S = {s1, . . . , sk, s−1

1 , . . . s−1
k } M�Y QZY�R�QZnrq�]JQ.�<UZY�UZS{[9O�Q`M�STQWO

R��;n�UWOXS�N'��M�Q
(S = S−1)

I9~�Q �� �A� ���,��� � �,& - ��&�
'sDS�^_N�OXQ	�CS�Q4R�� Q`VWO�NJ�<QZn�Q`Y_O 
���[hM�V{|�Q �.[_R�R�^DVWNJU



S
Q4R&O$]JQ �<S{[h��|�Q

(G, E)
^0/

E = {(g, gs) : g ∈ G, s ∈ S}
�2SXQ`R��FQ4V OXNP�_QZn�QZY�O

E = {(g, sg) : g ∈ G, s ∈ S} �WI�~�[ no[hS{V{|�Qd[h]JU`[9OX^<NJS�Q'R�NJn���]PQdR�M�S (G, E)Q`R�O$sD^<Y�Y�UZQc��[hST]p[7S�U4VWM�SXSXQZY�VZQd[<]PU4[9O�^_NPSXQ

Xn+1 = Xnθn+1

�2SXQ`R��FQ4V OXNP�_QZn�QZY�O
Xn+1 = θn+1Xn

�"^0/ ]p[ R�M�N�OXQ {θi}
Q`R�O�NmI NmI s�I�s�Q�]J^<N�M�Y�N�u2^_S�n�Q�s�[hY�R

S.
KD[

no[9O�SXNpVWQcsDQcO�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y�Q`R�O
P (x, y) =

1

|S|1{x−1y∈S}
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�2SXQ`R��FQ4V OXNP�_QZn�QZY�O
P (x, y) = 1

|S|1{yx−1∈S}
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� / � -�693�� �8/ * ���� �A� ��� ��� � �-& - ��& ���
Z2 �����
� - �����D�0����� ���.��, �-�

e1, e2, (e1 + e2), (e1 − e2),−e1, −e2, −(e1 + e2), (e2 − e1).

~"� UWOXM�sDQ sDQ`R�no[hS{V{|�Q`R�[h]JU`[hO�^_NPSXQ`R�R�M�S ]JQ`R��_SX[<��|�Q`RANPY���Y�NpRtQWO ]PQ4R<�<SX^<M�� Q`R Q`R�O�M�Y R�M�6&QWO
uC[<RXVWNJY�[hY�O4I ��Y ]PNJ�;S�QdSXU`VWQ`Y�OTR�M�ST]JQ R�MF6&QWO$Q`R�O���^�Q4R�R)	 x<x �mI

��� )���( �  �)������%�� �?% %����;��� �'�;�&%�� �?%

K;^<NPO
(Xn)

M�Y�Q V{|F[=¥ Y�Q sDQ y [hSX¦<^9� R�M�S�M�Y QZY�R�QZnrq�]PQ sDUZY�^_n�q�S{[hq�]PQ
M

sDQAY�^9�_[hM sDQ
O�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y

P.
�\^<n�n�Qbs�[hY�R$]PQ V`[<R\��Y�Nml�Y�^_M�R�UWOXM�sDNJ^<Y�R$]J[7SXU`VWM�S�SXQZY�VZQ'Q`YtNPY�O�SX^DsDM�NpR�[<Y�O�]JQ`R

O�Q`n7�FRTsDQb��[<RXRX[ �<QcsDQc]p[oV{|�[=¥ Y�Qc[hM�#tsDN �?UZSXQZY�O{R��F^_NPY�OXR`I
�0^_M�S

x ∈ M,
]p[ R�M�N�OXQ {T n

x }n≥1
sDQ4R ��� ������� �$���+, �A�
���-�
� � � ��� � � �9� , � �0�

x
Q`R�O�sDUW�FY�NPQ

��[hS�SXU`VZM�S�SXQZYFVWQ
T 1

x = Tx = inf{k > 0 : Xx
k = x} ∈ N ∪ {∞}.

�"Yt��[hS�O�NpVWM�]PNJQZS
Tx = ∞ ⇐⇒ ∀k ≥ 1, Xx

k 6= x,

T n+1
x = inf{k > T n

x : Xx
k = x} ∈ N ∪ {∞}
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������� � �

�F^_M�S
n ≥ 1,

[=�<Q`V}]p[bVW^_Y��_QZY�O�NJ^<Y
inf{∅} = ∞.

�"Yo��[<S�OXNJVZM�]PNJQZS4lhsD�4R ��M.� M�Y�O�QZn���R�Q`R�O"NPY���Y�Nml
O�^_M�R�]PQ4R}O�Q`n7�FRT�F^�R&OXUZSXNPQ`M�S{R\]JQ R�^<Y�O`I

� 8 � >�/C1`/ EF> � �'/ �J¤�� ��� �
(Xx

n)
,���� �-������������� 	���������� �� ���?�����
���( ��������� ���0���-) ���A� ��- � �

*  � �.���
x ∈ M

����� ��� �
1 @32 1`6=@�>�54/C3;>?1 � � , �

P
�$�

P(Tx < ∞) < 1 ;1 � 2 698;:<-�6=693�>?1 � � , �
P
�$�

P(Tx < ∞) = 1.

* ��� ��������� � �
�(, ��� ��� ���7� ��, �&��� � # �3� � ��� ����, & � &A����� �
�

- ��� � �.���$� 698�:_-�6=693;>?1`5 >�-0BC5 �$�
E(Tx) = ∞ ;

�

- ��� � �.���$� 698�:_-�6=693;>?1`5 2\EF54/214/ ��5 �$�
E(Tx) < ∞.

~.Q4RdO�QZn���Rbs�Qo��[<RXR�[ �<Q�R�^_Y�OcSXQZ]JNJU`Rb[hM�Y�^_n�q�SXQ7s�Qo��NpR�N�OXQ`R
N

sDQ�]J[ V{|F[=¥ Y�Q7s�[hY�RbM�Y�UZOX[9O
��[hS�]p[7u2^<SXn�M�]JQ

Nn
x =

n∑

k≥0

1{Xx
k
=x} ≥ p + 1 ⇐⇒ T p

x ≤ n,

Nx =
∑

k≥0

1{Xx
k
=x} ≥ p + 1 ⇐⇒ T p

x < ∞.

~.Q4R�NJY�R�OX[hY�O{R
T n

x

R�^_Y_O}]PQ4R\O�QZn���RTs�QdRX[hMDO{R\s�MA��SX^DVWQ`RXR�M�R\VZS�^_NJRXRX[hY�O
n 7→ Nn

x

��M�N?��[<S�OTsDQ7H

7] � NPYFR&O{[hY�O

0
I

�\^<n�n�Qbs�[hY�R$]PQ V`[<R���Y�N lFY�^<M�RT[=�_^<Y�R�M�Y OX|�UZ^_S��`n�Q sDQbS�Q`Y�^<M��<QZ]J]JQZn�QZY�O���M�N.SXQZ]JNPQb]JQ VW^_n �
�F^_S�OXQZn�QZY�O$[<R��;n��DO�^<O�N'�_M�Qcs�Qb]J[ru2SXU ��M�QZYFVWQbQZn���NJSXN8��M�QbsDQb��[_R�RX[ �_Q'Q`YtM�YtUWOX[hO�
�]J[7�9[h]JQZM�S
n�^9�<QZY�Y�Q�sDMoOXQZn���R�sDQdS�QZO�^_M�S 
rVWQWO}UWO{[9O`ID~�[ ��SXQZM��_Q$Q`R�O\]p[ n �`n7Q ��M�Q'VZQZ]J]PQdsDM OX|�UZ^_S��`n�Q
�DI �DI e;I ~�[�sDN � U`S�Q`Y�VWQ�Q`RXR�Q`Y�O�NJQZ]J]PQ��;NPQ`Y_OosDQtVWQ ��M�Q�]PQ4Rr�9[<S�Np[hq�]JQ`R7VW^_Y�R�NJsDU`S�U`Q`RrNJVZN��FQ`M��<Q`Y_O
��SXQZY�sDSXQd]J[��9[h]JQZM�S}NJYD��Y�NPQ_IF~�[7�_UZSXN��FV`[9OXNP^_YAQZY�Q`R�O$]p[hNpR�R�UZQc[hMt]JQ`V OXQZM�S4I
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x ∈ M

� �
(Ik)k≥1

,���� �+,�� ������� �&� �
�$�>� ��- ��� � - �
���9��� �A��� ������������������� ����� �-� ��� - ��, �-� ����� �

[1,∞]
����� ���3�$�/�(, �
��� ���,) ) �

Tx.
(7- ���-�

1 / 2 * ��� ���A� ���(, �-� (Tx, T 2
x , . . . , T n

x )
���

(I1, I1 + I2, . . . , I1 + · · · + In)
�F� � ) # ) � - �F�>�

1 / / 2
limn→∞

1

n

Nn

n
= limn→∞

1

n

n∑

k=0

1{Xx
k=x} =

1

E(Tx)
.

+ 3 0 @D6���-03z� �'/ � � �d[hY�R�]JQzVZ[_R7^0/
x
Q`R�OoS�U4VWM�SXS�Q`Y�O`l ] � [<RXR�QZS�O�NJ^<Y

(i)
s�Q�]p[ ��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y

��SXU`VWU4sDQZY�OXQ�R�N8�<Y�N���Q��_M�Q�]JQ`R\�=[<S�Np[hq�]PQ4R
Tx, T 2

x −T 1
x , . . . , T n+1

x −T n
x

R�^_Y_O\N I N I s�I �'[<Y�R\]PQdVZ[<R
O�S{[hY�R�NJQZY�O VZQZ]p[dY.� [c��]PM�R s�Q$R�Q`Y�R VZ[<S ]J[d�9[hSXNJ[<q�]JQ

(T n+1
x −T n

x )
Y.� Q`R�O"��[<R sDUZ��Y�NJQ$R�N

T n
x = ∞.
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�$Y�Qb��SXQZn�NJ�ZSXQbVW^<YFR�U �_M�QZY�VZQdsDQb]p[7��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y �DI x�I��rQ`R�OT]J[osD�DV{|�^<O�^_n7NJQcR�M�NJ�9[hY�O�Q_I

�rE�69E BCBC@�/2693z� �'/ � G 1 / 2 � �
x

�����D� �
��, ��� �0� � ��- � ��,�� ���
(Xx

n)
� ��� �>��� �(� � ����.(, � �)� �A� ) �0� � ,����

��� �7� � ��� ��� � ��� � � � �F� � �.��� ��� � �?�>� -
x,
� ��� �

P(Nx = ∞) = 1.1 / / 2�� �
x

���-�
���A��� �$�>��� � � - � ���-) ���A� � - �A��� �F� � � ���E� � �$� ����� �
x

������� � ����.(, � �	� � � ) ��� � � � �7���
�+,�� � ,���� - �F� �D���,) � �3�$�/.(, � �+, �

N :

P(Nx = k) = (1 − a)ak−1, k ≥ 1, si a = P(Tx < ∞).

�����
	��������������	����
� � ! � � � � ! . � ���/, � ��! ��. !  (+( , &  $ ��!-&�! � $'*�����* � �  �  � � � � � � � �
	  x

! � � � ,). ���/��! � ��� � ! � #�$5�  $�� � ! � (T n
x )n≥1 � � � � $ �  ! � *���! � � ��! ��� ��!"(+! � � !"� (Xx

n)
#  �  ��! x

 � $ �  (+! � � � ����# ! � � �
	  x

! � � �/� $ ���  ! � ����* ����� k ≥ 1,

P(Nx = k) = P(I1 < ∞, . . . , Ik−1 < ∞, Ik = ∞) = ak−1(1 − a).

��6=/C1���693 @�>0@�B ��14/ ��-03z��3z6=8;:_-�6=693;>�:_3

�$Y�Qdno[hY�NJ�ZSXQ'R�NPn���]JQ �2no[hNpR}Y�^<Y U ��M�NJ�=[<]PQ`Y�O�Q �\sDQdn�^<Y�O�SXQZS�_M�Q']JQ'Y�^<n�q�S�QdsDQ'�;NpR�NPO�Q4R 

M�Y�UWOX[hO$Q`R�O$NPY���Y�N.Q4R&O$sDQbn�^<Y�OXS�Q`S���M�Qb]m� Q`R��FU`SX[<Y�VWQcsDMtY�^<nrq�SXQcs�Q`R��;NJR�NPO�Q`R$Q`R�O�NJYD��Y�NPQ_I
�"]JM�R��<U`Y�UZS{[h]JQZn�QZY�O4l_NJ]�Q`R�OTNPY�O�U`S�Q4R�RX[hY�O�s�� NJY�O�SX^DsDM�NJS�Qd]J[rOXSX[<Y�R&u2^_S�n�U`Q'sDQb~�[<��]p[<VWQcsDQ4R}s�N �?U7�
S�Q`Y�OXR\O�Q`n7�FR$sDQbSXQWO�^_M�S4l�^_Mt]PQ4R

t
�m� ^hOXQZY�O�NJQZ]pRTsDQ`RTO�QZn���R�sDQbR�U;6&^<M�STQ`Y�M�Y�UZOX[hO`I

� ^<M�S
0 ≤ t ≤ 1,

sDUW�FY�NJRXR�^<Y�R

U(x, t) = E(tTx1{Tx<∞}) =
∑

k≥1

P(Tx = k)tk,

G(x, t) = E


∑

k≥0

1{Xx
k
=x}t

k


 =

∑

k≥0

P k(x, x)tk .

+TQZno[<S&��M�^_Y�R��_M�Q

U(x, 1) = P(Tx < ∞) et G(x, 1) = E(Nx).

� �08�EF6-� 0 3z� �'/ � � � �., � � �., �
x ∈ M

� �
0 ≤ t ≤ 1,

G(x, t) =
1

1 − U(x, t)
.



e9j ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� � � �����?�>�(, - �>����-  �������
x

�����
� �
��, ��� ��� �4�$� � �D����, - � ) ��� �B�$�
G(x, 1) =

∑

k≥0

P k(x, x) = ∞.

�����
	��������������	����
� � $  ��!)(+! � � � ! � #�$ � !)��� � &�! k

* ����� � ! � � ��! �%� ! � � $ ."! $�� � !�! � � &�$ ��� � � , � $ � x � � � � ,)� ��( , � , ! �* $5� � ! � ��!)(+* � T n
x :

X

k≥0

1{Xx
k
=x}t

k = 1 +
X

n≥1

1{T n
x <∞}t

T n
x .

� � $�*��-, � & !"� $5#�! . � ! � � � � $ �  � ��� &�! � � $'*�����* � �  �  � � � � � � � �

E(1{T n
x <∞}t

T n
x ) = E

 
nY

i=1

tIi1{Ii<∞}

!
=

nY

i=1

E(tIi1{Ii<∞}) = U(x, t)n.

� � ��7

G(x, t) = 1 +
X

n≥1

U(x, t)n =
1

1 − U(x, t)
.

~�[ sDU`�FQ`Y�s�[<Y�VWQ ��[hS S{[h���F^_S�O�[<M �F^_NPY�O7s�QAsDUZ�F[hS�O��FQ`MDO �ZO�SXQ UWOXM�sDNJUZQ Q7#�[<VWO�QZn�Q`Y_O�s�QA]p[
n �Zn�QduC[ 
W^_Y 
7]m� [<NJs�Q sDQ`R}OXQZn���R

Tx,y = inf{k > 0 : Xx
k = y} ∈ N ∪ {∞}

QWO$sDQ4R�u2^<Y�VWO�NJ^<Y�RTs�UW��Y�NJQ`R$�F^_M�S
0 < t < 1

U(x, y, t) = E(tTx,y1Tx,y<∞) =
∑

k≥0

P(Tx,y = k)tk

G(x, y, t) = E(
∑

k≥0

1{Xx
k
=y}t

k) =
∑

k≥0

P k(x, y)tk.


�� 3�69:</ :<3�� �8/��84 	 �  ! � � x, y, z
&�! � * �  � � � &�! M, Tx,y

!"�
Tx,y,z

� ! �  ��� � $ � � � & , $ �  � * $ �

Tx,y = inf{k > 0 : Xx
k = y} ∈ N ∪ {∞}

!"�

Tx,y,z = inf{k > Tx,y : Xx
k = z} ∈ N ∪ {∞}.

	 �  ! � � I, J
&�! � #�$ �  $�� � ! �  � & , * ! � &�$ � ��! � ��! � * ! . �  #�!)(+! � � &  � �/�  ��� , ! � . ��(+(+! Tx,y

!"�
Ty,z.

� � � 3�/��!"� ����!
(Tx,y, Tx,y,z)

! �
(I, I + J)

� � � (
	"(+! � �  ��



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� eh�

�'[<Y�Rb]JQ V`[<R s�� M�Y Y�^9��[hM NJS�SXU`sDMFV O�NJq�]JQ ]JQ`RbY�^<O�NJ^<Y�RrsDQ SXU`VZM�S�SXQZYFVWQ�QWO�sDQoO�S{[hYFR�NJQZY�VZQ R�^_Y�O
NPYFsDUZ� QZY�s�[hY�O�Q4RTsDMt�F^_NPY�O�V{|�^_NJR�N I


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �8/��C*�� � , ��� ��� ��� �
P

� ��� �
� , � �?�/�(- � � (7- ���-�
1 / 2 �9� , ��- ��� ��������� ��� � ) # ) � ����� , �A� � � �
��, ��� �0� �$�<� �;�$� �E� � � � , ���>�0� � �
��, ��� ��� ��� �3, -0� � , ���>�0�

�3� ��� �$�>�0� �$�(# �
1 / / 2 ����� �7- � �A��� � �
��, ��� ��� � � � �., �7- ���7� ����� �$�G���

M
� ��� �4� � �$� �.��� ��� �7� �") ��� � � �., �&��� � ��� �., �

x, y ∈ M

P(Xx
n = y

� �., �),���� ��� �7� � �.� ���
n) = 1 ;

1 / /C/ 2 ���F� �)- � �
�;� �3� ��� �$�>�0� � ��- ��� � � , � �;��� ����) ��- ��� � � � � ���
M

��� � ��� �
� � �$� ����� �!.(,7 �., � - , �(#
,�� ���-) ���A� � � �7��� � ��� � � � � , � A ⊂ M

��� �A��� ������� - �7� �
P(Xn ∈ A

� � , �),���� ��� �7� � ��� ���
n) = 0.

�����
	��������������	����
�  � � ��� (x, y) ∈ M ×M.

 $ � ! ��* ��� ! , � ! & �  �/� , &�� . �  �  %�  � , �  %� ! �  � ��!-&�!"� � ! � �  !"� � n1
!"�

n2��! � � � ��! P n1 (x, y) > 0
!"�

P n2(y, x) > 0.

(i)
�� � � ��� ε = P n1(x, y)P n2(y, x). ) � ��� �

P n+n1+n2(x, x) ≥ P n1(x, y)P n(y, y)P n2(y, x) ≥ εP n(y, y)

!"��� &�! (
	)(+!��
P n+n1+n2 (y, y) ≥ εP n(x, x). * $ . � � &  �  � � Pn P n(x, x) < ∞ & ! �+* $5�

. � ���/, ����! � � � ! . $5� $ . �-,"��!�� ,). ���/��! � � ��� �/� $ ���  ! � � &�! x
� � !�& , * ! � & &�� ��. *�$ � &�� * �  � � x.

� ��� � $�&�(+!"�/��� ���  .  ����! � ! . $ � $ . �-,"��! � ,). ���/��! � � �	)/'�%�(0% ��� )/3 �53�� � ! � �  � & , * ! � &�$ � � &�� * �  � �
x. � ��� � & , &��  ��� ��� . !"�/��!�*�����*��  , � , &�� � !�, ���-,)(+! � � � � ��� �
(ii) 	 ��*�* � � � ��� � ! � * �  � � � &�! M

� ,). ���/��! � � � � � � $ *��-, � � $ *�����* � �  �  � � � � � � � � (Xx
n)

#  �  ��!
x  � $ �  (+! � � � ����# ! � � � 	 �  � α = P(∃n < Tx : Xx

n = y) � $ *������ $��  %�% � , &�!'��! ��. � � �/��!"� y$	#�$ � � &�! ��!"������� � ! � ! � x. ) � ��� � α > 0 . $5�  � ! �  � ��!�� � .�! !)(  � &�! x
# !"� � y.

�-� ��.

0 < P n1(x, y) ≤ P(∃n ≥ 0 Xx
n = y) ≤

X

k≥1

P(∃n ∈]T k−1
x , T k

x [ : Xx
n = y)

!"� � ! ��!"��(+! +�,)��, � $ � &�! � $ �/, �  !�! � � α.  � $ � � $'*�������$��  %�% � , &�! � !-*�$ � #  �  ��! � y
! � �/��! 0

!"�
T k

x

! � � (1 − α)k ���  ��! � & # !"� � 0 � � � � � ��! k→∞.

(iii)
� ! �/��!2&�!"� �  , ��!2$ �/� !"�/�  � � ! � � � � ! . � ���/, � ��! ��. !  (+( , &  $ ��!-&�� . ����� �%� $  ��! � � � � � �
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j<w ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �


�� 3 0 2 BC3 � �8/��C*�� 1 
'@�>0>�3;5�@�BC8;@D14EF/C6=3;5 	 1 / / 2�2-� -$^_M�R$SXQZ�_QZY�^_Y�RTNpVWN R�M�S�]m� Q #;Q`n���]PQ �DIJH<I e
sDQ`R��F[hY�Y�Q4RT[h]JU`[hO�^<NJSXQ`R`I;~�[�R�M�NPO�Q s�Q`RT�9[hSXNp[hq�]JQ`R

(At)
Q`R�OTM�Y�Q V{|�[9¥pY�QbsDQ y [hSX¦<^9�oR�M�S

N
sDQ

no[9O�SXNpVWQ
P (a, a + 1) =

P(X > a + 1)

P(X > a)
= 1 − P (a, 0)

�F^_M�S
a ≥ 1, P (0, 1) = 1

QZO
P (a, b) = 0

R�NJY�^<Y.l�^0/
X
Q4R&OTM�Y�Qb�?I [�I 
7�9[h]JQZM�S{RTs�[<Y�R

N∗.

K;^<NPO
T = T0

] � NPYFR&O{[hY�O$sDQb��SXQZn�NPQ`STS�QZO�^_M�S�QZY
0.
��]P^_SXR`lD�F^_M�S�O�^_MDO

k ≥ 2,

P(T = k) = P(A1 = 1, . . . , Ak−1 = k − 1, Ak = 0)

=
P(X > 2)

P(X > 1)
. . .

P(X > k − 1)

P(X > k − 2)

P(X = k)

P(X > k − 1)
=

P(X = k)

P(X > 1)
.

�$NJY�R�N
P(T = ∞) = limk→∞P(T > k) =

P(X = ∞)

P(X > 1)
= 0.

�\Q`VZN���S�^_M��<Q ��M�Q
0
Q`R�OTM�YtUWOX[hO$S�U4VWM�SXSXQZY�O`I �'Qbn �`n�Q<l

E(T ) =
∑

k≥2

kP(T = k) = 1 +
E(X) − 1

P(X > 1)

~"� UWO{[9O
0
Q4R&O sD^_Y�V�SXU`VZM�SXS�Q`Y_Od�F^�R�NPO�NPu}R�N QWO R�QZM�]JQZn�QZY�ObR�N

E(X) < ∞.
�\QZO�O�QoV{|�[9¥pY�QrUZOX[hY�O

NPSXSXU`sDM�VWO�NJq�]JQ<lDQZ]J]JQdQ4R&O�s�^<Y�VdSXU`VWM�S�SXQZY�O�Qd� ^_R�N�OXNP�_QcR�N
E(X) < ∞ QWO$SXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQ'Y;M�]J]JQ R�NJY�^<Y�I

��� )���� 	 � � � �$%���� �&.�0�D
��&��%��

� 3 :_@�5 �03 BC@���/10 3;>�54/CE > *
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Z
2 � K;^<NPO

(Xn)
]J[�no[hS{V{|�Qr[<]PU4[9OX^<NJS�Q7R�M�S

Z
s�UW��Y�NJQc��[hS

Xn+1 = Xn + θn+1

^0/ {θi}
R�^<Y�O$sDQ`R��9[<S�Np[hq�]JQ`RT[<]PU4[9OX^<NJS�Q4R�NmI NmI s�I�sDQb]J^<N

P(θi = +1) = p, P(θi = −1) = q

�F^_M�S
0 < p < 1

QZO
q = 1 − p.~�[ ��SX^<��SXNPUZO�Uos�� NPY;�9[hSXNp[hY�VZQr��[<ScO�S{[hY�R�]p[9O�NJ^<Y�sDQ�]J[���SX^<n�Q`Y�[<sDQ�n�^<Y�OXS�Q ��M�Qo]PQ4Rdu2^<Y�VWO�NJ^<Y�R

U(x, t)
l
U(x, x + y, t)

��M�N�n�Q`R�M�S�Q`Y�O$]PQ4RTO�S{[hYFR&u2^_S�n�UZQ4RTsDQ�~�[h��]p[<VZQcs�Q`RTOXQZn���R's�� [hO�OXQZNJY_OXQ
sDQ`Rd� ^<NJY�OXRcY�QosDU`�FQ`Y�sDQZY�O ��[_RcsDM�� ^<NJY�O sDQosDUZ��[<S�O

x
I % ] QZY�Q`R�Obs�Q7n �`n7QosDQ4Rdu2^<Y�VWO�NJ^<Y�R



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� j�H

G(x, x + y, t)
I0� ^_R�^<Y�R

G(x, t) = G(t), U(x, t) = U(t)
QWO

U(x, x + y, t) = Uy(t).
�"Y

O�Q`Y�[hY�O$VW^_n7��O�Q sDQbVWQ ��M�N.R�Qb��[_R�R�Q 
7]p[���SXQZn�NP�`S�QdUWO{[h� Q<l�Y�^<M�R��_^9�<^<YFR���M�Q

U(t) = t(pU(1, 0, t) + qU(−1, 0, t)) = t(pU−1(t) + qU1(t)),

U1(t) = t(p + qU2(t)), et U−1(t) = t(q + pU−2(t)).

� [hST[hNJ]P]JQZM�SXR`lD�F^_M�S$[h]J]JQZS$sDQ
0



2
NJ].Q4R&OTY�U4VWQ`RXRX[hNJS�QcsDQb��[_R�R�QZS���[<S

1.
�r� ^ /

U2(t) = U1(t)U(1, 2, t) = U1(t)
2 et U−2(t) = U−1(t)

2.

~�[d�9[hSXNJ[<q�]JQ
y = tqU1(t)

�2SXQ`R��FQ4V O�NJ�<Q`n�QZY�O
y = tpU−1(t)

� Q4R&O�sD^_Y�VTR�^<]JMDO�NJ^<YosDQT]m� U ��M�[9OXNP^_Y

y = t2pq + y2.

�\QWO�O�Q�U ��M�[hO�NJ^<Y�[_sDn�QWO"sDQZM #rR�^_]PM�O�NJ^<Y�R`l=n�[<NJR VZ^<n�n�Q
y = 0

�F^_M�S
t = 0,

]J['q ^<Y�Y�QTR�^<]JMDO�NJ^<Y
Q`R�OTY�U`VZQ`RXR�[<NPSXQZn�QZY�O

y =
1 −

√
1 − 4t2pq

2
.

k'YAOXS�^_M��<Qc[h]J^<S{R

U(t) = 1 −
√

1 − 4t2pq et G(t) =
1√

1 − 4t2pq
.

�"Yt��[hS�O�NpVWM�]PNJQZS4l
1 / 2 ]JQcY�^<nrq�S�Qcn�^9�<Q`Y�s�Qd�;NpR�NPO�Q4RTsDQ

(Xx
n)



x
Q`R�O

E(Nx) = G(1) =
1

|1 − 2p| ;

~�[7R�M�NPO�Q
(Xn)

Q4R&O�s�^<Y�VdSXU`VWM�S�SXQZY�O�Qd� ^<M�S
p = 1/2

QWOTOXSX[<Y�R�NJQZY�OXQ'� ^<M�S
p 6= 1/2 ;1 / / 2

E(Tx|Tx < ∞) =
U ′(1)

U(1)
=

(
1 − 1

2 max(p, q)

)−1

.

~�[7R�M�NPO�Q
(Xn)

Q4R&O$SXU`VZM�SXS�Q`Y_OXQ'Y;M�]J]JQd� ^<M�S
p = 1/2.
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N
2 � k'Y7R�M���� ^_R�Q�no[hNJY_OXQZY�[<Y�O

��M�Q ]J[�no[<SXV{|�Q Y�Q"u2SX[<Y�V{|�NPO.��[<R�]p[�q�[<S�SXNP�`S�Q
0
lW^0/cQZ]J]JQ"Q`R�O.S�U���U`V{|�NPQ_IZ~�[�no[9OXS�NpVWQ"s�Q O�S{[hY�R�N�OXNP^_Y

sDQ�]p[�V{|�[=¥ Y�Qrs�Q7yz[<S�¦_^9��R�M�S
N (Xn)

Q`R�Ocs�^<Y�Y�U`Q<l�R�N
0 < p < 1, q = 1 − p, 0 ≤ a < 1,��[hS

P (x, x + 1) = p
QWO

P (x, x − 1) = q ∀x ≥ 1

P (0, 0) = a
QZO

P (0, 1) = 1 − a.



j � ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

�\^<n�n�QbVWN ��sDQ4R�R�M�R`lDQZY�S�Q �_[<SXs�[<Y�O}VWQ ��M�N�R�Qc��[_R�R�Q 
�]p[7��SXQZn�NP�`S�QcUZOX[h� Q<lDY�^<M�RT[=�_^<Y�R
U(0, t) = ta + t(1 − a)U(1, 0, t).� [hS\[<NP]J]JQZM�S{RZl_]J[ u2^<Y�VWO�NJ^<Y

t→U(1, 0, t)
Q`R�O\]p[ n �`n7Q ��M�Q'VZQZ]J]PQdsDQ�]p[ no[hS{V{|�Q�R�M�S

Z
UWO�MFsDNPU`Q

s�[hYFR"]m� Q #;Q`n���]PQd��SXU`VZU`sDQ`Y_O �CV`[hS�]p[�V{|F[=¥ Y�Q�SXU ��U4V{|�NJQ�R�M�S
N
Y�QcRX[hNPO\��[_R���M.� QZ]J]PQ'Q`R�O\SXU ��U4V{|�NJQ

[=�9[hY�O�s.� [=�_^<NJS\OX^<M�V{|�Ud]m� ^<SXN �_NPY�Q�� I���NPY�R�Nml

U(0, t) = ta +
(1 − a)

2p
(1 −

√
1 − 4t2pq).

1 / 2 K;N
p ≤ 1/2

l
P(T0 < ∞) = U(0, 1) = 1.1 / / 2 KDN

p > 1/2
l
P(T0 < ∞) = U(0, 1) = a + (1−a)(1−p)

p .

* � �-��������� ����� ������ � �
�(, ��� ��� ����� � , �
p ≤ 1/2

� �D�3� ��� �$�>�0� �.� � �., �
p > 1/2.1 / /C/ 2 ~�[rV{|�[=¥ Y�Q�Q4R&O}S�U4VWM�SXSXQZY�O�Q$Y;M�]J]JQ'� ^<M�S

p = 1/2
QWO�SXU`VWM�S�SXQZY�O�Q��F^�R�NPO�NJ�<Q'�F^_M�S

p < 1/2,V`[hS
E(T01{T0<∞}) = U ′

t(0, 1) = a +
1 − a

2p

(
1 +

4p(1− p)

|1 − 2p|

)
.


�� 3 0 2 BC3 � �8/��C* 5 1 � @D69:4�03;5�54-�6'B �P@�6 �0693 �0E 0 E � ��>03 2 � K;^_N�O
(Xn)

]p[Tno[hS{V{|�Q"[h]JU`[hO�^_NPSXQ
R�NJn���]JQcR�M�ST]m� [<S�q�S�Qc|�^_n7^9�<�`Y�Q

Ar
�C�<^<NJST]m� Q #;Q`n���]PQ ��I x�I � � ID� ^<M�S

x ∈ Ar,
Y�^hOX^<Y�R

Dn = d(Xx
n , x)

^0/
d(x, y)

sDU`R�N �_Y�Qb]p[osDNJR�OX[<Y�VWQ s�Q
x



y
�;�>��� �?]JQbY�^_n�q�SXQbn�NPn�NJY�M�n�s�� [hS��WOXQ`R�� QZSXn�QWO�O{[hY�O

sDQcS�Q`]PNJQZS
x



y
� I�~�[�R�M�NPO�Q

(Dn)
Q4R&O$M�Y�Qcn�[<SXV{|�Qd[<]PU4[9O�^_NPSXQdS�U���U`V{|�NJQbR�M�S

N
sDQdO�S{[hY�R�NPO�NJ^<Y�R

P (k, k + 1) =
r − 1

r
, P (k, k − 1) =

1

r�F^_M�S
k ≥ 1,

QZO
P (0, 1) = 1.

~�[ R�M�N�OXQ
(Dn)

�CQWO ��[<StVZ^<Y�R�U ��M�Q`Y�O
(Xn)

� Q`R�O s�^<Y�V O�S{[hY�R�NJQZY�O�Q��F^_M�S
r > 2

s�� [h��SX�`R
] � Q7#DQ`n7��]PQc��SXU`VZU`sDQ`Y_O4I


�� 3�69:</ :<3�� �8/��C*��������� � $'(�$5� .�! !�$ � , $5���  ��! �  (+* � ! � ��� Ar
��(+� � �/��!"������!

U(x, t) =
r −

p
r2 − 4(r − 1)t2

2(r − 1)
.

 � & , &��  ��! P(Tx < ∞)
!"�

E(Tx|Tx < ∞).



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� j_x

�¡@D69:=��3;5o@�B 8;@D1`E /2693;5�5`-�6
Zd

+$[h��� QZ]J^<YFR ��M�Qr]J[ no[hS{V{|�Qr[<]PU4[9OX^<NJS�Q�R�NJn7��]PQ�R�M�S
Zd Q4R&Oc]p[ R�M�NPO�Q (Xn)

s�UW��Y�NJQ���[hSd]p[
S�U4VWM�SXSXQZY�VZQ

Xn+1 = Xn + θn+1^0/
θ1, θ2, . . .

R�^<Y�O$sDQ`R��9[hSXNp[hq�]JQ`R}NmI NmI s.I�sDQb]J^<N�M�Y�NPu2^<SXn�Q s�[hYFR {±e1, . . . ,±ed}.
-$^<MFRd[<]P]J^<YFRds�UZn�^<Y�O�SXQZSdNpVWN ]JQ�OX|�UZ^_S��`n7Q�sDQ7� ^<]J�_[ � O�|�UZ^<SX�Zn�Q�H<I x�IJH ��sD^<Y�ObY�^<MFR'S{[h� �

�FQ`]P^_Y�RTs�� [hq ^<S{sA]m� UZY�^_Y�VWU_I
� �08�EF6-� 0 3z� �'/ � *DG 1 
�E B � @ 	�* 4?�.* 2-� � � , �

d = 1
� ,

2,
- � ) ��� �-��� �.- �
���9��� � �

(Xn)
���-�

� �
�(, ���A�0� �.� � � � , �
d ≥ 3,

�(- - � ���-�*�3� ��� �
�>��� ��� �
�����
	��������������	����

* $'*���!)��#�!�&�� � !�, � �-,)(+! � � � � � � ��!)* � � ! � ��� � ! . �  �-, ��! &�! � ,). ���/��! ��. !2&�� � !�, ���-,"(+! � � � � . �
� � �5��� ��� � ���

d ≤ 2.�%�
d = 1.

������
n  (+* $  � P(Xn = 0) = 0.

������
n = 2k,

P(X2k = 0) =
1

22k
Ck

2k.

 � ���  %�% � $ � � � $ � ����( � � !�&�! 	 �  � �  � + �

ln(n!) = n(ln(n) − 1) +
1

2
ln(n) +

1

2
ln(2π) + O

„
1

n

«
,

& � � �%���
� � �/������# !

P(X2k = 0) ∼ 1√
πk

.

� ! � $ *�������# ! � $ &  # !"� + ! ��. !2&�! � $ �/, �  ! Pn P(Xn = 0)
! ��� &�� ��. � � $ � ,). ���/��! ��. !2&�! (Xn).

���
d = 2. � ����� ��� Xk = (X1

k , X2
k)

!"�
θk = (θ1

k, θ2
k) � * ! � #�$5�  $�� � ! � Uk = θ1

k + θ2
k

!"�
Vk = θ1

k − θ2
k � � � � &�! � #�$5�  $�� � ! �  � & , * ! � &�$ � ��! � ! � &�!-(
	)(+! � �  

P(Uk = 1) = P(Uk = −1) =
1

2
.

 $ � . � ���/, ����! � ����! � ���  %�% � $ � � . ! � �  *�� ,). ,)&�!��

P(X2k = 0) = P(X1
2k = X2

2k = 0) = P(X1
2k + X2

2k = X1
2k − X2

2k = 0)

= P(U1 + · · · + U2k = 0)P(V1 + · · · + V2k = 0) ∼ 1

πk
.

� ! ���  *�������# !-! ��. � ��! � $'� ,". ���/��! ��. ! �
� � �5��� ��� � ���

d ≥ 3.

	 �  � Φ : R
d→C

� $ � � ��. �  � � . $ � $ . � , �  � �  ����!2&�! � #�$ �  $�� � ! � θi.
������

t = (t1, . . . , td),

Φ(t) = E(exp(i〈t, θ1〉) =
1

d
(cos(t1) + · · · + cos(td)).



jh� ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� ���������������	��

X

k≥0

P(X2k = 0Zd) =
1

2πd

Z

[−π,π]d

dt

1 − Φ2(t)
.

� � �
	������������� 	�� �
������

x = (x1, . . . , xd) ∈ Z
d, � � ��� ���

Id(x) =
1

(2π)d

Z

[−π,π]d
exp(i〈x, t〉)dt.


 � ! � � � $ .  %� !'&�!�# , �  $ !"� & � !�, � �-,)(+!2&�! � �4�  �  � ����! Id(x) =
Qd

j=1 I1(xj).
� � ��7 � � � �& , &��  � ����! Id(x) = 1

* �����
x = (0, . . . , 0)

!"�
Id(x) = 0 �  � � � �

	 �  � ΦXn : R
d→C

� $ � � ��. �  � � . $ � $ . � , �  � �  ����! &�! Xn,

ΦXn(t) = E(exp(i〈Xn, t〉)).
� � ��7 & � �4�  �  ! ��. ����! �

1

(2π)d

Z

[−π,π]d
ΦXn(t)dt = E(Id(Xn)) = P(Xn = (0, . . . , 0)).

 $5� $  %� � !)��� � � *�$ �  � & , * ! � &�$ ��. !�&�! � θi,

ΦXn(t) =

nY

j=1

Φθj
(t) = Φ(t)n.

 � &�� ��. � X

k≥0

P(X2k = (0, . . . , 0)) =
1

(2π)d

X

k≥0

Z

[−π,π]d
Φ2k(t)dt

=
1

(2π)d

Z

[−π,π]d

X

k≥0

Φ2k(t)dt =
1

2πd

Z

[−π,π]d

dt

1 − Φ2(t)
,

��7 � � $	#�$ � � &�! � �  ,"��! , + $ �% � ,-� ! & , &��  � &��+� !�, � �-,)(+! &�! � � �  �  & ! ��. ����! !"� ����� � ����� �� �* ����� &�! �
� � ��. �  � ��� * � �  �  # ! � �
� ���������������	������� % �5( ��� � - � 4 Z

[−π,π]d

dt

1 − Φ2(t)

4 '�(�� �5%�4 �	)/3 �
d ≥ 3.

� � �
	������������� 	�� �
* ! � * �  � � � &��2&���(�$  � ! & �  � � ,�+ � $5�  � � ��7 � $ � � ��. �  � � 1−Φ2(t) � � $ ��� � � ! � � � � � � ���  +  � !!"� � ! � &�!)� � * �  � � � (π, . . . , π)

!"�
(−π, . . . ,−π). 
 � � � � � &�� ��. &�! (+� � �/��!"�
��� � ! �

."! $ . � � &�! . ! � * �  � � � � $ � � ��. �  � � Ψ(t) = 1
1−Φ2(t)

! � � , ���  #�$ � ! � ��!+1 � � ! � � ��. �  � �& �  � � ,�+ � $ � ! $ �  ! �
 � 0Rd , Φ(t) ∼ d

||t||2 .
������ # �  ��� ��! � $ � � ��. �  � � 1

||t||2
! � ��& �  � � ,�+ � $ � ! $ �  ! � ���-� �# �  �  � $ + !�&�! � � ���  +  � !���� � ���  %�% � !�&�! �2. ��� � &�� ����, ! �2� * !�, �  ����! � � �� � � ��� t = rα

��7
r ≥ 0

!"�
α ∈ Sd−1 � � $ � * ! ,"��! � �  � , &�! R

d. ) � ��� �
Z

B(0,ε)

1

||t||2 dt =

Z ε

0

Z

Sd−1

1

r2
Cdrd−1drdα = Cd

Z ε

0

rd−3dr



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� j��

��7
Cd

! � � � � ! . � ��� � $ � ��! � ������ d ≥ 3, . !"�/��!  � � ,�+ � $ � ! ! � � $ �  ! � � � *���� . ,)&�! &�!(
	)(+! * ����� � ! � * �  � � � (π, . . . , π)
!"�

(−π, . . . ,−π).

* $'�/� $ ���  ! ��. !'&�! � $ ."! $ � � !2* ����� d ≥ 3 � !�& , &��  � $ � ��� � &�! . ! � &�!)� � &�!"� �  !"� � � !)(+(+! � !"�&�� � !�, � �-,)(+! � � � � . �  � ! � !"����� � $ $ � ��� � ����!
X

k

P(Xk = 0
Zd) =

X

k

P(X2k = 0
Zd) < ∞.


�� 3�69:</ :<3�� �8/��p� � � � � ��*�* � � !  .  � ��! � ! � #�$5�  $�� � ! � θ1, θ2, . . . � � � � &�! � #�$ �  $�� � ! � $ � , $ ���  ��! �
 � & , * ! � &�$ � ��! � !"� � �  � ����( , (+! � � &  � �/�  ��� , ! � &�$ ��� ��� ! ��� !)( � � !

S = {εiei + εjej , : 1 ≤ i < j ≤ d, εi = −1
���

1}.
� � � �/��! �.����! (Xn)

! � � � ,). ���/��! � ��! * ����� d ≤ 2
!"� �/� $ ���  ! � ��! �  � � � � � ��(+*�$ ��!"� � ! � ,)� � � � $ � ������! � �$	# ! . � !-� !�, ���-,"(+!�&�!��� � � $ & � !�, � �-,)(+! � � � � �%� � �

��� )��m) ���$.
�� ����%�� %.���"
T��� ����%��

�$��SX�`R7]m� UZO�M�sDQzs�UWOX[<NP]J]JUZQtsDQ VWQ`R�Q #DQZn���]JQ`R`l0Y�^<M�R�SXQZ�_QZY�^_Y�R 
�]m� UZO�M�sDQzs�Q`RrO�|�U`^<SX�Zn�Q`R
]PNJn�N�OXQ`R`I�~�[t��S�Q`M��<QosDQ ]p[t��SX^<� ^_R�N�OXNP^_Y�R�M�NJ�9[hY�O�QoQ4R&O NpsDQZY�OXN8��M�Q 
 VZQZ]J]PQ sDQA]J[t��SX^<� ^_R�NPO�NJ^<Y
�DI �DI��


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �8/��p�.* � , ��� ��� ��� �
P

� ��� �
�., ���?�/�(- � �6(7- ���-�
P

���-) ��� @�- 2 BC-05 ,���� � �����
� ��� �
- � ��� ��� �&���$�>��� ��� � � �

π
����� ,���� �.��- - �8� �����
� ��� - � �.� �

π(x) > 0
� � , � �9� , �

x ∈ M.

K?� [ �<NpRXR�[<Y_O sDQ ]m� Q7#DNJR�O�Q`Y�VWQ_l$Y�^_M�Rz[=�<^_Y�R sDU;6�[ S�Q`n�[<S&��M�U �C�<^<NJS Q7#DQ`n7��]PQ ��IPH_IPH4x � ��M�Q ]p[
no[hS{V{|�Qr[<]PU4[9O�^_NPSXQrR�NJn7��]PQoR�M�S

Z
Y.� [<sDn�QZOc�F[<RbsDQ���SX^<q�[<q�NJ]PNPO�U7NPY;�9[hSXNp[hY�O�Q_IF�"]JM�R �_UZY�U`SX[<]PQ �

n�QZY�O`l�]m� Q7#DNJR�O�Q`Y�VWQ s.� M�Y�Qb��S�^_q�[hq�NP]JN�OXUcNPY;�9[hSXNJ[<Y�O�QcQ`R�O$U ��M�NJ�9[h]JQZY�O�Q 
�]p[�S�U4VWM�SXS�Q`Y�VWQd� ^_R�N�OXNP�_Q
sDQc]J[�V{|�[9¥pY�QcVZ^<n�n�Qb]PQcn�^<Y�OXS�Qc]JQcO�|�U`^<SX�Zn�QbVWN ��sDQ4R�R�^<MFRZI

� �08�EF6-� 0 3z� �'/ � �F� � ��� �
P
,�� � �,&�� , � ��� �
�., ���?�/�(- � � (7- ���-�

1 / 2 1 � ��8;EF6-�"0�3�3�6 � E.��/���-�3�2 �P5�� 2-� � � ����.(, � �)� �A� ) �0� � �
limn→∞

1

n

n∑

k=0

1{Xk=x} =
1

E(Tx)
.

� � )�/ -
1 @ 8 /0"$12%�( "�'*+?+ 	 ���� : '0H*'<%>=*+?#&4 @?-A@ )&'(B&=*3F';) B83�-
+�B&#8H � "$1 � B&'
S
B,/;+ 42"$%E+ 6 #&'

S
';+>@�#&)8'*)&+E'��*%&42'

��) 1D+�& �8=�@?%>1 6�#&' 6 # 1 '*);1$'*)&B&%>'
Zd.



j ! ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

1 / / 2 * ��� ���-�0� ���?�$��� � �+,�� ����� ����� � �F� � � .�,�� �&�.- ��� ����� �
1 @32 � - �*&�� ����� ,���� � ,�� �/.�, � # � ��� �
� ��� - � ��� ��� �����$�>��� �.���
1 � 2

π(x) = 1
E(Tx)

����� - �,� ��� �
� ��� - � ��� ��� �����$�>��� �.���
1 : 2 � �., � - ��� � �.���$� � ��� �D� �
��, ��� �0� �$� � ���$� �E� � � �1 ��2 � -<�*&�� �-��� ,�� �������
� �
�(, ���A�0� ��� ���$� �E� � �

�����
	��������������	����
(i). 	  P ! � � �/� $ ���  ! � ��� E(Tx) = ∞ ! �

x � � ! � � #  �  � , ��� � � ��� ��( ����! $ �  &�! � �  � & *�����* � �  �  � �� � � � � � (iii)
� � � ! � $ *�������# ! (i)

&�$ ��� . ! . $ � �
	  P

! � �+� ,". ���/��! � ��� � �  ��� � $ � � T = inf{k ≥ 0 : Xk = x} ! � � $ �  *���! � ����! ��� ��!)(+! � �& *�����* � �  �  � � � � � � � � (ii)
� ! � &�� ��. ��* ����� n > T,

nX

k=1

1{Xk=x} = 1 +

n−TX

k=1

1{XT+k=x}.

* ! � � �  ��! � (XT+k)k≥0

!"�
(Xx

k )k≥0

$�� $ � � (
	)(+! � �  � � � $ �/� !"�/�  � � (i) � !�& , &��  � $ � ��� � &�! � $*�����* � �  �  � � � � � � � �

(ii). (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d).

	 �  � π
� � ! *������ $��  %�  � ,  � #�$ �  $ � ��! !"�

X0

&�! � �  π. ) � � � � Xn

! � � &�! � �  π
!"�

E( 1
n

Pn
k=1 1{Xk=x}) = π(x).

� � $�*��-, � (i)
!"� * $5� . � � # !"� + ! ��. ! &���(  ��, !8� π(x) = 1

E(Tx)
.

� ��(+(+!
π(x) > 0

& *�����* � �  �  � � � � � � � �%� � � ! � * �  � � � � � � � ����� � � ,). ���/��! � � � * � �  �  � � �
(iii) (d) ⇒ (a). 	 �  � x

� � * �  � � � ,". ���/��! � � * � �  �  � !"� y
� � * �  � � ����! � . � � ����!2&�! M. * ! �#�$5�  $�� � ! �

T j+1
xX

T
j
x+1

1{Xk=y}, j ≥ 0,

� � � � * � �  �  # ! � !"�  ��  � & � * $ � �  &�! �
+ � $ � & � � ��( ����! �  (+* �% ����!�&�� ��. ����! � ��� � ����! k→∞

1

k

T k
xX

1

1{Xs=y}→E

 
TxX

1

1{Xx
s =y}

!
.

� $  � & � $����/��!�* $ �/�

1

k

T k
xX

1

1{Xs=y} =
T k

x

k

1

T k
x

T k
xX

1

1{Xs=y}→
E(Tx)

E(Ty)
.


 � � � ! � � �  � &�� ��. ����!

E

 
TxX

1

1{Xx
s =y}

!
=

E(Tx)

E(Ty)
.

� �
X

y

E

 
TxX

1

1{Xx
s =y}

!
= E(Tx)



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� j;e

!"� * $5� . � ���/, ����! � ��� X

y

1

E(Ty)
= 1.

� ! � $ *�������# ! ����! π(y) = 1
E(Ty)

! � �2� � !'*������ $��  %�% � , � 
 � ��! � ��!+1 *�������#�!"� ����! π
! � �  � #�$ 3�  $ � ��! �  $ � $�*�* �% . $ �  � � &�� � !�, ���-,)(+!-&�! . � � # !"� + ! ��. !2&���(  ��, !-1 (i)

��� � �����  ! � �

limk→∞
1

k

kX

1

Pk(y, x) = π(x).

) � ��� �
X

x

π(x)P (x, z) =
X

x

[limk→∞
1

k

kX

1

Pj(y,x)]P(x, z) ≤ limk→∞
1

k

kX

1

Pj+1(y, z),

!"� . ��(+(+!
˛̨
˛̨
˛

kX

1

P j+1(y, z) −
kX

1

P j(y, z)| = |P j+1(y, z) − P (y, z)

˛̨
˛̨
˛ ≤ 2,

� !2&�!"� �  ! � (+!"( ����! #�$���� ! ��. � ��!

limk→∞
1

k

kX

1

Pj(y, z) = π(z).

� $  � � ! �  ��,�+ $ �  � ,)� X

x

π(x)P (x, z) ≤ π(z)

����! � ��� � $5#�� ��� ������! � ��! ��� !�* !)��# ! � � 	"�/��! ����! &�! �', + $ �% � ,)� . $ � � ! � � ��(+(+! � &�! � &�!)� �
(+!)( ����! � � � � � , + $ � ! � !"� $ �  ! � �


�� 3 0 2 BC3 � �8/��p� / 1 �r�0@;�m>03 �03 £./ 3t3_17��3�0 EF6=1 2-� �\Q4R}V{|F[=¥ Y�Q`R}sDQbyz[hSX¦<^9� 6&^<M�QZY�O}M�Y
�<S{[hY�s�S��_]PQ$s�[hY�R sDQ�Y�^<nrq�S�Q`M�R�Q`R [h����]PNpVZ[hO�NJ^<Y�R Q`Y�q�NP^_]P^9�<NJQ�QWO�[hNJ]J]PQ`M�SXR`I<K;^_N�O

(Xn)
]J[bV{|�[9¥pY�Q


7�=[<]PQ`M�S{R}s�[hY�R
N
sDQbY�^9��[hM

Q
sDUW�FY�N.��[<S

Q(x, x − 1) = qx, Q(x, x + 1) = px, Q(x, x) = rx,

^0/
px + qx + rx = 1, px > 0, q0 = 0,

QWO
qx > 0

� ^<M�S�OX^<MDO
x ≥ 1.

-$^hOX^<Y�R`lD� ^<M�S
x ≥ 1,

λx =
p0p1 . . . px−1

q1q2 . . . qx
.


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �8/��p��¤ * � �-���������
(Xn)

�����
� �
��, ��� ��� ����� ���$� �E� ���E�
� � �
�0��, - ��) ��� �D�$�
∑

x≥1

λx < ∞.



j<j ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� �F� � �
� �
�;��� - � � �����
� ��� - � �.� ��� �&���$�>��� �.� ���-� ��F� ���
�8�����

π(0) =


1 +

∑

x≥1

λx




−1 ���
π(x) = π(0)λx

� �., �
x ≥ 1.

�����
	��������������	����
* $-*���!)��# ! ! � � � � ! . � ���/, ����! ��. ! &�! � � , ���  #�$ � ! ��. ! ! � �/��! � ! � $ �/� !"�/�  � ��� (ii)(a)

!"�
(ii)(c)

&��
� !�, � �-,)(+! � � � � ��� � * � , ��� $5�  � � &�! � *�������$��  %�% � ,)�  � #�$ �  $ � ��! � � � ,). �  �

π(0)p0 = q1π(1)

!"�
π(x)(px + qx) = qx+1π(x + 1) + px−1π(x − 1)

* �����
x ≥ 1.

� � ��7���* $5� � ,). ���/��! ��. ! � ��� x
�

π(x) = λxπ(0).

* � ! �  � ��! ��. !2& � � � !�*�������$��  �% � ,  � #�$5�  $ � ��! � !-� , &��  � &�� ��. 1 � $ . � � &  �  � � ,)� � ��.), !2&�$ ��� � $*�����* � �  �  � � �

+ 3 0 @D6���-03z� �'/ � � 5 -$^_M�R n�^<Y�O�SXQZSX^<Y�R s�[hY�R ]JQ$V{|�[h��N�OXS�Q�! �CQ7#DQZn���]JQ�!�I x�IJH � � ��M�Q$]p['O�S{[hY��
R�NJQZYFVWQbsDQc]J[oV{|F[=¥ Y�QcQ`R�O�U ��M�NP�9[<]PQ`Y_OXQ 
r]p[oVW^_Y�sDNPO�NJ^<Y

∑

x≥1

1

λxpx
< ∞.

�"YzVW^_n�q�NJY�[<Y_O$VZQWO�OXQ�VW^_Y�sDNPO�NJ^<Y [=�<Q4Vc]J[���S�^_�F^�R�NPO�NJ^<Y���SXU`VWU4sDQZY�OXQ<l�Y�^_M�RTQ`YzsDU`sDM�NJR�^<Y�R��_M�Q
]J[�V{|�[9¥pY�QdQ4R&OTSXU`VZM�S�SXQZY�OXQ'Y;M�]J]PQ R�N�QWO�R�QZM�]PQ`n7Q`Y�O�R�N

∑
λx =

∑ 1

pxλx
= ∞.


�� 3 0 2 BC3 � �8/��p� � 1 �r�0@;�m>03 2�69E.�0-�/C1 2-� KD^<NJQZY�O
(Xn)

QZO
(Yn)

s�QZM�# V{|�[=¥ Y�Q`R NPY�s�UZ� QZY��
s�[hY�OXQ`R [=��[hY�O ]J[�n �Zn�Qzno[9OXS�NpVWQ s�QzO�S{[hYFR�NPO�NJ^<Y

P ;
QWO�R�^<NPO

Zn = (Xn, Yn)
]p[ V{|�[9¥pY�Q

��SX^;s�M�N�O4I�~�[7no[9OXS�NpVWQbsDQ
(Zn)

Q`R�O$]p[rno[hO�SXNJVZQ
P ⊗ P

sDUZ��Y�NJQd�F[hS

(P ⊗ P )((x, x̃), (y, ỹ)) = P (x, x̃)P (y, ỹ).


c69E�2�E 54/21`/ EF> � �8/��p� G � �
P

����� � ��� �
� , � �?�/�(- � � � �
��� �$�$� �F�/.(, � � �.- ���-� � - �0� ����� ��� ) # ) � ���
P ⊗ P

� � � ��� � - , �
P

�����
�A�A��, ��� ��� ��� �;�$� �?� � � �.- ���-� P ⊗ P
���-�
� �
�(, ���A�0� � � �;�$� �E� � �



� ��� ���������!������	�� � ����� � �3	�
 � ������������ ��� j_�

�����
	��������������	����
� ��(+(+!

P
! � �  �/� , &�� . �  � � !�!"� $�* , �  � &  � ��!��  %� ! �  � ��!�* ����� ������� x

� � ! � �  !"� n(x)
��! � ����!

P n(x, x) > 0
* �����

n ≥ n(x).
������ *�������#�!"� . !-* �  � �  %� � ��� � &�! ��!)*���! � &���! � $'*���!)��#�!-&��* �  � � (a)

&�! � $ *�����* � �  �  � � � � � � ��� � ������ ������� . ����* � ! (x, y)  %� ! �  � ��!8��*�$ �  �/� , &�� . �  �  %�% � , �� � ! � �  !"� m = m(x, y)
��! � ����! P m(x, y) > 0. )  ���  P n(x, y) ≥ P m(x, y)P n−m(y, y) > 0* �����

n > m(x, y) + n(y).
� � ��7

(P ⊗ P )n((x, x̃), (y, ỹ)) ≥ P n(x, y)P n(x̃, ỹ) > 0

* �����
n
$ �/� !�� + � $ � & � � ! .  *�������# !�����! P ⊗ P

! � �  �/� , &�� . �  � � !�!"� $ * , �  � &  ����! �
* $ *�������$��  %�% � , *���� &��  � π ⊗ π

! � � , #  &�!)(+(+! � �  � #�$5�  $ � ��! * ����� P ⊗ P � * $ � ,). ���/��! ��. !* � �  �  # !2&�! P ⊗ P � � ! � & , &��  � *�$ � $�*�* �% . $ �  � � &�� � !�, ���-,"(+! � � � � ��� (ii).


�� 3�69:</ :<3�� �8/��p� � � � � �/��!"� � � �  � ! �  � ��!�� � P  �/� , &�� . �  � � ! & !"� * , �  � &  ����! � ��! � ����! P ⊗ P � !
� �  � *�$ �  �/� , &�� . �  � � ! � !"� � � P  �/� , &�� . �  � � !-$�* , �  � &  � ��!-!"� � ,". ���/��! � � ��! � � ��! P ⊗P � ! � �  � * $ �� ,). ���/��! � � �

~.QTSXU`R�M�]POX[9O�R�M�NJ�9[hY�O �<U`Y�UZS{[h]JNJR�Q}]PQTOX|�UZ^_S��`n�Q}Q`S(�_^DsDN8��M�Q ��I ��IPH`�c[<MoVZ[<R�s�� M�Y7Q4R��F[<VWQ$s�UZY�^_n �
q�S{[hq�]JQ<I

� �08�EF6-� 0 3z� �'/ � ��4 1 � �08;E�6-� 0 3 3�6 �FE.�0/ ��-03 2 � � �
P

���-� � ���A�A�., ���?�/��- � �A� � �$�$� �F�/.(, � ���
� �
�(, ���A�0� ��� ���$� �E� � � �.- ���-� � � , � �9� , � x ∈ M,

limn→∞P(Xn = x) = π(x)

���
π

�����$���F���$-; ,�� �/.�, � ����� �
���0� - � ��� ��� �����$�>�F� ��� ���
P.

�����
	��������������	����
) # ! . � ! �2� ��� $ �  � ��� &�! � � ! � !)(+* � ! � � � � � � � � ����� ��� T � ! *���!)(  !"�  ��� � $ � ����7 Xn = Yn

&
T! � � � ! ��!)(+* � & � ! � �/� , ! &�$ ��� � $'&  $ + � � $ � !2&�! M ×M

* ����� � $ .�! $�� � !-*���� &��  � (Zn)
� � ������

�������
x ∈ M

!"�
n ∈ N

P(Xn = x) = P(Xn = x, T > n) + P(Xn = x, T ≤ n)

= P(Xn = x, T > n) + P(Yn = x, T ≤ n)

≤ P(T > n) + P(Yn = x).

)  ���  
P(Xn = x) − P(Yn = x) ≤ P(T > n)



�<w ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

!"����* $ � � ��( , �/�  !��
|P(Xn = x) − P(Yn = x)| ≤ P(T > n).

	 ��*�* � � � ��� (�$  � ��! � $ � � (Y0)
&�! � �  π.

 $ �  � #�$5�  $ ��. !8� Yn

! � � &�! � �  π
!"� &�� ��.

|P(Xn = x) − π(x)| ≤ P(T > n).

� ��(+(+!
(Zn)

! � � � ,). ���/��! � ��! * � �  �  #�! & *�����* � �  �  � � � � � � � � � T
! � � $ �  *���! � ����! ��� ��!)(+! � �!"�

limn→∞P(T > n) = 0.

+ 3 0 @D6���-03z� �'/ �'/ � K;N
P
Q`R�O�NJSXS�U4sDM�V OXNPq�]PQcQWO�[<�FU`S�NJ^DsDN'�_M�Q'no[hNpR�Y�^_Y Y�U4VWQ4R�RX[hNJS�Q`n�QZY�O}SXU7�

VWM�SXSXQZY�O}� ^_R�NPO�NPu0^_Y�� QZM�O�[hM�RXR�N.s�UZn�^<Y�O�SXQZS�]JQbS�U4R�M�]�O{[9O$R�M�NP�9[hY�O

limn→∞P(Xn = x) =
1

E(Tx)
.

k'Y � ^<M�S�S{[rVZ^<Y�R�M�]PO�Q`ST�0I�K?I�,�^<M�]P^_M�R�Q�	 x<w ��^<M�+TQZ�;M ��	 �<� ��� ^<M�STM�Y�Qb��SXQZM��_Q<I

�

I2I2I !�"$# %<'*),+?-;/0"$12%�3&42#&+ I2I2I

1���� � *���%���� � � ��
 % � # ���&� � �&��# ������%�� ���9����'(� *�#	�9���

- -
)&+8H*'*@>@E'G+?'*H�@?12"$) )&"$#&+ B&=���)&12+E+?"$)&+842'*+8H �&-�� )&'*+ B ' � -
%�#$";/ +?#&% #&) '*+E3�-
H*' )&"$) )&=*H;'*+E+.-
12%>'��8'*)0@B&=*)&"��
%&%E--%&42'$I � '�3 %E12)&H*123�-
4 %E=*+E#&4 @.-A@ 3&%>=*+?'*)0@?=�12H*1 '*+>@�42' @��&=*"$%�/��8')" I �&I ��6�#&1 1$=*)&=*%?-
4212+E' 4 -(3&%>"$3F"$+?1 @E12"$) " I0�$I "
(ii)

'�@
�8"$)�@E%E'�6�#DC #&) ' H3��-�� )&'8B&' � -
%$#$" / 3�'*# @ @E"$#-5E"$# %E+XF*@E%>' 3F'*)&+E=;' H*"��7�8' #&) +�& +E@�/��8' B,& )�--�81 6 # '-
42=;-A@E"$12%E'$I � '*+�)&"��*%&%>'*#&+?'*+ 6�#&'*+E@E12"$)&+�%>';4 -A@E1 /0'*+ -
#�� H*"��83F"$%>@E'��8';)0@E+�-
+�& �83 @?"
@E1 6�#&'*+ B ';+DH ��-�� )&'*+ 1$=*)&=*%?-
42'*+)&'�+?"$)0@ 3&-
+ --%F"$%>B&=*'*+ I 
 ) 3�"$# %E%E- H*"$)&+?#&4 @E'*% ((H*' +?#-5>'�@�42'�+?'*H*"$)&B�@E"��8'�B&' - -
H � # )�-�� : -
+E@E'*4242' '*@ - #�
�" 	0����3F"$#&%�#&)&' 12)0@E%E"�B&#&H�@E12"$)G"$# � '9& ) '�@����';'*B,& 	 "�"� 3F"$#&%(3&42#&+�B&' B =*@?-
1242+ I
3("$#&+<+E#&3&3F"$+?"$) + 12H*1 6 # '

M
'*+>@ #&),+?"$#&+ ��'*+?3�-
H*' B&'

Rm
"$#G3 42#&+ 1$=*)&=*%E-
42'��8';)0@ # ) %F"$%E=*4212'*)GBDC #&) '*+E3�-
H*'

�8=�@E%E1 6�#&' H*"��83&42'�@�'�@�+?=*3�-
%E--%&42' 8 124F'�� 12+E@E' #&)&' +?#&1 @E' B&=*)&"��
%&%E--%&42' '�@�B&'*)&+?';:.Ia�<)8@E'*4D'*+?3�-
H*' +;C -
3&3F';4242'<#&)'*+?3&-
H;' 3F"$42"$)�-
12+;I � C '*+?3&-
H;'
M

+?'*%?- @?"$#-5>"$#&%>+ ��#&)&1�B&' +.-�@E%>10%&# %F"$%>=;4212'*)&) '
B(M).

��� � ��( � 
 �\� � ����% �D��� ���;�&�D��
��
� ����461ML�13+�4��.P Q�P%N�� = 4.+&Y�]J- W!2 L H ]J4!K 13L?1 +�4 @�� F

M
?�@�
 �,=�?=�9:�� � �%� ?

P = {Px}x∈M

A�? ��F$H��3:��;� � � 
 @�@
@�� F

M

 ? � � ?XA �;? �,H� F 
 H� 
7�3H�F�@ � � ?�=

G ∈ B(M),
��k : �	��� � 6 :
�� H�=

x ∈ M→Px(G) ∈ [0, 1]
?�@�
b�*?�@�� F$:$��� ?�



� � � � � ���6� 	�� ��� �������!����� ��	�� 	 � ��� � � ����� 	 ��� ��� ��� 	 � ��H

� 0 1 M
'*+E@���)&1 "$# B =;) "��*%&%E--%&42'�' 42'*+ 6 # ';+>@?12"$) +�B&'*�8';+E#&%E--%&12421 @?= )&' +?' 3�"$+E'*)�@ 3�-
+�' '�@74 - B&"$) )&=*'8BDC #&))&"�&�-
# B&' @E%?-
)&+E1 @?12"$)

P
'*+E@ =56�#&1 /$-
42'*)0@?' ( 4 -8B&"$)&)&=*' BDC # )&' � -A@E%E12H*' B '�@E%?-
)&+E1 @?12"$) 8 ';) H;"$%>'8)&"
@E=*'

P
:�I 1�4+E#�D @�B&' 3F"$+?'*%

Px({y}) = P (x, y).
� 0 1 λ

'*+E@�#&)&' �8'*+E#&%E'<3F"$+?1 @E1 /0' +?# %
M

'*@
r(x, y)

#&) './ "$) H*@E12"$) %F"$%E=*4212'*)&)&' +E#&%
M ×M

3F"$+?1 @E1 /0'<@E'*4242'"6�#&'
R

M
r(x, y)λ(dy) < ∞,

-
42"$%E+(4 -�/ --�8124242'<B&' 3 %E"�%�--% 12421 @?=*+ B =	�&)&12' 3�-
%
Px(dy) =

r(x, y)λ(dy)
R

M
r(x, y)λ(dy)

,
+?1 Z

M
r(x, y)λ(dy) 6= 0, δx(dy)

+?12)&"$)
'*+E@(#&) )&"�&�-
# B&' @E%?-
)&+E1 @?12"$)�I
� � '8)&"�&�-
# B&' @E%E-
)&+?1 @E12"$)

P
@E%?-
)&+ / "$%$�8'8#&)&'�/ "$)&H�@?12"$)��8';+E#&%E--%&42'7%F"$%E)&=*'

h : M→R
'*) #&)&'�/ "$)&H�@?12"$)

�8'*+?# %?--%&42' %�"$%>)&=*'
Ph : M→R

B&=
��)&12'73�-
%
Ph(x) =

Z

M
h(y)Px(dy)

8 " I0�;�(:
'�@(#&)&'4�8'*+?# %E' 3F"$+?1 @E1 /0'

µ
+?#&%

M
';) #&)&'4�8'*+E#&%E' 3F"$+E1 @?1 /0'

µP
B&=
��) 12' 3&-
%

µP (G) =

Z

M
Px(G)µ(dx).

8 " I0����:
3F"$#&% @E"$# @

G ∈ B(M).

G:H +JI�+JK1ML�13+.4 �.P Q�P � ��H�� 

(f, m)

�,= @���@�
 � �*?*A��=�:�� �%A �;?*:�� @ :
 H�� F$? @�� F C �	� � H�F9@
SV1Bi � : ��:��X�%� � ?

P = {Px}x∈M

A�@�� =a� ? � :�F

Px(G) = m(θ ∈ Θ : fθ(x) ∈ G)
?�@�
 �,= =�H��:	� A ? 
 F$:�=�@l� 
�� H�=E: �	� ? � @8� ? 4.+&Y�]J-`1B4!W�-61ML � :�F

(f, m) ;SV1B1%i � H�,F 
 H� 

x ∈ M, Px

?�@�
b� : � H���� � : #�? A�?
m

� :�F
� k :��	��� � 6 :
�� H�=
θ ∈ Θ 7→ f(θ, x) ∈ M ;SV1B1%1Bi �,H� F 
 H� 
 ?>�9H�=�6 
�� H�=

h
�*?�@�� F�:���� ? �3H�F9=�@ ?��

Ph(x) =

Z

Θ
h(f(θ, x))m(dθ) ;

SV1��!i � H�,F 
 H� 
 ?
� ?�@��,F$? � H�@l� 
��>I-?
µ
@�� F

M
? 
 
 H� 
 ?7�9H�=�6 
�� H�=

h
� ?�@��,F$:��;� ? ? 
>�3H�F9=�@ ?��

µ(Ph) = (µP )h =

Z

M

Z

Θ
h(f(θ, x))m(dθ)µ(dx)

H�
µP

?�@�
DA�@�� =a� � :�F����$��������? 

νh

�
ν
� ?�@��,F$?��

h
��H�=�6 
B� H�=� ?�@�
 �,=�? =�H
 :
�� H�=�� � @��;?;�%� ?�� �,H� F

R

hdν.

�����
	��������������	����
0 "$1 @

Ξ : Θ × M → {0, 1}
4 C -
3&3&4212H;-A@E12"$) B&=
��) 12' 3&-
%

Ξ(θ, x) = 1{f(θ,x)∈G}.

� C -
3&3&4212H;-A@E12"$)
Ξ
=�@?-
)�@ �8';+E#&%E--%&42'�'F42'7@��&=*"$%$/��8' B&' ��#;%&12)&1 8 /0"$12% ��"$)�&)	0��' : �&-
3&1 @?%>' " I �?��"$#,4 C -
3 �3F';) B&12H*'�' @3�&=*"$%$/��8'
� I " I0��"(:�)&"$# +<B&1 @ 6�#&' 4 C -
3&3&4212H;-A@E12"$)

x →
Z

Θ
Ξ(θ, x)m(dθ) = m(θ ∈ Θ : f(θ, x) ∈ G)'*+E@�-
#&+?+E1;�8'*+?#&%E--%&42'$I � '�%>=;+E#&4 @?-A@�+?# % 42'*+ / "$)&H�@E12"$)&+�'*+>@�#&) '(H*"$)&+E=56 #&'*)&H*'<H;4 -
+E+?1 6�#&' B&'�4 C 12)0@?=�1$%E-A@?12"$)3�-
% %E-
3&3F"$%>@ ( # )&' �8'*+?#&%>' 10� --1$' 8 /0"$12% 4 C -
3 3�'*)&B 12H;';: '&'�@�H*'*42#&1D+E#&%�42'*+2�8'*+?#&%>'*+�@?%E-
B&#&1 @(+?'*#&42'��8'*)0@4 -�B&=
��) 1 @?12"$)DI



��� ����� ��� � ��� � � �������!������	��
������� � �

� '�@��&=*"$%$/��8'�+E#&1 /$-
)0@ 1$=;) =;%E-
4212+?'�4 - 3 %E"$3F"$+?1 @E12"$)7" I0�$I "
(ii)

'�@ �8"$)�@E%>' 6�#&'�@E"$# @ )&"�&�-
# 3F'*# @�F�@?%>'(/ # H*"��7�8'42' ) "�&�-
# 12)&B #&1 @�3�-
%(#&),+$& +>@3/��8' B,& )�--�81 6�#&'7-
42=;-A@?"$12%>'$I

 � �$+ H�� � 2 �.P Q6PMd < H� F 
 H� 
 =�H��:� A�? 
 F$:�=�@"� 
�� H�=

P
@�� F

M,
�%� ?����>@�
 ? � =�?7: �	��� � 6 :
�� H�=g� ?�@��,F$:��;� ?

f :

]0, 1[×M→M

 ?;�%� ?,A �;?

P
@9H�� 
:� ? =�H ��:�g�>=�A��� 
 �,:�F

(f, λ)
H�

λ
A�@�@l�M#�=�?,� : � ?�@��,F$? A�? � ??��?�@�#�;? @�� F

]0, 1[.

� /
-
)�@�' '*@ - ��) ' B&' B&=��8"$)�@E%>';% H;'�@>@?',3&%E"$3F"$+E1 @?12"$) ' %E-
3&3F'*42"$)&+8H*"��7�8';)0@�+?10� # 42';% #&)&' /$-
%>1 --%&42',-
42= -A@E"$12%>'%>=*';4242' ( 3�-
% @E12%8BDC #&)&',/
-
%E1 --% 42'G-
42=;-A@?"$12%>' B&' 42"$1�#&) 1 / "$%$�8',+E#&%
]0, 1[

8 "$) 3�"$# %E%E- H*"$)&+E#&4 @?'*% : "��8'�@?+ 	 �,': ��-
3&1 @E%>' 1.I �� ( H*' 3&%>"$3�"$+ :�I
U�2�� � 2 �.P Q6P Q S��61 � - � ]&L?1 +�4,W M-64.2 ��] H 13]�/ � 2 H �$2�� �32&i?P ��H�� 


Y
� =�? I-:�F�� :���� ?4:�� @ :
 H��>F$?BF�@ ?;�%� ?BA ?Z�9H�=�6��


�� H�=�A�?7F�@�� :�F�
�� 
B� H�=
F : R→[0, 1]

1 I '0I
F (t) = P(Y ≤ t).

��H�� 

F−1 :]0, 1[→R �

��k � =�I�?�F9@9?��BA�?
F
A�@ � =a� ?

� :�F �

F−1(u) = inf{t ∈ R : F (t) ≥ u}.
� � H�F9@V� �,H� F 
 H� 
 ?
I�:�F�� :��;� ? :�� @ :
 H��>F�?

U
A�? � H�� �,=a� �9H�F��*?*@�� F

]0, 1[
�
Y
? 


F−1(U)
H�= 
��
	 �*? � H��B�

�J� A�? ��� �,@
F
?�@�
26 H�= 
��>= �;?��

F (Y )
@��$� 
>� : � H�� �,=a� �9H�F��*?*@�� F

[0, 1]
�

�����
	��������������	����
1�4 +?#$D @�B&' %>'�� -
% 6�#&'*%"6�#&'

F−1(u) ≤ t ⇔ u ≤ F (t).
-�C "�

P(F−1(U) ≤ t) = P(U ≤ F (t)) = F (t).
0 1DB ' 3&42#&+�'

F
'*+E@(H*"$)0@?12)�#&'�'

F ◦ F−1 = Id
'�@

F (Y )
-*�'F��8'(42"$1 6�#&'

U
I

G:H 2�- �J2 W�- L�� �$+ H�� � 2 �.P Q�P d��
0 #&3&3F"$+E"$)&+�'�B�-
) +,#&) 3 %E'��812'*%8@?'��83&+�' 6 # '

M
';+>@,# ) %F"$%E=*4212'*) B&'

R.
0 "$1 @

Fx

4 - / "$) H*@E12"$) B&'%E=*3�-
% @E1 @?12"$)GB&'
Px

8V�B� ??�
Fx(t) = Px(] −∞, t] ∩ M)

: '
F−1

x

4 C 12)�/0'*%>+?' B&'
Fx

8 /0"$12%(42'��7�8' " I �&I ��: '�@
f :]0, 1[×M→M,

4 C -
3&3 4212H -A@E12"$) B&=
��)&12' 3&-
%�
f(θ, x) = fθ(x) = F−1

x (θ).
-�C -
3&%$/*+�42' 42'��7�8' " I �&I �

λ(θ ∈]0, 1[ : fθ(x) ∈ G) = Px(G)3F"$#&% @E"$# @*%�"$%>=*4212'*)
G ⊂ M.

: '*H*1�3&%>"$# /0' 4 -,3&%>"$3�"$+E1 @?12"$) B&-
)&+ H;' H;-
+ 3�-
%>@E12H*#&4212'*%;I - -
) +�42'8H;-
+
1$=*)&=*%?-
4 "�

M
'*+E@4%F"$%>=*4212';) BDC #&)G'*+E3�-
H*' 3F"$42"$)�-
12+�'�"$) # @?124212+E'�42'�%E=*+E#&4 @.-A@7+E#&1 /$-
)0@
�

M
'*+E@8�*?�@�� �

F$:$��� ?;� ?�= 
�� @9H�� @ 
 F��%A �,?�� �,= ��H�F�@;� � ?�= A�?
R ;

H$C '*+E@ � (���B&12%>'�6�#DC 124F'�� 12+>@?' #&) ' -
3&3&4212H;-A@E12"$) �8'*+?# %?--%&42'12)-5>';H�@E1 /0'
Ψ : M→R

@E'*4242' 6 #&'
M̃ = Ψ(M)

'*+>@ #&) %F"$%E=*4212'*) '�@
Ψ−1 : M̃→M

'*+E@ �8'*+?#&%E--%&42'$I���B �
�8'�@E@E"$)&+ 3F"$#&%(4 C 12)&+>@.-
)0@ H*'7%>=;+E#&4 @?-A@ '�@</0"�&0"$)&+ H*"��7�8'*)0@<124D3�'*%$�8'�@<B ' H*"$)&H*42#&%>'$I 0 "$1 @

P̃
42' )&"�&�-
#+?#&%

M̃
B&=
��) 1 3�-
%

P̃y(G) = PΨ−1(y)(Ψ
−1(G)).

-�C -
3&%$/;+ H*' 6 #&1 3&%>=*H�/*B&'�'
P̃

'*+E@ 42'�)&"�&�-
# 12)&B&# 1 @3�-
%�#&)8+$& +>@3/��8'�B,& )�--�81 6�#&' -
42=;-A@E"$12%E'
(f̃ , λ).

1�4F+?#$D @ -
42"$%>+�B&'(3F"$+?'*%
fθ = Ψ−1 ◦ f̃θ ◦Ψ

3F"$#&%�@E"$# @
θ ∈]0, 1[. 
 ) /0=;%>1 ��' -
42"$%>+ / -
H*1242'��8'*)0@ 6 # '

P
'*+E@(42' )&"�&�-
# 12)&B&#&1 @(3�-
%

(f, λ).1�4�%>';+>@?' ( �8"$)0@?%>'*% 6�#&'
M

'*+E@
�8'*+?#&%E--%&42'��8'*)�@ 12+E"��8=*@E%>1 6 #&' (,# ) %F"$%E=*4212'*)DI�!�"$#&%�H;'�/ -
12%>' ) "$#&+-
4242"$)&+�3&%>"$# /0'*%"6�#&'
�
� 
 ) / -
1 @�4 - H*"$)0/0';)0@E12"$) ��--%&1 @E#&'*4242' 6 #&' 4 C 12)�/�B&' 4 C '*)&+?'��
%&42' / 12B&' '*+E@

+∞.�4 '�� -
% 6�#&"$)&+"6�#&'
f
'*+E@ �8'*+?# %?--%&42' H -
%

{(θ, x) : fθ(x) ≤ t} = {(θ, x) : Px(] −∞, t] ∩ M) − θ ≥ 0}.
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8 -(:
M

';+>@ �&"��8=*"��8"$%E3;� 'B( #&),+E"$#&+�� ';) +?'��*%&42' B&'
[0, 1[N

� # )&1DB&' 4 -7@?"$3F"$42"�1$12'73&%>" B #&1 @6�
8 %.: 124�'�� 12+>@?'7#&)&' 12)�5E'*H�@?12"$)

γ : [0, 1[N→[0, 1[
%&10�8'*+?#&%E--%&42' 8

γ
'�@

γ−1
+E"$)�@ �8'*+?#&%E--%&42'*+ :.I

� C '*+?3�-
H*'
M

=�@.-
)0@(3�"$42"$)&-
12+�' 124�'�� 12+E@E' #&)&' / --�8124242'
{pn}

B&=*)&"��*% %?--%&42' '�@�B&'*)&+E' BDC =*42=��8'*)�@E+ B&'
M.0 "$12'*)�@

Φ : R+→[0, 1[
'*@

H : M→[0, 1[N
42'*+(-
3&3&4212H;-A@E12"$)&+(B&=
��)&12'*+ 3�-
%
Φ(t) =

t

1 + t'�@
Hn(p) = Φ(d(p, pn))"�

d
'*+E@<4 - B&12+>@.-
)&H*' +?#&%

M.
1�4�)DC '*+>@<3&-
+ B&1 D8H*1242' B '7/0=*%>1 ��'*%"6�#&'

H
'*+>@ #&) �&"��8=*"��8"$%E3,�&12+3�8' B '

M
+E#&%

H(M)
'&H;' 6�#&1D3 %E"$# /0'

(a)
I!�"$#&%<H3��-�6 # '

ω ∈ [0, 1[,
12)0@?%>"�B&#&12+?"$) +<4 - B =;H*"��83F"$+?1 @E12"$) B,&�-
B&1 6�#&'7B&'

ω

ω =
∞
X

n=1

1

2n
Bn(ω),

"� 4 - +E#&1 @E'
B(ω) = (Bn(ω))n≥1

3&%>'*)&B +E'*+ /$-
42'*#&%>+8B�-
)&+
{0, 1}

'�@8'*+E@8%>'*+E@E%E'*12)0@?' (G+?-A@?12+ / -
12%>'
card{n : Bn(ω) = 0} = ∞.

� C -
3&3&4212H;-A@E12"$)
B

'*+E@<#&)&'712)-5>'*H*@E12"$) % 10�8';+E#&%E--%&42' B&'
[0, 1[

+?# %
{0, 1}N6 # 1�@E%?-
)&+ / "$%$�8' 4 -
�8'*+E#&%E' B&' � '�%F';+�1$#&'7'*) #&) ' 3&%E"�%&--%&12421 @?=73&%>"�B&#&1 @('�@�6�#&1�%E'*)&B 42'*+�H*" "$%>B&"$)&) =;'*+

Bn(ω)
12)&B&=*3F'*)&B�-
)0@?'*+ '�@<B&'4�'F��8' 42"$1�B&'���'*%E)&"$# 42421 I

0 "$12'*)�@ � -
12)0@?'*)�-
)0@
B : [0, 1[N→{0, 1}N×N

4 C -
3&3&4212H;-A@E12"$) B&=
��) 12'�'&3�"$# %
ω = (ωn)

'�3�-
%
Bm,n(ω) = Bm(ωn),

α
#&)&' %&1 5>'*H*@E12"$) B&'

N
+?# %

N × N
'�@

α̃ : {0, 1}N×N→{0, 1}N
4 - %&1 5>'*H�@?12"$) 12) B&#&1 @E'8B&=
��)&12'�'�3F"$#&%

b = (bn,m),
3�-
%

α̃(b)n = bα(n).� C -
3&3&4212H;-A@E12"$)
γ = B−1◦α̃◦B

'*+E@�# )&'�12)-5>'*H*@E12"$)B%&10�8'*+?#&%E--%&42' B&'
[0, 1[N

+E#&%
[0, 1[

6 #&10@E%?-
)&+ / "$%$�8'�4 -
�8'*+?#&%>'�3&%E"�B&#&1 @

λN
'*)

λ.
: '*H;1�3 %E"$# /0'

(b).
� ) ��) '

(a)
'*@

(b)
�8"$)0@?%>'*)�@ 6�#&'

M
'*+E@ �8';+E#&%E--%&42'��8';)0@12+?"��8=�@E%E1 6�#&'B(

γ ◦ H(M) ⊂ [0, 1[.

��.2 H ��1 ��2 �.P Q6P3e ��� � 
��� �/������� � 
 ��� ��
��$ ��� ��� ��� �.� �/� ��� � �	 �0
 � � � �.
 ��� 
 ���	�� � 	 �  � {Fk}k∈N� � ! � $�(  %�%� !2&�! � � ��. �  � ��� &�!-� , *�$ �/�  �  � ��� � � � � �/��!"����� �  %� ! �  � ��!�� � !�$ *�* �  . $5�  � �

Ψ : [0, 1[ →R
N,

u →Ψ(u) = (Ψn(u))n∈N

��! �%� !�� ��! �  U ∈ [0, 1[
! � � � � ! #�$5�  $�� � ! $ � , $5���  ��!�&�! � �  � �  � � ��(+!�� � ! � #�$ �  $�� � ! � {Ψn(U), n ∈ N}

� � � �  � & , * ! � &�$ � ��! � ! � Ψk(U)
! � ��&  � �/�  ��� , ! � ! � � � Fk. � � * �����/� $ � �  ��� *  ��!"�2&�! � $ *���!)��# !�&��� !�, ���-,)(+! � � (4� � �

��� � ��� ���������$%����	��
����������� ��� ��������������� ���	��� ���!� ���	�

��"$#&% &('*),+ #.- ).+ /�01'*2�) #,3 & 3 /�/�� "4- & # '-�5+ 66) " 0 " 2$� " / -."87 '*9 7 ).9 " 2 /:' 7 +;9 " � "<# /�9='>9 % + - )@? "A7 / " ).2

(X0,X1, . . . ,Xn)
3 + %B#C7A%B#.# '��;/�9 % +�+ # + /D+='*9 "

µ
8���� ??�.9='E9 % + -."

X0

:GF
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G:H +JI�+JK1ML�13+.4 �.P Q�P R ��H�� 

X = (Xn)

� : 
 F$:�E�? 6 
 H�� F$? A.k �,= @���@�
�� � ? A��=�:��X�BA �;? :�� @ :
 H�� F$? � �V��� � �BA�?,� H��
�>=a� 
B� :�� ?

µ.
� � H�F9@ � H�,F 
 H�,@
�3H�F�@ � � ?�=�@

A0, . . . , An

A ?
M,

P(X0 ∈ A0, . . . ,Xn ∈ An) =

Z

A0

Z

A1

. . .

Z

An

µ(dx0)Px0(dx1)Px1 (dx2) . . . Pxn−1(dxn).
8 "&F0���(:

�����
	��������������	����
1 9 3 )�D / -." ?��A2 + � " 2 8 "&F0���(:�0.'*2�2�� 7 ).2 2 "A#.7A"	3 )&2

n
F�� % ).2

n = 0,
7�� "A3 /��G?6+ -."A# / 7 '*2

P(X0 ∈ A0) =

µ(A0).
� % ).2

n = 1,

P(X0 ∈ A0, X1 ∈ A1) = P(X0 ∈ A0, fθ1
(X0) ∈ A1)

=

Z

A0

µ(dx0)

Z

Θ
1{f(θ,x0)∈A1}m(dθ) =

Z

A0

µ(dx0)Px0(A1),

" / '*+ #&3 + -&"�3 ).+ / " F
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A0, . . . , An

>�*
M,

P(X0 ∈ A0, . . . , Xn ∈ An) =

Z

A0

Z

A1

. . .

Z

An

µ(dx0)Px0(dx1)Px1 (dx2) . . . Pxn−1(dxn).
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w E

M
365[:CG?Kx3;KU5=3;7 ^?_ 39ycK?E{z|36K}M O]I :=Egj`G?3m: O d65 p\OXI KU@U~e3b:

π
G?KU3 _ >\E�5[G O

M
j`G?3 _�k >\K

Q <?3 O]Q <?3s��5=EF7HG _ 3 O��i_�k Eg@A8;3Z@A3 Q 3B5m7m8;:=<?>A@A3B5 Q >LKc5[Eg5u:X3s��3bqAM O EJ7m3 O
π
Q >\7m793 _JI 79365=G O 3

EFKrY IPO E I K`:=3(@ k G?K?3 Q < ITS K?3R@A3RV ILO=W >TY�3 OXp >A@AEgj`G?3f5=G O
M.� 3 Q < I M?EF: O 39@A>LEF: ^ 3 I G Q >LG?M I G _ EJY O 3 O 8 Q 3;K`:C@A3���3 O K IPO @Z� Q;ILO :�� � �T��I EFKc5[Eoj`G k � Q 3 _ G?Eo@A3

V IPO EJ3��{G?�U>��J�6� � v�2 I�_ 3 Q :=G O 3�@?3 Q 3B5 _ EJY O 365�365[:�: O dB5 IL^ > O @ IL^?_ 3Lv�2�3 _ 3 Q :=3;G O tN: O >LGUYL3 O]I
@ k EF79M	> O : I K`:]5�@A86YL3 _ >LMUMc367m36K`:X5�:=<?86> O EJj`G?3B543b:�@A3�K?>L7 ^?O 36GU5=365 O 8b�|8 O 36K Q 3B5 ^ E ^?_ EF> pLO]I M?<UEJj`G?3B5
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w >LEF:
M
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π
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P
E OXO 8B@AG Q :=E ^?_ 3
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�|>LK Q :=EJ>LK
f : M→R

5=>LGc5
π,

Eπ(f) =
∑

x∈M

f(x)π(x) ;

>LG ^ EF36K�j`G?3 _�k >LK Y\3;G?E _J_ 3�M O >A@AGUE O 3 G?K�8 Q < I K`:=E _F_ >LK @?3 _ >LE
π. � K?3N798b:=<U>r@?3�K I :=G O 3 _J_ 3z @AEF:=39@A3�� �"!$#&%�')(+*",)-.�0/1*",�2435*768!9%�:�%;� *",=<>�"?�>LG@�A(��A(4~ Q >\KU5[Eg5[:=3H� p 86K?8 O 3 Of_ 365f8b: I :X5

5[G Q;Q 3B5=5=EF� 5
X0, . . . , XN

@ k GUK?3 Q < I S K?3H@?3HV ILO=W >TYs@A3mK?>Tt I G
P
��M IPO :=E O @ k G?KN8b: I :eEJK?EF:=E IP_

X0
@A3 _ >\E�j\GU3 _gQ >LKcj\GU3�z|M IPO 3bqA3;79M _ 3 _gI�_ >\E�G?KUEh�|> O 793m>LG GUK?3H7 I 5=5=3H@A39�eE O]ILQ ~ v � k I M O d65
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SN (f) =
1

N

N∑

k=1

f(Xk)

365[:�z|M	>LG O
N
I 5X5[3GF pLO]I KU@IH ~fG?K?3 ^ >LKUK?3 I MUM O > qAEJ7 I :=EJ>LKx@A3

Eπ(f),
3;: _JI�_ >\E�@A3

XN
3B5u:

M O > Q <U3f@A3
π.

J�KMLNK=L O �MP����1Q�R
SET � �	� 
�UR �����4� �MQ<�

� I KU5o@A3�K?>\7 ^?O 3;G?q Q;I 56n _gIf_ >\E
π
j`G?3 _�k >LK Q <?3 O]Q <?3��(5[EJ7�G _ 3 O K k 3B5u:oM I 5o@A>\K?K?8;3 I M O EJ> O E

Q >\7m793 _gI 793B5[G O 3�EJKrY ILO E I K`:X3 @ k G?K?3 Q < I S K?3 @A3NV IPOXW >TY v�2 k IL_Fp > O Eh:X<?793�@A3�VZ3;: O >LM	> _ EJ5
M O >r@?G?Eh:�G?KU3 Q < I S K?3R@A3CV ILO=W >TY O 8;Y\3 O 5[E ^?_ 3eM IPO�OXI M?M	> O :��

π.V K 5[3�@A>LK?KU3DG?K?3D7 I : O E Q 3�@A3�: OXI KU5[EF:=EJ>LK}7 ILO=W >TY`EJ3;KUK?3
Q
5=G O

M
n I M?M	3 _J_ 8;3XWY*"#Z,)[\24%]:�%

^�_ -.%42�#`[\�7!5a	:=3 _F_ 3Cj`G?3RMc>\G O :=>\GA: Q >\G?M _ 3 (x, y) ∈ M,

Q(x, y) > 0 ⇒ Q(y, x) > 0.

w >LEF:
h :]0,∞[→]0, 1]

G?K?3(�|>\K Q :XEF>\KYL8 O EFy I K`:

h(u) = uh

(
1

u

)
.

b IPO 3bqA3;79M _ 3
h(u) = inf(u, 1),>LG ^ EJ3;K
h(u) =

u

1 + u
.

b�>LG O
x 6= y,

M	>\5=>LKc5

R(x, y) =

{
h
(

π(y)Q(y,x)
π(x)Q(x,y)

) 5[E
Q(x, y) 6= 0,

0
5[EJK?>LK�v z �UvF� ~
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V K Q >LKU5[: O G?EF: IP_ > O 5�GUK?3R7 I : O E Q 3R@A3f: O]I KU5=EF:=EJ>LK
P
@A8;yUK?EJ3RM IPO

P (x, y) = Q(x, y)R(x, y)
z �Uv B\~

Mc>\G O
x 6= y,

3;:
P (x, x) = 1 −

∑

y 6=x

P (x, y).

2 I M O >LM	>\5=Eh:XEF>\K�5=G?EJY I K`:=3(365[:�EF797986@?E I :=3Lv
���
	��	���������	���������������! ^! /�/1� ^ %#"  % π

2435*7,�$>% # �  ^ - % ^ /5�7[8!1# ^ :>% M. % * WY*"#Z,)[\24% P: _�& !$[\% /1*",('*),+.-0/]% #�'*),+�12/ % ^ # , _ ?"% , ^ [�3�-.%�/1*", , * /�/1�",)#54 π. 6 -8- %�% ^ #�[8,), _ :  2�#Z[�3 -.% ^ [ Q % ^ #
[8,), _ :  2�#`[�3�-.%�+87$[+:>% / -  ^ h(u) < 1

' /1*",;%:9 %�W�/ -.%
h(u) = u

1+u

/ a %�-8-.%;% ^ # * / _ ,)[\� :"[�"  %�+

2 k IP_Jp > O EF:=<?793¢5[G?EJY I K`:6n Q > OXO 3B5[M	>LKU@ I K`:�� _JI 5[EJ7�G _JI :=EJ>LKH@?3 _gIfQ < I S K?3�@A3�KU>Tt I G
P
nP5 k I M?M	3 _J_ 3

-<; *"- $>�7,)[8#83
W %Y:>% � %�#`,=�4/5�7- [ ^ +

= : I Mc3
0. > K?EF:=E IP_ EJ5=3 O X0.= : I Mc3
n + 1.z w 8 _ 3 Q :=EJ>LKc~ � <U>LEg5[E O

y
I YL3 Q{_gIm_ >\E

Q(Xn, y).?�E O 3 O G?KK?>L7 ^?O 3
U
I G< I 5 ILO @�@ I Kc5

[0, 1].w E
U < R(Xn, y)

ILQ6Q 3;M?:=3 O�_gI 5[8 _ 3 Q :XEF>\K#@
Xn+1 = y ;w EFK?>\K4n O 3b�|GU5=3 O�_gI 5[8 _ 3 Q :=EJ>LKA@
Xn+1 = Xn.
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EH��TYZY�
EV�
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G?K�3;KU5=3;7 ^?_ 3 yUK?E(3b:

G = (S, E)
G?K pLO]I M?<?3�5=tr798b: O Egj\GU3e5=G O

S. � KU3 Q >\KAy p G OXI :=EJ>LK�@A3 ^ /13^]�,=% ^ :  , % ^ 5[G O G 365[:G?K?3R5=G?Eh:X3(yUK?EJ3
x = (x(s))s∈S ∈ {0, 1}S

:=3 _F_ 3Rj\GU3
x(s)x(v) = 05[E

s
3b:

v
5=>LK`:f@?3;GAq�5=Eh:X365 I @ � I\Q 3;K`:]5;v	2 I�Q >LKU@?Eh:XEF>\K

x(s) = 1
z O 365=Mc3 Q :XEFY\3;793;K`:

x(s) = 0
~

5 k EJK\:X3 O M O db:=3 Q >L79793 _JI M O 865=3;K Q 3Dz O 365=Mc3 Q :XEFY\3;793;K`: _lk IP^ 5 Q 3;K Q 3B~�@ k G?K?3CM IPO :=E Q G _ 3 I GZ5[EF:=3
s.243B54M ILO :XE Q G _ 3B54>\K\:iG?K�@AE I 79d;: O 3�K?>\KCK?8 p\_ E p 3 IP^?_ 3o@A3¢5[> O :X3�j`G?3�@A36GAqRM IPO :=E Q G _ 3B54K?3�Mc36G?YL36K\:

M I 5�> Q6Q G?M	3 O @A3B5�Mc>`5[EF:=EJ>LKc5�YL>LEg5=EFK?3B5;v
w >LEF:

M ⊂ {0, 1}S _�k 36KU5[367 ^?_ 3�@A365 Q >LKAy p G O]I :=EJ>LKc5e@A3�5=M?<?d O 3B5f@?G O 3B5f3b: π _gI M O > ^UIP^ E _ Eh:X8G?K?EF�|> O 793(5=G O
M.
2 k IL_Fp > O Eh:X<?793f5=G?EJY I K`:�Mc3 O 793b:{@?3C5[EJ7�G _ 3 O

π.
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= : I Mc3
0.
z > K?EF:=E IP_ Eg5 I :=EJ>LKc~ X0(s) = 0

Mc>\G O :=>\GA:
s ∈ S.= : I Mc3

n + 1.� <U>LEg5[E O G?KZ5[>\7m793;:
s
I G< I 5 ILO @�@ I KU5

S.w Eª:=>\GU5 _ 3B5�YL>\EJ5=EFKc5�@A3
s
5=>LK`: _ E ^?O 3656n Q <?>LEg5[E O

U
I G�< I 5 IPO @�@ I KU5Rz boE _ 3Ln�� ILQ 3B~ v

w E
U =

boE _ 3 @
Xn+1(s) = 1 ;w E

U =
� ILQ 3 @

Xn+1(s) = 0.

BDCFEV��� ��� E ���������
1) ���! �"$#&%' )(�*+%-,/. 0�,21434 �"65�7&8)%:9+ ��<;<�<=+%<>�5�%<?@5A*+>�04,$1B3� �"$5�7+8)%:=C%ED:%!5F �3B9G3B,$"$?<H

9G34*+ I,J0LKM34>&;'5�"$34> h(u) = u
1+u

%!5N,20�8-0O5F �"$;<%P=C%Q?F�',2%';'5�"$3B> Q : M × M→[0, 1] =+�'#&>&"$%R90O 
Q(x, y) = 1

|S| ?F" x %!5 y =C"6SUT' �%<>�5�%<>V*&>)?F%'*&,G?F"65�%�%'5 Q(x, y) = 0 ?F" x %'5 y =+"6SUT' �%<>�5�%<>V=+%<*CWA?F"65�%<?
0�*:8)3B"$>+?<X&�Y�' �"6#%' �%<>+?F*&"65�%�(�*&%Z,20[;\70^]J>&%�04"$>+?F"�9C �3_=+*&"65�%
%<?@5`"6 F ��^=C*&;'5�"$a&,$%
%'5`0�9G�' �"$3_=+"2(�*&%BX
2) b�8)9&,204>�5�%' �,c. 04,$1434 �"65�7&8)%V9G3B*C �=+"6SU�' �%<>�5�?�14 \0�9&7&%'?�%'5�%<>�=+�^=C*&"6 �%)*&>+%)%<?@5�"$8-0�5�"$3B>�>_*+8)�' �"2(_*+%
=C*I>+3B8[aC �%Z8)3^d�%<>I=+%Z?F9+7&T' �%'? Eπ(

P
s∈S x(s)).

BDCFEV��� ��� E �������Jegf
q h�iBjkljm�nlo&p&qr^sutC34"$5 G = (S, E) *&>I14 \049+7&%
?@dC8)�'5F �"2(�*&%Y?F*+ S #>&"cHC%'5 q *&>

%<>�5�"$%' ≥ 1. v�> q wyx�zB{$z4|\}/~^����=+% G %'?@5Y*+>&%Z?F*+"65�%Z#>&"$%

x = (x(s))s∈S ∈ {1, . . . , q}S

5�%<,$,$%Z(�*+%�=C%<*+W)?F"65�%<?�04=��@04;<%<>�5�?�>�. 04"$%<>�5�90�?�,20�8)�<8)%�;<34*&,$%<*C ^H+;4. %'?@5 34153 =+"6 �%Z(�*&% x(s) 6= x(v) 9G3B*C 
s %'5 v 0B=��@04;<%'>_5�?<X���0�(�*+%<?@5�"$3B>u=+%V?�0^��3B"6 )?F"�"$,�%'WC"$?@5�%V3B*�>&34>�=C%<? q

3 ;<34,23� �"2041B%'?V?F*C A*+>L14 \049+7&%
(�*&%',2;'3B>(�*+%
%<?@5�,$34"2>�=U. �!5F �%��'�C"2=C%<>�5�%BXG�`"2>+?F"cH?F" G %<?@5Y*&>E5F �"204>+1B,$%�"$,�>�. %'WC"$?@5�%�9&04?Y=+% 2

3 ;<34,$34 �"20414%
=C% G X&tC" G %'?@5�*&>V14 \049+7&%Z9+,204>0�"6 �%
04,$34 �?<H=�. 049C �T<?�,$%�Kc0�8)%<*+W)5�7+�<34 �T'8)%Z=+%'?�(�*0�5F �%�;<3B*+,2%'*+ �?<�^HC"2,
%'WC"$?@5�%
=C%<? q

3 ;<34,23� �"2041B%'?Z=+% G 9G34*+ q ≥ 4.

1) t_*&9&9G34?F3B>+?�(�*�. "$,�%!W+"$?@5�%�=+%'? q
3 ;<3B,$3� �"J0�1B%<?�=C% G. tC34"65 M ,c. %<>&?F%'8[a&,$%�=+%'? q

3 ;<3B,$34 �"20�1B%<?
=C% G %!5
π ,20�,$34"�*+>&"6KM3� �8)%�?F*+ M. �Z�<;! �"$ �%�*&>V04,$1B3� �"65�7&8)%
=C%
D:%'5F �349G3B,$"$?Y0<d_0�>�5 π ;<3B8)8)%`,$3B"U"$>C�40� �"20�>_5�%4X
D:34>_5F �%! `(_*+%Z,20A;!7&0O]J>&%�"2>&=+*+"$5�%
%'?@5�0�9G�' �"$3_=+"2(�*&%BX
2) by8)9&,20�>_5�%! �,/. 0�,21434 �"65�7&8)%4X
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�^������£
¡��&³ ���Eª\µO¶<·����<��¸����_�����F��¹��<º^��� F&» ��������� ? �Z &³ ¸����_�����F�`¹��<º^�\�-���������Z���\�_���� ��<�O�`���^������� ? �����y£����!�<���\�6�6�
�����C�^���^©����[���<�/�y�6�^©_����������� ? £���� ¼��!�'���6�^�A�6´
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∑
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@A3D:X>LGU5 _ 3B5�EF:=EJK?8 OXI E O 365�Mc>`5=5=E ^U_ 3B5
x = (x(1), . . . x(d))

> �
x(1) = 1

3;:
(x(2), . . . , x(d))365[:HG?KU3�M	3 O 7�GA: I :XEF>\K�@A3 {2, . . . , d}. 2�3 Q;ILO @?EFK IL_ @?3 M

365[:�@A>LK Q
(d − 1)!. � K K?>P: I K`:

x(d + 1) = x(1)
_ 3 Q >��?:{�H79EJK?EJ7mEg5=3 O 365[:

V (x) =

d∑

i=1

dist(x(j), x(j + 1))

>��
dist(a, b)

@A8B5[E p KU3 _gI @AEg5u: I K Q 3C@A3
a
�

b.

bi>\G O EJ79M _JI K`:=3 O�_�k IP_Jp > O EF:=<?793R@AG O 3 Q GUEh:�E _ � I G?:e@A8bycK?E O G?K?3 O 3 _gI :=EJ>LKZ@A3RY\>LEg5[EJK ILp 3(5[G O
M.
2�3�M _ GU595=EF79M _ 3 Q >LKc5[Eg5u:X3�� 8 Q < I K p 3 O @A36GAq YrE _J_ 3B5 @

x
3b:

y
5[>\K\:mYL>\EJ5=EFKc5�5=E¢M	>LG O G?K

Q >\G?M _ 3
2 ≤ i < j ≤ d, x(i) = y(j), x(j) = y(i),

3;: _ 365 I G?: O 365 Q >r> O @A>LKUK?8;3B5 O 365[:=3;K`:
EFK Q < I K p 8;3B5;v



����� �������������
	��
	�����������������������������������	�����	������������

24365my p G O 36595=G?EFY I K\:X365�5=>LK`: _ 3 O 865=G _ : I :D@A3 _�k IL_Fp > O Eh:X<?793s@?G O 3 Q G?EF:�5=EJ7�G _ 8 I YL3 Q
100YrE _J_ 3B5�@AEJ5=M	>\5=8;365 O 8 p G _ EJd O 3;7936K\:�@ I KU5 _ 3(M O 3;79EJ3 O�Q;I 5�3;:

30
Y`E _J_ 3B5 Q <U>LEg5[EJ365 I G�< I 5 IPO @�@ I KU5

_ 3R5=3 Q >LKU@ªv?� I Kc5 _ 3B5�@A3;G?q Q;I 5 _ 3 Q E O]Q G?EF:�EFKUEh:XE IL_ 365[: Q <?>LEg5=E I G< I 5 IPO @�� v

iter : 0 lg = 51.061205 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 1000 lg = 38.335783 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 2000 lg = 25.525525 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 3000 lg = 17.840201 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 5000 lg = 12.877175 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 10000 lg = 11.234877 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 20000 lg = 10.662742 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 30000 lg = 10.414214 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 50000 lg = 10.165685 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 80000 lg = 10.082843 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 100000 lg = 10.082843 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 200000 lg = 10.082843 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 300000 lg = 10 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 500000 lg = 10 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

iter : 800000 lg = 10 

× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×
× × × × × × × × × ×

� � .�ZY�
E �F��� % % ? � ! *2$ %  ,0:  24�"W;W %�,=24%0*7? %42 100
? [8-8-.% ^ +

��� �^��� ���������\� ���\� �<�6¤^�^��� ��²�´
��� �^� �_�^�����y� ���^���y�B� �y��� �6� ��� �y�  �� �M³ £��\�^�6�
��²O���y��� �	��
� F �� �� F �C�^� �����\�y²����6¡���� F ¯l���'´��'�y²B�\´��'���6¡��������/�<���B�6�6¡4���������'�6�B ��F¢ F ²O�y´
� §
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40000   4.2731073 
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50000   4.2284295 
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� � .�ZY�\E#�F�.M % %�?"� ! *�$>%  ,0:>%024�"W;WY% ,=24%;*"?"%42 30
?G[8-8-.% ^ *  31* ^ *", : +

BDCFEV��� ��� E ��������� f�� o���pq��Qq��	�[j�
��^n��ok/rOs®tC34"65 G = (S, A) *+>:14 \0�9&7+%
;<3B>+>&%'WC%
?@dC8)�'5F �"2(�*&%
%'5 M ⊂ {0, 1}S ,c. %'>&?F%<8�a&,$%N=+%'?);<3B>C#1B*C \0�5�"$3B>+?V=+%:?F9+7&T' �%'?I=C*+ �%<?[?F*+ G �c*&>+%:;<34>+#&1B*+ \0O5�"$3B>
=C%A?F9&7+T' �%-=+*C �%)%<?@5A=C�'#>+"$%)=&0�>&?�,c. %!W+%'8)9&,$%��CX��BX ���!X�tC*+9&9G3B?F34>&?�(�*&%A,c. 3B>L;\7&%! �;!7+%����� \0�>&14%' ��A,$%
8-0OW+"$8�*&8 =+%Z?F9+7&T' �%<?`=C*+ �%<?�?F*C G. ��%
;'3��C5��[8)"$>&"$8)"$?F%' �%<?@5Y04,$34 �?

V (x) = −
X

s∈S

x(s).

� ;' �"6 �%
*&>:04,$1B3� �"$5�7+8)%�=+%� �%';<*&"65`9G3B*C Y8)"$>+"28)"$?F%' V. b�8)9&,204>�5�%' �%'5�5�%<?@5�%' `,c. 0�,$1B34 �"65�7+8)%BX
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243Z5[G Q;Q dB59@A3659798b:X<?>A@A365�@?3V�>LK`:=3;a � ILO=_ > M O >TYrEF36K`:9@A3 _gI � ILQ E _ Eh:X8@?3 _ 3;G O 79Eg5[336K
/RG?Y O 3���3;:@A3 _gI M	3 O �|> O 7 I K Q 3 :X>LGT�u>\G O 5 QbO >LEg5X5 I K\:X3 @A3B5�79>Tt\3;KU5s@A3 Q;IP_gQ G _ v > _ 5[G ^ 5[EF:=3K?8 I K?79>LEJKU5�@A3;G?q�M O > ^?_ d;793B5�365X5[36K\:XEF3 _ 5¢EJK?<?8 O 36K\:]5�� Q 3;:[:=3 I M?M O > Q <U3 @
OR� [ _gI @?EJ5[: O E ^ GA:=EJ>LK5[EJ7�G _ 8639zM[�+8%�+ _gIH_ >LEª@A3

XN
~�K k 3B5u:�� I 7 I EJ5�3;q I\Q :X3;793;K`: _JI @AEg5u: O E ^ GA:XEF>\K

Q <?3 OXQ <U8;3� �
OR��� [E _ K k 3;qrEg5[:=3RM I 5�@A3R79>TtL36K�G?KUEFY\3 O 5[3 _ 5[EJ79M _ 3�Mc3 O 793b:=: I K\:{@ k 3B5u:XEF793 O{_lk 3 OXO 36G O�Q >\797mEg5=3
@ I KU5 _�k I M?M O > qrEJ7 I :XEF>\K

24>LE
(XN ) ∼ π.

b _ GU5�M O 8 Q Eg5[867m36K`:6nAM	>LG O
ε > 0
y?qA8LnAK?>\GU5�5 I YL>\KU5ez|:=<?86> O d;793�BAvDBAvJ� �r~�j`G?3 _�k 36K`:=EJ3 O

N(ε) = inf

{
n ≥ 0 : sup

m≥n,x∈M
|P(Xm = x) − π(x)| ≤ ε

}

3B5u: ^ EJ3;KH@?8byUK?E�nT7 I Eg5�5=>LK Q;IL_JQ G _ 3B5u:�3;K p 86K?8 O]IP_ EF79M	>\5X5[E ^?_ 3Lv 	�Gc5=5=ElnT@ I KU5 _JI M O]I :=Egj`G?3Ln
_ 3 Q <?>\Ehq�@?GZK?>L7 ^?O 3C@?3CM I 5{@A3C5[EJ7�G _JI :=EJ>LK365[:{M _ GU5{5=>LGUYL3;K`: I � I E O 3C@ k EJK`:=G?EF:=EJ>LKZ>\G
@ k 3bqAM	8 O EF7936K\: I :XEF>\Ksj`G?3C@ k I K IP_ tr5=3 O E p >\G O 36GU5=3Lv

243¢5[3 Q >LKc@RM O > ^?_ d;793�3B5u:�� _�k > O E p EJK?3¢@A3�K?>\7 ^?O 3;G?qf: OXI Y I GAqe:X<?8;> O Egj`G?365 O 8 Q 36K\:]5�5=G Oi_ 3B5=j`G?3 _ 5
K?>LGc5 O 36Y`EJ3;Kc@ O >\KU59@ I Kc5 _JI 5=3 Q :XEF>\K �Uv �Uv��eG I K`: I G M O 3;79EJ3 O n�E _ K k 3B5u:DM I 5m�|>LKU@ I 793;K`: IL_ n
Q;ILO @ I KU5 ^ EJ3;K @A365 Q;I 5mG?K?3sMc3;:=EF:=33 OXO 36G O 5[G O9_gI @?EJ5[: O E ^ GA:=EJ>LK 5[EJ7�G _ 863�3B5u: ILQ6Q 3;M?: IP^U_ 3 �
� Q >LKU@AEF:=EJ>LK ^ EJ3;Kx5 � O @A3mM	>LG?Y\>LE O 3B5u:XEF793 ORQ 3b:[:X3H3 O=O 3;G O z Q 3�j`G?E�K?>LGU5 O]I 79d;KU3 I GN5[3 Q >\KU@
M O > ^?_ d;793B~bv

�D��� ��������®b«R¡��b¤C§'¦��D«��o¡i¦���®
 u«�®"!C¤R#�]¡�£$��¦�¥�¦�%��¤'&(&�¨*) �b®"+�¤C§

� K 1996, , EF7 b O >\M?M 3b:�� I YrEJ@.- E _ 5=>LK >\K\:DM O >\Mc>`5[8}z @ I KU5Z� ¯ � � ~9GUK O 3;7 ILO j`G IL^?_ 3
IP_Jp > O EF:=<?793�@?3�5=EJ7�G _gI :XEF>\K�j`G?E Q >LK`:X>LG O K?3 _ 365�@A36GAqCM O > ^?_ d;793B5�7936K\:XEF>\K?K?8B5�@ I KU5 _JI 5=3 Q :XEF>\K
�?vJ�Lv �H36K Q 3C5[36KU5�j`G?3 @
OR� [ _gI @AEJ5[: O E ^ GA:=EJ>LKZ5=EF7HG _ 8;3(365[: %:9 *�2�# % WY% !$# _JI @?EJ5[: O E ^ GA:=EJ>LK Q <?3 O]Q <?863 �
OR��� [ _�k IP_Jp > O EF:=<?793R5 k IPOXO �b:=3f3;KsG?Ks:=3679MU5Cz IL_ 8 I :X>LE O 3 ~�yUKUElv
/ » �)�6���F�y������� ���<���������6���$�-�_���6���) ��A�����^¤^���<´
´
�\��¡������6¡4�B�\� �c������ ������<�6¤^�^��� �y²�´
��������£��y������£��[���P�����

���^� ? �<�6����� F0 �@�<�4¯�½B�6�\���21��� ��<�B���6���\�<�����<�/�y�6�����6�6����©_�@�<�����6����£��43F�\©_�65 X0 ������ ��6���y���6½���£����\�6�^� π.
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w >LEF:
P
G?K KU>Tt I G�5[G O

M.
V K�5=G?M?M	>\5=3Nj`G?3

P
3B5u: _ 3NK?>Tt I G EJKU@AG?EF:ZM IPO G?K�5[tA5[:=d67m3

@AtrK I 79Egj`G?3 IP_ 8 I :X>LE O 3
(f, m),

QPk 365[:[a �Ta @AE O 39z|Y\>LE O�Q < I M?EF: O 3�BL~
P (x, y) = m(θ ∈ Θ : fθ(x) = y)

>��
Θ
3B5u:9G?K 3;KU5=3;7 ^?_ 3@A3sM IPO]I 79d;: O 3656n

m
GUK?3�M O > ^UIP^ E _ Eh:X8�5=G O

Θ
3b:

f : Θ × M→MG?K?3 I M?M _ E Q6I :XEF>\K z|79365=G O]IP^?_ 3B~bv ' I M?Mc3 _ >\KU5�z YL>\E O�Q < I M?EF: O 3 BAn�:=<?86> O d;793 BAv �Uv �\~Cj\GU3 Q 3;:[:=3<rt`M	>P:X<?d65=3¢K k 3B5u:�36K O EJ3;K O 365[: O E Q :=EJYL3 Q;ILO :=>LG?:oK?>Tt I GC7 IPOXW >TYrEF36KC365[:�EFKc@AG?EF:oM IPO G?K�5=tr5[:=d6793
@AtrK I 79Egj`G?3 IP_ 8 I :=>\E O 3Lv w >LEJ3;K`:

(θn)
G?K?3s5[GUEh:X3�@A3�Y ILO E IP^U_ 3B5RElv E�v @ªv�@A3 _ >\E

m, Dn
3;:

Gn :

M→M
_ 365 I M?M _ E Q;I :XEF>\KU5 IP_ 8 I :=>LE O 365�@A8bycK?EF3B5�M IPO

Dn = fθ1 ◦ · · · ◦ fθn

3b:
Gn = fθn

◦ · · · ◦ fθ1 .243B5�798b:=<U>r@?365 Q;_JI 5=5=Egj\GU365�@A3�5=EJ7�G _gI :XEF>\KZM IPO{Q < I S K?3C@A3�V ILO=W >TYD@A8 Q;O EF:=3B5�M O 8 Q 86@A36797m36K`:
5[>\K`: ^UI 5[86365m5[G Om_gI 5[EJ7�G _JI :=EJ>LK @?3

Gn.
2 k > O E p EJK IL_ EF:=8s@A3 _JI 798b:=<U>r@?3@?3�b O >\M?MAa - E _ 5[>\K

Q >\KU5[Eg5[:=3(��5[EJ7�G _ 3 O
Dn!w >LEF:

Cst
_�k 36KU5=3;7 ^U_ 3s@A365 I M?M _ E Q;I :=EJ>LKU5 Q >LKc5u: I K`:=3B5�@A3

M
@ I KU5

M.
2 k IP_Jp > O EF:=<?793�5 k 8 QbO Eh:

IP_ > O 5
= : I Mc3

0.
z > K?EF:=E IP_ Eg5 I :=EJ>LKc~ D0(x) = x

Mc>\G O :=>\GA:
x.= : I Mc3

n + 1.w E
Dn 6∈ Cst ?�E O 3 O

θn+1
@A3 _ >LE

m,

Dn+1 = Dn ◦ fθn+1 .w EFK?>\K4nryUK4v

243 O 865=G _ : I :�M O >A@AG?EF:�M IPO�_�k IL_Fp > O Eh:X<?7939zl5[E�E _ 5 k ILO=O �b:X3+H ~o3B5u:{@A>\K Qf_JI Y ILO E IP^?_ 3 IP_ 8 I :X>LE O 3
Z = DTc

(x) ∀x

>��
Tc = inf{n ∈ N : Dn ∈ Cst}365[: _ 3Y# % W�/ ^ :�% 24� *"-.% ^ 2 %�!924%�@?3 (Dn).

%�>LGc5 I YL>LKc5�@A8[� I G?:=E _ Eg5[8 Q 3b: IP_Jp > O EF:=<U7m3eMc>\G O M O >LG?Y\3 O¢_ 3f:X<?8;> O d67m3f3 OXp >A@AEgj`G?39z :=<U8;>Pa
O d6793 BAvDBAvJ� �`~	@A3B5 Q < ITS KU3654@A3�V IPOXW >TY�ycK?EF3B5436K Q <?>LEg5[Eg5X5 I K\:ªG?KU3 O 36M O 865=3;K`: I :=EJ>LK(M IPO :=E Q G _ EJd O 3
(f, m)

I 5X5[G O]I K`:�j`G?3
Tc
5[>\Eh:¢yUK?E M O 365Xj`G?3e5 � O 3;793;K`:6vr� I KU5 _ 3B5¢M O > ^?_ d;79365¢@A3e5=EJ7�G _gI :XEF>\KU5;n

_ 3 Q <?>\Ehq @?Gx5=tA5u:Xd;793
(f, m)

365[:C5[>\G?YL36K`:(@AE Q :X8�M IPOR_gI K I :XG O 39@?GN5=tA5u:Xd;793��s5=EJ7�G _ 3 O >\G
M IPO @A3B5 Q >\KU5=EJ@A8 OXI :=EJ>LKU5�EJKA�|> O 7 I :=Egj`G?3656v > _ � I GA:{@A>LK Q @ k IL^ > O @s5 k I 5X5=G O 3 O j`G?3 Tc

3B5u:�yUKUElv
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� X �V	��
UHGSE��F�.M ������! ^! /�/1� ^ % P
[8,), _ :  2�#Z[�3 -.% * / _ ,)[\�G:7[�"  % %�# Tc < ∞ / ,=% ^ "  % ^�� ,=%�'

W %�!1#*+ � -.�", ^ -.*�? *7,)[\* 3�-.% Z
'&-.% , _ ^! - #&*7# :>%�-<; *7- $ �",)[8# 3 WY%*/�% ^ #�:7[ ^ #`,)[�3  1_ % ^ %�-.�"! π.
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������������
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��%
9G34"2>�5�Kl3B>=+048)%<>�5\0�,�%<?@5`,$%
?F*&"$�404>�5 �

∀n ≥ Tc, Dn = DTc .

� >�9&0� F5�"$;<*&,$"$%' ^HO,20�?F*&"65�% (Dn) ;<3B>_��%' �14% �c9C �%<?�(�*&%�?��+ �%'8)%<>�5 �U��%! �? DTc H^%'5 �c90O ®;<34>C�B%' �1B%<>+;<%
=+348)"2>+�<% �

limn→∞P(Dn(x) = y) = P(DTc(x) = y).
� 3B8)8)%Z,$%<?��40� �"204a+,$%<? Dn %'5 Gn 3B>�5�8)�<8)%�,$34"/H

limn→∞P(Dn(x) = y) = limn→∞P(Gn(x) = y) = π(y),

3��E,20A=C%' �>&"$T' �%
�'1�04,$"65���?F%�=+�^=C*&"65`=+*V5�7&�<3� �T<8)%Z%' �143_=+"2(�*&% �M5�7+�<34 �T<8)% �_X �_X���� �!X

J�K ��K=L � � T � ���2����� � � � ��� � ��P�
 �1Q R5SET�� ��	� �0
 ��� �UR�
 Q���� 
��

� �8�
	���	�� T8E J � � 	 �^J�EH�B� EH��� E

2 k 3bqA3;79M _ 3{5=G?EFY I K\:(z|3;q`: OXI Eh:¢@AG _ EFY O 3�@ k � Q6IPO :e� � � � ~�79>\K\: O 3�j`G?321 _�k E OXO 8B@AG Q :=E ^ E _ EF:=8��|> O :X3
@A3

P
3RK k 3B5u:eM I 5�5=G �D5 I K`:=3(M	>LG O{I 5=5=G O 3 O�_gI�Q > IP_ 365 Q 3;K Q 3R@A3

(Dn).
w >\Eh:

M = {0, 1} 3b: P_ 3�K?>Tt I G�5[G O
M
@A8byUKUEiM IPO

P (x, y) = 1
2

M	>LG O :=>\GA:
x, y ∈ M.

w >\Eh:
Θ = {0, 1} 7�GUK?Ei@?3_JIm_ >LE

m = 1
2 (δ0 + δ1)

3b:
fθ
_�k I M?M _ E Q;I :XEF>\Ks@?8byUK?EJ3RM ILO
fθ(x) = θx + (1 − θ)(1 − x).

> _ 3B5u: Q;_JI E O j\GU3 _ 3�K?>Tt I GNEJKU@AGUEh:mM IPOC_ 3�5=tA5u:Xd;793�@AtrK I 7mEgj`G?3 (f, m)
365[:

P
v � 36Mc36KU@ I K`:

Dn ∈ {f0, f1}
M	>LG O :=>LG?:

n.
� k >��

Tc = ∞ v
bi>\G O 86Y`EF:=3 ODQ 3:utrM	3�@A3ZM O > ^?_ d;793Ln�E _ 5=G �9:�@A3 Q <U>LEg5[E O G?K 5[tA5[:=d67m3�@?t`K I 79EJj`G?3Z@A3

K?>Tt I G
P
:=3 _ j\GU3

∀A ⊂ M, |A| > 1 ⇒ m(θ ∈ Θ : |fθ(A)| < |A|) ≥ α > 0.

w >LGc5 Q 3b:=:=3R<rtrMc>L:=<?dB5[3\n
P(|fθ1(E)| ≤ d − 1) ≥ α,

P(|fθ1 ◦ fθ2(E)| ≤ d − 2) ≥
∑

A⊂M :|A|≤d−1

P(|fθ1(A)| ≤ d − 2)P(fθ2(E) = A) ≥ α2
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3b:BnAM IPO�O 8 Q G O=O 3;K Q 3Ln
P(Dd−1 ∈ Cst) ≥ αd−1 > 0.� k >��

P(Tc ≥ k(d − 1)) ≤ (1 − αd−1)k→0.

� ��G#Z8J �^����	�� EVC �U� ��E#TYE�� 	F�2��UHGSEH� GS	��8	���	��8EH�

2 k EFK Q >LKrYL86K?EJ3;K`:�8;YrEJ@?3;K`:o@A3 _lk IP_Jp > O EF:=<U7m3�@A3 b O >\M?MAa - E _ 5[>\KH3B5u:�j`G k E _ K?8 Q 365X5[EF:=3�* /9,)[\�7,)[
_ 3 Q;IP_gQ G _ @A3

Dn(x)
�	�Z�����	�ZY�

x ∈ M,
� Q < I j`G?3 EFKU5[: I K`:s@A3N5[EJ7�G _gI :XEF>\K4v�� I Kc5 _ 365

M O > ^?_ d;79365m@A3 pLO]I Kc@A365�: I E _J_ 3B5z|3b: _ 365mM O > ^?_ d;793B5HEJK`:=8 O 3B5=5 I K`:X5m5=>LK`:m@A3 p\OXI KU@A3D: I E _F_ 3+H ~ n
G?K�:=3 _�Q;IP_gQ G _ 365[:f:X>LGA:C5=EF79M _ 3;7936K\:CEJ79Mc>`5=5=E ^?_ 3\v42 k EFK`:X8 O �b:C@A3 _lk IP_Jp > O EF:=<U7m3mYrEF36K`:�@AG � I Eh:
j`G k E _ 3B5u:eMc>`5=5=E ^U_ 3�@ I KU5 Q 3 O : I EFKc5 Q;I 5�@A3�Y\8 O Ehyc3 O�_gIDQ > IP_ 365 Q 3;K Q 3C@A3

(Dn)
3;KZKU3 Q;IL_JQ G _JI K`:

Dn(x)
j`G?3RM	>LG O j\GU3 _ j\GU365�M	>LEJK\:]5�M ILO :XE Q G _ EJ3 O 5�@A3

M.
2 I 5[EF:=G I :=EJ>LKs:utrM?Egj\GU3R365[: Q 3 _J_ 3C@A365

^"! ^ #*]�W % ^ WY�"! �"# �"! % ^ v
w G?M?M	>\5=>LKU5�j\GU3

M
5[>\Eh:�7HG?K?E	@ k GUK?3 O 3 _gI :=EJ>LK�@ k > O @ O 3�M IPO :=EJ3 _J_ 3Cz|K?>L:=8;3 ≤ ~bv\2�3{5[tA5[:=d67m3@AtrK I 79Egj`G?3

(f, m)
365[:�@?Eh:�WY�"! �"# �"!9%�5=EAM	>LG OoQ < I j`G?3

θ ∈ Θ
z >LGmMc>\G O

m− M O 365Xj`G?3 Q < I j`G?3
θ
~ _�k I M?M _ E Q6I :=EJ>LK

fθ : M→M
3B5u:�WY�"! �"# �"!9%;n QPk 365[:[a �Ta @AE O 3

x ≤ y ⇒ fθ(x) ≤ fθ(y).

w G?M?M	>\5=>LKc5�@A3(M _ Gc5�j`G k E _ 3;qrEg5[:=3R@ I Kc5
M
@A36GAq�8 _ 867m36K`:X5

xinf
3b:

xsup
:X3 _ 5�j`G?3

xinf ≤ x ≤ xsup

Mc>\G O :=>\GA:
x ∈ M.

	 _ > O 56nTM IPO 79>\K?>P:X>LK?EJ3Ln _�k EJKU5[: I K\:�@?3 Q > IL_ 3B5 Q 3;K Q 3�365[: _ 3�M O 3;79EJ3 O EJKU5[: I K\:
>��

Dn(xinf) = Dn(xsup).

2 k 3bqA3;79M _ 3f5=G?EJY I K`:¢3B5u:¢�|>LKc@ I 793;K`: IP_ v > _ 3B5u:�5 I KU5 I G Q G?K�@?>LGA:X3(� _lk > O E p EJK?3f@?3 _�k EJ79Mc> O a: I K\:�5=G Q;Q d65�@A3 _�k IP_Jp > O EF:=<?793(@A3 b O >LM?Ms3b: - E _ 5=>LK�v

BDCFEV��� ��� E ���NMF�NM�� > ;<34>&?F"2=+T! �%u*+> 8)3_=+T',2%u=U. b�?F"$>&1 �c��34"$ Q%'WC%<8)9+,2% �_X��BX ���NKM�' F �348-041B>+�'5�"2(�*&%
�@}��l��� Jij ≥ 0 �!X��. %<?F90�;<%�=�. �'5\0�5�? M = {−1, 1}N %<?@5�8[*+>&"U=C%
,J0� �%<,20�5�"$3B>R=U. 3� \=C �%
9&0� F5�"$%<,$,$%

S ≤ S̃ ⇔ Si ≤ S̃i ∀i = 1, . . . , N.

D:34>_5F �%! 
(�*�. "$,�%'WC"$?@5�%�*&>N?@dC?@5�T<8)%�=CdC>0�8)"2(_*+%
8)3B>+345�3B>+%�=+3B>�5Y,$%�>+3Od�04*N"$>=C*&"65�%'?@5Z"6 F ��^=+*+;'5�"$a&,$%
0�9G�' �"$3_=+"2(�*&%E%'5I04=+8)%'5 πT �c,20P8)%<?F*+ �%E=+%���"$a&a+? �Q5�%<8)9G�' \0O5�*+ �% T �[9G34*+ -,$3B"Y"2>_�40� �"204>�5�%BX � >
=C�^=+*+"$ �%�*&>E0�,$1B34 �"65�7+8)%�=+%Z?F"$8[*+,20�5�"$3B>E%!W&0�;'5�%�=+% πT .
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F;F;F � �^�B�����[�y� ? �^�6�����6��� F;F;F

�D�[� � � ¡�¦ + +�¦

� �^���Z���y¡����6���y�^���Y�6�\���M³ £F���� �������£\���6���[ ����$� ? � �����y���� ������^� ? ����¤^�������) ����Z�@²����$�����Z B���)�<��º^� ? ¼����6��� F¨ �F�������y���F�y�6�^�:�&³ �����Y���<�Y�����y�������6���6�6���[�$�[���^´
����£\²B�\�B�y�6�^�E ��:���������� ��E�@²��<��� �y���������[�$�[´
�6���Z���
	�� ? ���
�����'���6¡4���) B�\���<�6¤^�^��� �y²B´
�\�� �£������ �y������£��\£� ���´
´
���O� F�� �6�6�A�\³ �< ��������y�A���6�4��<���<���6�\�F���������6����£������y��£)���<���6���
¡����������6�^������²�£��^���6¡������ F � �<�y����´
�<��� ? �'���6�^�A�����6�����6���<�6�`�\���� &³ �6�O������ ����6����¡������6¡4�B�\� �c�������� B�\���y���@²B���6¡4�B�\��¡����
�_����´
�F���y���O�� B�� �£F�y����´
�6�������6���B�^´�½����® ������<�� ������6´����$�'���6�^�� &³ ���Y�<�6¤^�^��� ��²�´
�� ����A�F�����^�_�^�6�6������ ��� B�^�������
���B�
������� ? �� ��
�$�����^� ? ����¤^�\�B�\�� ��
�M³ �<�6¤^�^��� �y²�´
�� ��:�����\�B� �����6´����6£ F&¨ �����������������6�^�E�\³ �6���y���6���Z ��V�@²��<�B� �y���
·A ������������6ª\«����F�� ��:�@²��<��� �������) &³ ���!�<�/��� ����� F � �^�B�����6���` ��� �£F�y�<�6�6���^�N�_�^�����y�)���^���y�B� �y����©��^�4�y���[�����
��£F¯l£����\�B�\���\©��B�<�6�<¦ � ¨ �^������� ^«�� F

� 	 �	���X8UV��EH� EV� �Y	�� � ����	��Y� ���<�����y�^�4�y�Y�$�Z�y��� ��� M  �£��y�6¤^�������)�������\´Y½��6��¼����G B�Y�\�<�� ��6���<� d, π

���B�������^½��<½��6�6� ��£������ M ¡4���U�@²��<��¤^�Z���^�����6�����_�^�6�������! #"%$�" π(x) > 0 & �F� P ���-��� ���<�I´��<��º^� ? �6���-�y��� M

�< �´
�F���@�<�O� π �\�^´
´
�������^½��<½��6�6� ��£��6� ? �<���$�<�O�y� F(' �)���<�y� l2(π) �M³ ���y���<��� ? �������^���6�\���������6�6 ��6���) ��Y B�6´
�\�B�y�6�^�
d ���^�����y� ����£` �����¯l�^���F���6�^��� f : M→R, ´������+ ��������� ���� ���y�\�<�$�<�6���

〈f, g〉 =
X

x∈M

f(x)g(x)π(x).

» �`���^��´
���<�y�y�����6£����\�������<�y£��
||f ||2 =

p

〈f, f〉.� �^������<���^��� 1 �$��¯J�^���F�y�6�^�����^�����y�<�O�y��£�¤O�<�6��� 1.
» � ? �<�6�����G´
���O�����B�� �� f �y�^�B� π �����U���<��£��®�6�� �� ¦C£�����´
´
���O�

X

x

f(x)π(x) = 〈f,1〉 = Eπ(f) = πf

�F���@� ? �<���$�<�����
varπ(f) = Eπ((f − πf)2) = ||f − πf ||22.) �<���_���6�^����¡���� P �\�������[�^�_£��y�'���������6�6��£\�<�6���� �£F¼�������<�

Pf(x) =
X

y

P (x, y)f(y).

J�K`J�K=L � � ���9R �0� ����AR �0� ��� Q�R5Q	
���� � ��*�� � � Q��������

» ���������<� P ������ �� �,+�-/.102+436570� 98:.�y�&�_�^�������^�B�����^���B�6� f, g ∈ l2(π)

〈Pf, g〉 = 〈f, Pg〉.

;=</>�>?<�@(AB@(A9C
P $2DE.�+�-/.#0F+43!520� G8:.HD� =$2.�DI$F-�J $2K�$F8:.�D� P $2DE.�L!MFN�$FLIDE PO2J $HQ�+4L,L!+IQRQ�0�LI.TS π.
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� �<�� B£�¼���� �y�6�^�

〈Pf, g〉 =
X

x,y

π(x)P (x, y)f(y)g(x)

�F�
〈f, Pg〉 =

X

x,y

π(y)P (y, x)f(y)g(x).

�4� P �\������£ ? �������6½��6�^© π(y)P (y, x) = π(x)P (x, y) �F�� B�^���^© 〈Pf, g〉 = 〈f, Pg〉. ) £����6�����4¡�����´
�����\©_�y�
P �����®�<�B�y�O�< '¥��^�6�O�!©��M³ £�¤O�<�6� ��£ 〈Pf, g〉 = 〈f, Pg〉 �<�����6�6¡���£����<�B¢Y¯l�^�B�����6�^��� f = 1x �F� g = 1y �����^� ? �
¡4�B� π(y)P (y, x) = π(x)P (x, y).

» �`�����^�C�^��� �y�6�^�[�y��� ? �<��������£��y�B´
���6�\�������^�����6£F�y£��� ����y�_���F�y���` &³ ���������y�<�B�y� ���6�^�A��£ ? �����y�6½��6� F

������������	�
�	����@(A @ A ��� 8 DE-�Q4Q�04DE$ P L!M2N�$FLID� #O7J $HQ�+�L L!+IQ4Q/0�LI. S π.
� J 0�LID

� 	�� J $2D N�+�J $F-/LIDTQ L!0IQ L!$FD 34$ P DI0�8:. L!ME$FJGJ $2D��T3R$ K�023�-/J $ ≤ 1 $F. 1 $FDE. .10�-I570�-/LID N�+4J $F-�L Q L60IQ L!$�" � 8 Q/$2-/.
34048�� 04L!340�8:8 $FL��E$FD N�+�J $F-�LID�Q L60IQ L!$FD��

1 = β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ βd ≥ −1 ;

� 	�	�� D� P $FD�.� 9LIL!ME3�-��F.# PO2J $�� 1 $2DE.�N�+4J $F-�L Q L!0IQ L6$�D� 9KHQ J $��

1 = β1 > β2 ≥ . . . ≥ βd ≥ −1 ;

� 	�	�	�� DE P $2DE.� GLIL!ME3�- �F.P #O7J $ $2.�+IQ/M2LI P023� �!2- $"� −1 8�# $FDE. Q/+�D N�+�J $2-/L�Q L!07Q L!$$�

1 = β1 > β2 ≥ . . . ≥ βd > −1.

�����	��
������������
��
(i)

» �A��� ���<� P £F�y�<�����<�B���O�< <¥��^�6���\©��6���\���� ��$�<¤^�^���<�6�6�y�<½��6�A�F���y��� ? �<�6�������������^�������[�y�^�O����£\���6�6��� F» ³ �<�����6�6�\�'���6�^�)���^�����y�<����� 1 ����������� ? �$�<�6��´
������������¯l�^���F���6�^�-�����^�B�����<�y�y�����6£����
�$� ? �<�6�����������^����� 1.� �B¼��&©��y� f ������������¯J�^���F�y�6�^�������^�����Y�<�y���4���6£�� ���$� ? �<�6�����������^�B��� β,

|β|||f ||∞ = ||Pf ||∞ = sup
x

|Pf(x)| ≤ sup
x

X

y

P (x, y)|f(y)| ≤ ||f ||∞.

�Y³ �65 |β| ≤ 1.

(ii) �4� P �������6����£� ����F���6½��6�^©����^�����@� ? �^�B�T�l�B���^�_�^�y� ���6�^�� F  F ¬ & ¡������M³ £�¡����'�y�6�^� Pf = f �&³ �������_�^�y�y�6½B�6�
¡4�B���y� f ���������^�����@�<�O�����! #"%$�"��\�^�6�6�B£!�<�6���,� 1 & F
(iii) �4� −1 �\��� ? �<�6�����������^�����^©��6�_��¢4�6����� f ∈ l2(π) �B�^�������6�6�������6�6��¡���� Pf = −f. �Y³ �65 P 2n+1f =

−f �_�^�������^�B� n ∈ N. �4�����_�^���^����´��<�6���������<�O� P �6����£\ B���F�y�6½��6�������<�C£����6�4 B�6¡4��� F ¸��6�^���!©C &³ �<����°����6�
�y²B£\�^��°�´
���\��¤^�� ��6¡4�B�Y F  F ¶4© limn→∞P2n+1f(x) = πf. �Y³ �65 −f = πf, ����¡4���&�\�����<½��y���� �� F

J�K`J�K�� % Q�R � � � � �� � 
�� *�� �5P���� � � �� � ��
'&�� ��( � ��*���� � Q	�������

��� P �\������£ ? �����y�6½��6�^©G�6�������Y�<�B���O�< <¥��^�6�O� �l�6��´
´
� � F � F ª & ©& ��^���
 ��$�<¤^�^���<�6�6�@�<½��6�Z ��<���������
½��<���Z�^����²�� �
���^��´
£��� ���¯J�^���F�y�6�^���������^�����\� �

Ψ1 = 1,Ψ2, . . . , Ψd.
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� �^�������^�B�y��¯J�^���F�y�6�^� f ∈ l2(π),

f =
d
X

i=1

〈f, Ψi〉Ψi = (πf)1 +
d
X

i=2

〈f, Ψi〉Ψi.

�Y³ �65
P nf − πf =

d
X

i=2

βn
i 〈f, Ψi〉Ψi. � � F � &

¨ �F�����Z�6 ����O�y� ��£ ? �����^�����_����´
�F���y���
 ����J��� &  �£�´
�^�������\���l�_�^�����$���y���^�6�y�6°�´
�Y¯J�^�6��� & �6�Y�y²�£��^��°�´
�Z����¤^�� ��6¡����
 F  F ¶
�J�6�\�� ��<�B�
�6���\�<�
��£ ? �����y�6½��6� & F�¨ �F�����A���^� ? �\�6�6�������\� ? �A�����
���B����´
�������<�6¤^£�½����6¡����[�F���!³ �<�����^´
���<¤^���
 &³ �B�����������6´��'�y�6�^������£\���6���` B���$� ? � �y���y���� ������^� ? ����¤^������� F

����� �����/>?<�@(AB@(AB@	� -�Q4Q�0�DI0�8:D P L!MFN�$FLIDE PO2J $��= 9LIL!ME3�-��F.# PO2J $�$F.�+IQ�MFLI 90F3� �!F-/$�"�
TJ 0�LID
� 	�� Q/0�-�L .10�-�.1$�I0�8��F.# 90�8 f ∈ l2(π),

|E(f(Xx
n)) − Eπ(f)|2 = |P nf(x) − Eπ(f)|2 ≤ c(x)ρ2n−2varπ(f),

0��
c(x) =

P 2(x, x)

π(x)

$F.
ρ = ρ(P ) = sup(β2, |βd|) < 1 ;

� 	�	�� $28 Q/+�LI.# ��F-�J  9$FL � Q�0�-/L,.10�-/. x ∈ M $2.(Q/0�-�L .10�-�. A ⊂ M,

|P(Xx
n ∈ A) − π(A)|2 ≤ 1

4
c(x)ρ2n−2 .

�����	��
������������
��
� �Z����´
���$���\�<��� f ���<� f −Eπ(f), �B�^���®�_�^� ? �^�������^�<¥��^�������y�����_�^���\��¡4�B� Eπ(f) = 0. �Y³ �<�B��°��H� � F � &

||P nf ||22 =
d
X

i=2

β2n
i 〈f, Ψi〉2 ≤ ρ2n ||f ||22.

� �^�y�^��� Φ = P n−1f. ¸��6�^���!©������B�y�6�6�6�y�<�����$�`��£ ? �������6½��6�6� ��£O©
PΦ(x) =

X

y

P (x, y)Φ(y) =
X

y

P (y, x)

π(x)
Φ(y)π(y) = 〈gx,Φ〉

�65 gx �������$�Y¯J�^���F�y�6�^�� �£F¼����6�����<�
gx(y) =

P (y, x)

π(x)
.

�Y³ �65&©B�\���B���6�6�6�@�<�O���M³ �6�B£\¤O�<�6� ��£� �� ¨ �<���y² � �!�4�@² 
��<���^©
|PΦ(x)|2 ≤ ||gx||22||Φ||22 = c(x)||Φ||22 ≤ c(x)ρ2n−2 ||f ||22.

¨ ��¡����
�����^� ? � (i).
� �^���V�����^� ? ��� (ii), �6�Z�y�B���: &³ �<�B���6�6¡4�B�\� (i) � 1A ��� ���\´��<��¡����<���E¡4���

varπ(1A) = π(A)(1 − π(A)) ≤ 1
4
.

��� < ��� 	���< @(AB@(A � �c�[. 0�9+ �T<?`��"$* �c��3B"6 `�Z"204;<34>&"$?`%'5�t+04,$3�S�� � 34?@5�%�� � �������!XUtC34"65 M = {1, . . . , d} %'5 π

*+>&%�9+ �3Ba&04a+"2,$"65��A?F*C M (_*+%�,c. 3B>Q;!7+%' �;\7&% �-?F"$8[*+,2%! ^X�tC3B"65 q *&>+%�9C �3Ba&04a&"$,$"65��A?F*+ M KM04;<"$,$%<8)%<>�5
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?F"$8[*+,204a&,$%BX � >N;<3B>+?F"2=+T' �%�?F*+ M ,20-;\70^]J>&%�=+%�DE0� ���3O�I"2>&=+*+"$5�%�9&0� Z,c. 04,$1434 �"65�7&8)%�=+%�D:%'5F �349G3B,$"$?
�c��34"6 ��^(�*0�5�"$34> � �CX ������3��I,20A8-0�5F �"$;<%�=+%�?F�<,$%<;'5�"$3B> Q %<?@5Y=+34>&>&�'%Z90O Q(x, y) = q(y) ; %'5 h(u) =

inf(u, 1). t_3B"$%<>�5 Sq(i) = q(i) + · · · + q(d) %'5 Sπ(i) = π(i) + · · ·π(d).

� ��D:3B>�5F �%' Y(�*&%Z,$%<?`�B0�,$%<*+ �?�9C �3B9+ �%'?Y=C%Z,20A;!7&0O]J>&%�?F3B>�5Y=+3B>+>&�<%'?`9&0� 
1 = β0 ≥ β1 ≥ . . . ≥ βd−1 ≥ 0

0^��%<;
βi = Sq(i) − q(i)

π(i)
Sπ(i).

� >V9G3B*C F \0[���' �"6#%! �(�*+%Z,$%
��%<;'5�%<*C 
(0, . . . , 0, Sπ(i + 1),−π(i), . . . ,−π(i))

%<?@5�*+>:��%';'5�%<*+ �9C �3B9C �%�04?F?F3�;<"$� � βi.

��� � >L?F*&9+9G3B?F% p(i) = 1/d %'5 π(i) = θi−1

Z
, 0^��%<; Z = 1−θd

1−θ
%'5 0 < θ < 1.

� >u*C5�"$,2"$?�0�>_5A,2%
5�7+�<34 �T<8)% �CX �CX �_H�8-0^�@3� �%' V,2%:>&3B8�a+ �%I=+%E9&04?)>+�<;<%<?F?�0�"$ �%'?V9G34*+ V0O5F5�%<"$>=C �%:,/. �^(�*+"2,$"$a+ �%E0O�B%<;E*&>+%
9C ��<;<"$?F"$3B>N=C3B>&>+�<%BX

J�K`J�KZJ � 
�1T �������� Q �1Q �1S����UR�� R � 
�� � � ���9R �0� � �UR@Q�� � P � �MQ R ������ � 
 Q�� �
� � � �

� �M³ �F¢B�����B���6�^�A ����\�<������°\�����<�/�y�6�����6�6����� �J�\�^´
´
���M³ ��¢4��´
���6�� F  F ª\µ & ©��6���\�<�6�����G�F¢B���6�6��� ���� ��A�������Z�\�6���O�
ρ(P ) = sup(β2, |βd|) �������6´
�_�^�y�y�6½B�6� F	� ���F¢4�6��������£\�<��´
�^�6�B�����-�����y��´Y½��6�� ��Y�����@²����6¡�������¡4�B���_����´
�������\�O�
 ����M³ �����y�6´
���������<�����6�� B���$�Y¤^£��^´
£F�y���6�� ��[¤^���<��²��`�<�y���4���6£ � P.

» ³ �< <¥��^�6�O�� �� P ©��B�<�y£ P ∗, �������6���B�����<�[ B£�¼�������<�
P ∗(x, y) =

π(y)

π(x)
P (x, y).

� � ? £\��� ¼����$�Y�����$�'�y�6�^�
〈Pf, g〉 = 〈f, P ∗g〉.

��	��
GSELTYE�
 ���
���\X8J�EV�

� �^����� ? �^���� B£�¥��Z���\�B�\�^�O����£Y�$��¯l�^��´
�� ��,���6���6�@²��6�F�� &³ ���A��� ���<� P  ��<�B���$�Z������� ? �Y B�`�$�Y�����^�_�^��� �y�6�^�
 F  F ¬ F � �6�6�������� �£F¼��B�6���C�^�B�����^�B� f ∈ l2(π) ���<�

E(f, f) = 〈(I − P )f, f〉.

;=</>�>?<�@(AB@(A��� 0�-/L,.10�-/. f ∈ l2(π)

E(f, f) = 〈(I − P )f, f〉 = 〈(I − P + P ∗

2
)f, f〉 =

1

2

X

x,y

(f(x) − f(y))2P (x, y)π(x).
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	��
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�����	��
������������
��
» ���B����´
�6°�����£\¤O�<�6� ��£������U�6´
´
£� ��$�'�����\�<� 〈P ∗f, f〉 = 〈Pf, f〉.

� �^���U�����^� ? ���U�$�����\���^�� B������´��<��¡4���^�B�
¡4�B� E(f, f) = E((f(X0) − Pf(X0))f(X0)) �C�^�B� X0  ����6�^� π. �`³ �65

E(f, f) = E((f(X0) − E(f(X1)|X0))f(X0)) = E((f(X0)2 − E(f(X1)f(X0))

=
1

2
E(f(X0) − f(X1))2).

� ��� � 	�
�	� � @(A @ A ��� $ 
 � ��� � � < � 
 �	��
 3�- 8 0�4+�- P $FDE.�34M�� 8: Q�+4L
λ = λ(P ) = inf

 E(f, f)

varπ(f)
; varπ(f) 6= 0

ff

.

» ��¯J�^��´
�� �� ���6���6�y²��6�F�®£F�@�<�O�®�B����¯J�^��´
���C�^��� �y� ? � �J�6��´
´
� � F � F ¬ & © λ �������_�^�y� ��� ¯&�^���4��� F ) ��´��<��¡4���^�B�®¡4�B� λ

�&³ �����®���<�®���
¤^£���£����<�&����� ? �<�6�����������^�B���� B� I −P. ���<���®�6���\�<�®���<�/�y�6�����6�6���®�6´
�_�^�/�@�<�O���65 P ��������£ ? �������6½��6�
�J���<���y�<�B�C�^�/� � π & �<�6�^��� λ �������$�Y�B�6�����C�F��� �y� ? �<�6�\�B�������^�����Y�B�^�[�����6�6�� �� I − P, �^³ ����� � ���c ��6���

λ = 1 − β2.

���<�B���6���\�<��¤^£���£��y�<�G�^³ �������$�Y�B�6�����_�F��� �y� ? �<�6�\�B�������^�����Y�B�^�[�����6�6�� �� I − 1
2
(P + P ∗).

� ���O�^�B�����^�B�� �������� �y���\�^´
´
���O���6�������^���y�_���F�y���<��_����´
�F�� &³ �������6´
���®�$� ? � ���\���y�� B���\�^� ? ����¤^�������` &³ �����
�@²����$���� �� �)�<��º^� ?�? �\�����@��´
���y�B���� +³ £\¡����6�6�6½���� F

������������	�
�	����@(A @ A�� � 8 D�-�Q4Q/0�DI$ J $FD �E0�8 3� 9.# 90�8:D�34- .�� M�04L��2K�$��R"��R"��?DI+�.# GD �I+4 G.1$2D7" � 8 DE-FQRQ�0�DI$ 3R$ Q J -/D
!2- $

P (x, x) ≥ 1/2

Q�0�-/L .10�-�. x. 
 J 0�LIDTJ $2D ��048��2J -�DE P0�8:DT34-�.��/ME0�L��FK $FD��R"��R"���L!$FD�.1$F8:. N�+�J +RO7J $FDT$F8�L6$2KTQ J +��F+48:. ρ Q/+�L 1−λ(P ).

�����	��
������������
��
�4�^� � β ����� ? �<�6�����������^�B���
 �� P �F� f �B� ? ���F�y�����`�����^�������<���y�����6£ F �4�^� � x ∈ M �y����¡4��� |f(x)| =

supy∈M |f(y)| > 0. ¸��6�^���
X

y 6=x

P (x, y)f(y) = (β − P (x, x))f(x).

�Y³ �65
|β − P (x, x)| ≤

X

y 6=x

P (x, y)|f(y)|/|f(x)| ≤ 1 − P (x, x)

�F�
β ≥ 2P (x, x) − 1 ≥ 0.» ��� ? �<�6�������������^�B������ �� P ���^���� ��^�B���_�^�y� ��� ? �\���^�������6�6��� FB¨ ���$��´
�^�O������¡���� β2 ≥ |βd| = βd. �Y³ �65

ρ = β2 = 1 − λ.

��� < ��� 	���< @(AB@(A�� � �ID:34>_5F �%! E(�*&%N?F" P %'?@5I ��<�B%' �?F"$a&,$%Q%!5:9G34?F"$5�"6K �@}��M��� 〈Pf, f〉 ≥ 0 �-04,$34 �?E,20
9C �3B9G3B?F"65�"$3B>:9+ ��<;<�<=+%<>�5�%Z%<?@5`�� \04"$%
?�0�>&?�,c. 7�dC9G345�7+T<?F% P (x, x) ≥ 1/2.

����D:3B>�5F �%' Y(�*&%Z?F" P %<?@5� ��<��%' �?F"$a&,$%BH P 2 %<?@5�5�3B*��@34*+ �?�9G3B?F"65�"6KyX ��*&%
9G%<*C5 ��34>I%'>N=+�^=C*&"6 �%"!
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¸ ? �<���� &³ £����^���������6����£������ �@�'������� ? �<�O�!©��6�+�������4�y�6�6�� +³ �6�������� ����6�����$��3� GDE.1+�8��E$ 3�- χ2 ���O�y���� ����B¢�´
�\�������\�� ��
�����^½��<½��6�6� ��£ F �4�^�6����� µ �F� π  ����B¢A�����^½��<½��6�6� ��£����y��� M.

¨ �^´
´
���y�^�'¥��^�����!©C���^�B���y���B�C�^���^����¡���� π �@²��<��¤^�
���^�����6�\���_�^�6�O�y�� �� M. �4�^� � h = µ

π �$�� �������� �y£� B� µ ���<�����<���_�^��� � π �F�!©��_�^��� p ≥ 1,

||h − 1||p =

 

X

x

|h(x) − 1|pπ(x)

!1/p

.

� �^��� p = 2, ���F���y��¡����<����� ��£Y�\³ �<���_���6�6���$�� ��6���@�<�������Y �� χ2 ���O�y��� µ �F� π
F � �^�����$�����<���^��� χ(µ, π).

��� < ��� 	���< @(AB@(A�� t_3B"65 |µ − π| = supA⊂M |π(A) − µ(A)| ,20��4}��	��~�
Gx\�A��
��~4|\}/~��c}cz�
��z���~B{2��%<>�5F �% µ

%'5 π. D:3B>�5F �%' Y(�*&%
f ncr 1

2
||h − 1||1 = 1

2

P
x |µ(x) − π(x)| = |µ − π| ;

f nln/rL%'>E=+�<=+*&"6 �%
(�*+% |µ − π| ≤ 1
2
χ(µ, π).

����� �����/>?<�@(AB@(APC��	� 0� 9. P -/8?8 0��4+�- K +4L���0�N� 9$F8��18 048?8 M �E$2DEDI+� 9L!$2K�$F8:.�L!MFN�$FLIDE PO2J $���+IQ/M2LI P023� �!2- $"�T GLIL!M��
3�- �2.# PO2J $ 34$ J 0� = G8:N�+�LI 9+�8:.1$ π. 
 J 0�LID�Q/0�-/L,.10�-/.#$ J 0� µ DE-/L M

χ2(µP n, π) ≤ (1 − λ(PP ∗))nχ2(µ, π).

�����	��
������������
��
tC34"$5 ρn(x) = µP n(x)

π(x)
. ��3�5�3B>&? E ′ ,20�Kl34 �8)%�=+%��Z"6 �"2;\7&,$%'5Y=C*:>&3^d_0�* PP ∗. �Y,$34 �?

E ′(ρn) = 〈ρn, (I − PP ∗)ρn〉 = varπ(ρn) − varπ(P ∗ρn).

� 0� Y=+�!#>&"65�"$3B>:=+% P ∗ %'5Y=+% ρn,

varπ(P ∗ρn) = ρn+1.

�[. 3��

varπ(ρn) = E ′(ρn) + varπ(ρn+1) ≥ λ(PP ∗)varπ(ρn) + varπ(ρn+1).

� 3B8)8)%BHC9&0� Y04"$,$,$%<*+ �?<H&90� Y=C�'#>+"$5�"$34>E=+% χ

χ2(µP n, π) = varπ(ρn),

;<%<,20A9+ �34*&��%Z(_*+%
χ2(µP n+1, π) ≤ (1 − λ(PP ∗))χ2(µP n, π).

� ) �\´��<��¡����^����¡����������&³ ���������<�������� B�6���y�<����� �
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Q�*���� � . �^J���� �LT8E��D	�������� � �

� �����6��£�¤O�<�6� ��£� �� � �^�6���\�<��£��������������6��£�¤O�<�6� ��£� ����$�`¯J�^��´
�
varπ(f) ≤ CE(f, f).

�4�+�����������6�6���6��£�¤O�<�6� �y£����6�6�����<�6�^���\©����<�� �£F¼���� ���6�^�A ����y���^�A���C���F���y�<�M©
λ ≥ 1/C.

� �^�����y�6´
���6� ¼��\��©4�^�[�y�B���_�^�y���6��� P ��£ ? �\���y�6½B�6�Y���<�����<���_�^��� � π �J�y� P ���������^�[��£ ? �������6½��6� ? �^�6� � ^«�� & F � �^���
���^�B���Y�<��3F�y� e = (e−, e+) ∈ M2, �^�����<�y�

Q(e) = π(e−)P (e−, e+)

�6� Q/0� 934D[ �� e.
� � � �/$FK  G8 γ 3R$ J 0�8���- $F-�L k �����-�����:�y��� ��� x0, . . . , xk  &³ £��6£\´
���O�y�) B� M �����6�-¡4���

P (xi, xi+1) > 0.
' �[�_���B���<�B�y�y� ? �^�6� γ ���^´
´
���������y��� ���� &³ �<��3F�y��� γ = (e1, . . . , ek) �65 ei = (xi−1, xi).

�4�^� � Γ �M³ �\�B�y��´�½��6�� ������@²B�\´
�6�B�� B�^�����y�^�B���6�����<���������^���� ��6���y�6�B����� �6 P"G$�" ei 6= ej �_�^��� i 6= j & �F� Γ(x, y) �6�
���^�����c��������´�½��6�� �� Γ ���^�����y� ����£� ������y²���´
�6�����<�6�$�<���� �� x � y, �^³ ����� � ���c ��6���

Γ(x, y) = {γ = (x0, . . . , xk) ∈ Γ : x = x0, y = xk}.
» ����£��y�B� �@�'���y��� ? �<����������  1������$�<���^���6���F� �������4���@º � � ��� F � �^�B������� ? �^�����6�\�(�B�<�6�<¦ � ¨ �^������� ^«�� F

����� �����/>?<�@(AB@(APC C � 8 DE-�Q4Q�0�DI$ P L!M2N�$FLID� #O7J $ $2.( 9LIL!ME3�-��F.# PO2J $�" � 04-�L � �/+ !2- $ (x, y) ∈ M×M +�N�$ � x 6= y

� � 0� GDE GDEDI0�8:D -/8 � �/$2K  G8 γ(x, y) ∈ Γ(x, y). 
TJ 04LID
λ(P ) ≥ 1

A
,

0��
A = sup

e

8

<

:

Q(e)−1
X

{x,y :e∈γ(x,y)}
|γ(x, y)|π(x)π(y)

9

=

;

.

�����	��
������������
��
� �^��� e = (e−, e+) ���<�y�^�B� df(e) = f(e+) − f(e−). ¸��6�^���\©��_�^�������^�B� (x, y) ∈ M2

|f(y) − f(x)|2 =

2

4

X

e∈γ(x,y)

df(e)

3

5

2

≤ |γ(x, y)|
X

e∈γ(x,y)

df(e)2 .

¸��6�����M©B����´���� ���6���6�$�<�O���@²��<�����A ������y����´
�������<� 1
2
π(x)π(y) ���B�6�������y�^´
´��<�O���y��� x, y, �^�[�^½B���6�����

varπ(f) ≤ 1

2

X

x,y

|γ(x, y)|
X

e∈γ(x,y)

df(e)2π(x)π(y)

=
1

2

X

e∈E

2

4Q(e)−1
X

x,y :e∈γ(x,y)

|γ(x, y)|π(x)π(y)

3

5 df(e)2Q(e)

≤ sup
e∈E

2

4Q(e)−1
X

x,y :e∈γ(x,y)

|γ(x, y)|π(x)π(y)

3

5 E(f, f).
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	 ��� 	�� ��A �4�^� � M = {0, 1}N �M³ �\�����<���� &³ £F�@�'���� ����M³ �������� &³ � ² �
�����B¯l�����U ��<���G�@� ? �������6�^�Y´
�6�����^�y���^���6¡����®�F� P �6����� ���<�� �£F¼��B�4���<� P (x, y) = ε

N �_�^��� |x−y| = 1, P (x, x) =

1−ε ��� P (x, y) = 0 �y�6���^� F � �^��� x 6= y, ���^� � γ(x, y) �6�®�@²���´
�6���^½B�����4�Y�\�`´
�� �� ¼_�<�O�U���������������6���G���4�^�� �� �
��£���� x1, x2, . . .  �� x �C�^�B���<����� ? ����� y.

» ���6�^��¤^�������� �� γ(x, y) �������<���B�6��� N �F�����^´
´
� Q(e) = 2−N ε
N

,

�6� ? �6���O�
A ≤ 1

ε
2−N N2 sup

e
card{(x, y) : e ∈ γ(x, y)}.

� �®���������� B�^�����[�\�<�6�\�B�6�\�Y�_�^���Y�y²��<¡4�B�[�<��3F�y� e �6�
���^´Y½����� B�
�@²���´
�6��� γ(x, y) ¡����®��´
�������O�y���O� e. �4�^� �
e = (e−, e+).

� �G�F¢B�6���y�Y���A�����6¡���� i �y���U¡���� e−,i 6= e+,i. ���^���Y��� e ∈ γ(x, y) xj = e−,j �_�^��� j ≥ i �F�
yj = e−,j �_�^��� j ≤ i. ¸��6�����+�6� �����F¢B�<������´
����� i − 1 ���4�^�� ��^���B£\�����_�^��� x �F� n − i ���4�^�� ��^���B£\�����_�^��� y

¡����&���^�����6�����^��������� F �`³ �65 card{(x, y) : e ∈ γ(x, y)} = 2N−1. ¸��6�����
A ≤ N2

2ε

�F�� ��^���
λ ≥ 2ε

N2
.

���<�B�����F����¢4��´
���6���$� ? �<�6��������¢B�<�F�y�` �� λ �_���B� 3F�y���Y�\�<�6�����6£����F���\��������¯M�<� ��£�¤O�<�6� �
λ =

2ε

N
.

J�K`J�K�� O ��� �MQ � ��R
Q�
��� �	� � Q=T������ R5Q�
�� �� � �	
 Q�� ���� Q	�����

� �^������� ? �\�B�^���� ��<�������F�����Z���\�F���6�^�)�y�����M³ �<�6¤^�^��� ��²�´
�� �� �A�������^�C�^�6�6���_�^�����y�6´��B�6�\���6�����6�^�6�� ��Z±��6½B½��
� ? �^�6�����������6�^� � F ª F  & F � �^�B���y�6´
�B�6� ¼����\©'���^���®�������_�^�y�^�����6�\�B¡4�����$��¯J�^���F�y�6�^� V �������� 
 ���� ? �<�6�������® ��6���y�6�B�������
���[ B�\���_�^�6�O�y� ? �^�6�y�6��� �

x
? �^�6���6�� B� � ⇒ V (x) 6= V (y),

�F�����^�������^�����6�6´
� �y�^�B���<�B¢�  �B���<´
�6¡4�������B���6�6�6�@�<�O���$�`¯J�^���F�y�6�^�
h(u) = min(u, 1).¨ ����² �B�_�<��²�°��y�����y�^�O�������/�y�����J���)�_�\� & �������y���6�F�y� ? ����´��<�6���\�6�6�����y�6´
���6� ¼����O���M³ �<���<� �B��� F ����� ����� �Z����´
���$�<�����

V ���<� (V − infx V (x)) ���^�����y�����_�^���^���� ����B�6����¡4���
inf

x∈M
V (x) = 0.

) �<���_���6�^����¡��������^�B�����<���^��� Vmin �M³ �����y��´�½B�6�� �����´
�6���6´��� �� V, �^³ ����� � ���c ��6���^©��6���M©
Vmin = {x ∈ M : V (x) = 0}.

�
# MFJ MFN�+�.# 90�8Z &³ �B���@²B�\´
�6� γ = (x0, . . . , xk) ∈ Γ ������ �£F¼����6�����<�

Elev(γ) = sup
i=0,...,k

V (xi).

� �^�������^�B�`�\�^�B���6� (x, y) ∈ M × M � ? ��� x 6= y, �@²B�^�6�y�6�y���^��� γ(x, y) ∈ Γ(x, y) ���V�@²���´
�6�I +³ £\�6£ ? �'�y�6�^�
´
�6���6´��<�6� �

Elev(γ(x, y)) = inf{Elev(γ) : γ ∈ Γ(x, y)}.» � �/+4-�.1$F-�L 34$��E0�K K -�8: ���+4.P P0�8� �� V ������ �£F¼����6�����<�
C(V ) = sup

x∈M
inf{Elev(γ(x, y)) − V (x) : y ∈ Vmin}.

� �<�y�^��� PT �6�Y��� ���<�- ����$�
�@²����$�B���
�$�Z�y��´
�_£��y�'������� T.
» �
�����^�_�^�y� ���6�^�I����� ? �<�O�������\�6�6�`�6���y���^�I���_�\�F���y�<�

 �� PT ���$�Y²��<�B���\�B�� ������^´
´Y�����6�\�'�y�6�^�� �� V.



�L�B� �������������
	��
	�����������������������������������	�����	������������

������������	�
�	����@(A @ A9C�@
λ(PT ) ≥ 1

d3
exp

„

−C(V )

T

«

.

�����	��
������������
��
¨ ³ �\�������������^���y£�¡����������Y B���M³ �6��£�¤O�<�6� �y£� �� � �^�6���\�<��£ � F � F ª^ª F � �^�����y�^�B���<��3���� e ∈ γ(x, y)

Q(e)−1 = ZT exp

„

1

T
sup(V (e−), V (e+)

«

≤ ZT exp

„

1

T
Elev(γ(x, y))

«

.

�Y³ �65
Q(e)−1

X

x,y :e∈γ(x,y)

|γ(x, y)|πT (x)πT (y) ≤ 1

ZT

X

x,y :e∈γ(x,y)

d exp

„

1

T
Elev(γ(x, y)) − V (x) − V (y)

«

≤ d3 1

ZT
exp

„

1

T
L

«

�65
L = sup

x6=y
Elev(γ(x, y)) − V (x) − V (y)).

� �^�������^�����6�����O©+�6�G�y�4�Z�� ��^�B�� ��`´
�^�������\��¡4��� ZT ≥ 1 �F� L = C(V ).
» �
������´
�6°����`�6��£�¤O�<�6� �y£Y�����

�6´
´
£� ��$�'�y� F � �I��¦C�F�\©G�y�^� � y0 ∈ Vmin, �<�6�^��� ZT ≥ e−V (y0)/T = 1.
� �<�` B£�¼���� �y�6�^�: �� γ(x, y),

�M³ £��6£ ? �'�y�6�^�� �� γ(x, y) �����G�6�4¯l£����6�\�B�������M³ £��6£ ? �'���6�^�` B�`�y²���´
�6���^½B�y�����Y���<�G�\�^�B�!�'��£����'���6�^�Z �� γ(x, y0)

�F� γ(y0 , y). �Y³ �65
Elev(γ(x, y)) ≤ sup(Elev(γ(x, y0)), Elev(γ(y0, y))

�F�� B�^���
Elev(γ(x, y)) − V (x) − V (y) ≤ sup(Elev(γ(x, y0)) − V (x), Elev(γ(y0, y)) − V (y)).¨ �\����B���^� ? ��¡���� L ≤ C(V ).

» ³ �6��£�¤O�<�6� ��£ C(V ) ≤ L ������£ ? �6 �������� F

� �^�����<�6�6�^����´��<�6���������<���� �£� ��B�6���� ���������£\����� �y�'�����B��´
�6���^�y�'���6�^�[ B� ρ(PT ). �4�^� � P0 = limT→0PT. ���^� �
N(x) �6���B�^´�½����� �� ? �^�6�y�6�B�� B� x. ¸��6�^���!©B�_�^��� x 6= y,

P0(x, y) =

(

1
N(x) ��� y ����� ? �^�6�y�6�� �� x �F� V (y) < V (x),

0 ���6���^� F

;=</>�>?<�@(AB@(A9C � � $FDTN�+�J $2-/LID�Q L!07Q L!$FD 34$ P0 DI0�8:.(Q�0�DE 9.P 9N�$FD 0�- 8:-/JGJ $2D7"
�����	��
������������
��

� ��´
£����<�y�^�B���6����£\�6£�´
���O�y�` �� M  ��
���^������¡4�B� M = {x1, . . . , xd} �F� V (x1) ≥ V (x2) ≥ . . . ≥
V (xd).

» ��´��'�����6��� P0 �\�����<�6�^�����y���$�<��¤^���$�<�6���`�y���_£����6������� F �Y³ �65��6����£��y�B� �@�'� F

� ����� 
�
���	��F<�@(A @ A9C ��� J $��4 GDE.1$ T0 > 0 .1$FJ�!F- $"� Q�0�-/L T ≤ T0

ρ(PT ) ≤ 1 − 1

d3
exp

„

−C(V )

T

«

.

�����	��
������������
��
» ��´��'�y���6��� PT £F�y�<���®������¯J�^���F���6�^�����^�O�y�6������ �� T, �y��� ? �<�6�\�B���������^������� ? �<���6�\�O�����^�����6��1�´
������� ? ���
T. �Y³ �65[�M³ �^�� �£� ���� �����[���^´Y½��6���<�O���6���6��´
´
������£\��£� ����O��� ? �����$�������^�_�^�y� ���6�^� � F � F Y�M³ �6�B£\¤O�<�6� ��£

ρ(PT ) ≤ 1 − 1

d3
exp

„

−C(V )

T

«

�_�^��� T �<�y�y� ���_�F�y� � F
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� 	�� ��E,� .�EH���,E TYZ��
E� Z8��� ����GAZYJ � � � � � �^J���EV�
�

� �^���`�C�^� ? �^���Z´��<�6�O�y�����<�O���J���^´
´
�Z�����^´
�6�� ��<�����$���y���F�y�6�^� � F ª F � &  �£�´
�^�O�y�������$�[���^� ? ����¤^�������A ��
�M³ �<�6¤^�^��� �y²B´
�� ������������ ���y�6´��B�6£����<�����<�6�6����� F� �^��� C > C(V ), ���<�y�^�B� nk �$�A���<�/���6�����O�y�6°����[ �� ekC . ���^� � {T (n)}n≥0 �6���y�@²B£\´��A B������´
�_£\���'���������
 �£F¼��B�&���<� T (n) = 1/k �C�^�B� nk−1 < n ≤ nk �F� (Xn) �6���B�������\���y�������^��²��^´
�^¤^°�´
���^½B�����4�A�����y�6´Y���$�<���
�M³ �<�6¤^�^��� �y²B´
�� �� �A�F�y���^�_�^�6�6���_�^�����6�����@²�£�´�� {T (n)}. �Y³ �<�B��°����6���y²�£��^��°�´
� � F � F �

|P(Xnk
∈ A|Xnk−1 = x) − π1/k(A)| ≤ 4

π1/k(x)
ρ(1/k)∆k

� ? �\� ∆k = 2(nk − nk−1 − 1). �Y³ �<����°����6���6�\´
´
�� F ª F ·B©
4

π1/k(x)
≤ α exp(kβ)

�_�^���� ������\�^�B���y�<������� α, β > 0, ���� &³ �<�B��°����6���\�^���^�6�$�<�6��� � F � F ª\¬
ρ(1/k)∆k ≤ (1 − d−3e−kC(V ))∆k ≤ exp[−d−3e−kC(V )∆k] ≤ exp[−α1 exp(k(C − C(V )))]

�_�^�����������<�4�y���Y���^�����@�<�O��� α1. �Y³ �65&©
|P(Xnk

∈ A|Xnk−1 = x) − π1/k(A)| ≤ α exp
“

kβ − α1ek(C−C(V ))
”

= ηk .

� ���6�O�y£�¤^���<�������<���y�<���_�^�/� �Y�$���6�^�& �� Xnk−1 , �^�[�^½B���6�����
|P(Xnk

∈ A) − π1/k(A)| ≤ ηk .

� �^�������^�����6�����O©_�^���B���6�6�6�y���6��¯l�<� ��¡4�B� ηk→0 �F� π1/k(A)→ |A∩Vmin|
|Vmin| .

�
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Q < I MUEh: O 3 ¯ M O >LM	>\5=3(j`G?3 _ j`G?3B5 I M?M _ E Q;I :=EJ>LKU5�@A3 _gI :=<U8;> O EJ3(@?365�7 IPO :=EJK p`IP_ 365 I GAqsM O > Q 365X5[Gc5
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Mc>\G O > ^ �u3b:{M O EJK Q EJM IP_ª_ 3R:X<?8;> O d67m3R@ k IPOXO �b:�3b:e5=365 I M?M _ E Q;I :XEF>\KU56nAK?>P: I 79793;K`:{� _lk IPOXO �b:�>LMAa
:=EJ7 IP_ v � KAyUK _ 3 Q < I M?EF: O 3YC�3B5u:RG?K?39EJK`: O >r@?G Q :XEF>\KN� _JI yUK I K Q 39@?365(M O >A@AG?EF:X5R@A8 O EJYL8B5ej`G?EE _J_ GU5u: O 3 _ 3 Q < I M?EF: O 3 � v

� �)�'��²�£�´��'�y�6���6���A�<´
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� ��ª\µ^¬	� F



� B �



� �������	��
� �

�.! �����
	 � ��) + � � ) � � + -���+ # ! ) �

� �;� � + &N��i«C§ �¢¦ �¢¤C§s¥(� ¡��b¤C§s§�¦�®;®b¦

2 I KU>P:=EJ>LK�@ k 3B5[M	8 O]I K Q 3 Q >LKU@?Eh:XEF>\K?K?3 _J_ 3��u>LGU3�G?K O��\_ 3��|>LKU@ I 793;K`: IL_ @ I KU5�:X>LGA: Q 3 Q < I a
M?EF: O 3Lv	�Y I K`:�@A3 _�k EJK`: O >r@?G?E O 3ZK?>\GU5 Q >\797m36K�
b>\KU59M ILODOXI M?M	3 _ 3 O j`G?3 _ j`G?365�@A8byUKUEh:XEF>\KU5�3b:
M O >LM O EF8;:=8B5�8 _ 8;793;K`: I E O 365�@?365�: O E ^ GU5�z|M	>LG O M _ GU5e@A3�@A8;: I E _ 5;nU>LKMc>\G OXOXI � Q 3C5[GT�u3;: Q >\KU5=G _ a
:=3 O�_JI 5=3 Q :XEF>\Ks�UvF�R@A3 _�k I M?M	3;KU@?E Q 3B~ v

� � K?30#Z,)[�3  5[G O GUK�3;Kc5[367 ^?_ 3 Ω 365[:¢G?KU3{� I 7mE _J_ 3R@ k 8;Y\8;K?367m36K`:X56n`j`G?E Q >LK`:=EJ3;K`: _�k 365=M ILQ 3:=>\GA:R3;K`:=EJ3 O
Ω
n�j`G?E�3B5u:�5[: IL^?_ 3mM IPO M I 5=5 IPp 3 I G Q >\79M _ 86793;K`: I E O 393b:RM IPORO 8;GUK?EF>\KN@?8;K?>\7Ha

^?O]IP^?_ 3Lv
� = : I K\:m@A>LK?KU8;3�G?K?3 Qb_gI 5X5[3 C @?3�M IPO :=EJ365C@?3 Ω

n�E _ 3bqAEg5u:X3�G?K?3DM _ GU5CMc3;:=EF:=3D: O E ^ G}j`G?E
Q >\K\:XEF36K`: C n?@AEF:=3Y#Z,)[�3  %�!V$ % ! :", _ % /5*7, C v

� w E T : Ω→Rn 365[:�G?KYL3 Q :=36G O�IP_ 8 I :=>LE O 3Ln _JI #Z,)[�3  %�!V$ % ! :", _ %�M IPO T,
K?>L:=863

σ(T ),
3B5u:

_JI : O E ^ G
σ(C)
z : O E ^ G�36K p 36KU@ O 8;3eM IPO C ~o> � C 365[: _�k EJ7 IPp 3 O 8 Q EJM O >Aj\GU3{@A365 ^ > O 8 _ EF36KU5¢@A3 RnM IPO

T.
� k 365[:(36K Q > O 3 _JI : O E ^ G

σ(C′)
> � C′ 365[: _�k EF7 IPp 3 O 8 Q EFM O >Aj`G?3H@?365(M I Y\865f@A3 Rn M IPO

T.
243B5�Y	v I v O 8;3 _F_ 365¢79365=G O]IP^?_ 365¢M ILO¢O]I MUMc> O :�� Q 3b:=:=3(: O E ^ Gs5=>LK`:�@A3 _JI �|> O 793

f(T )
Mc>\G O

f^ > O 8 _ EJ3;KUK?3�z QLk 3B5u:=a �Pa @?E O 3�79365=G O]IP^?_ 3{M ILO�O]I M?M	> O :�� _JI : O E ^ G�3;K p 3;KU@ O 863�M IPO�_ 3B5�>\G?YL3 O :]5�@A3
R
~ v
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� B � �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

� � K 365=M ILQ 3I/9,=�,34* 3�[8- [ ^�_ 365[:eG?K : O EFM _ 3;: (Ω,F , P)
>�� F 365[:eG?K?3H: O E ^ G 5=G O Ω 3;: _�k I MAaM _ E Q6I :=EJ>LK

P : F→[0, 1]
G?K?3(M O > ^cIP^ E _ EF:=8\v

� = : I K`:H@A>LKUK?8DG?K}3B5[M I\Q 3�M O > ^cIP^ E _ Eg5=8
(Ω,F , P)

n�K?>LGU5H@A8bycK?EJ5X5=>LKU5 _gIZQb_gI 5X5=3 N @A3653;KU5=3;7 ^?_ 365
P
a K?8 pL_ E p 3 IP^U_ 3B5;n

N = {N ∈ P(Ω) : il existeA ∈ F , A ⊃ N, P(A) = 0}.
2 I�O 3 _JI :=EJ>LK j`G?E�Eg@A3;K`:=EFyU39@A3;G?q�Y	v I v j`G?E�K?39@AE	� d O 3;K`:Rj`G?3m5=G O G?K 8 _ 86793;K`:(@?3 N 3B5u:(G?K?3O 3 _JI :=EJ>LKm@ k 8Bj`G?EFY IL_ 36K Q 3\vP24365�8 _ 86793;K`:X5o@ k G?KU3 Q;_JI 5=5=3�@ k 86j`G?EJY IL_ 36K Q 3�5=>LK`:o@AEF:X5 _ $ *  9 /9,=% ^ "  %
^�� ,=% WY%�!1#�n`36K IP^?O 8 p 8eM4v 56v

� X �V	��
UHGSE�e�������� 7 �7[8#
(Ω,F , P)  ! % ^ /1*�24%]:>% / ,=� 34*,3 [8- [8# _ %�# B ⊂ F  ! % ^ �  ^ ' #Z,)[�3  +

7 �7[8#
X  !9%�? *7,)[\* 3�-.%Y*"- _ *7#&�7[8,=% 4Y?"*"-.%  , ^ :�*7! ^

R
'&?\+8*,+ ,2+ / [8!1# _ $7,=*,3 - % '&,=% ^ / +$/1� ^ [8#Z[8? %R/ +

�)- % 9>[ ^ # %  ! %Y?
+8* +�, _ %�-8-.% Z
a�[8!$# _ $�,=* 3�-.% '&,=% ^ /F+ /5� ^ [8#Z[8?"%*/ a  !$[�"  %(4  !9% _ "  [8?"*"-.%�!924% /9,:] ^

#&%�-8-.% "  %
O ��[

Z
% ^ # B ' W % ^! ,=* 3�-.% a % #

O�� [

∀A ∈ B,

∫

A

ZdP =

∫

A

XdP,
z �UvJ�B~

�  % ! 2 �7,=% a % !  #`[8- [ ^ *7!1# - % ^"! W 3 �7-.% % ^ / _ , *"!924%

E(Z1A) = E(X1A).

(+% #Z#&% ?
+8* +
Z ^ ; * /�/1%�-8-.% J�* EH�2� �,� �^��� E)�,	��8T8������	��8�8EVJ�J�E :�%�� ^ *�2435*7!1# B % # ^ % !9�7#&% E(X |B).

� I KU5 _ 3 Q6I 5ªM ILO :XE Q G _ EF3 O >��
X2 365[:�EJK\:X8 p\OXIL^?_ 3\n Q 3;:[:X3�3bqAEg5u:X3;K Q 3o365[:�M ILO :XE Q G _ EFd O 367m36K`:�5[EJ79M _ 3��8b: IP^?_ E O v � K�3��	3;:6nT5=>LEF: L2 _lk 365=M ILQ 3�@A3B5�Y v I v O v X :=3 _F_ 365ij`G?3 E(X2) < ∞.

VZG?K?EA@AG�M O >A@AGUEh:
5 Q6IP_gI E O 3

〈X, Y 〉 = E(XY )

3b:�@A3 _gI K?> O 793 I 5=5=> Q EJ8;3

||X ||2 =
√
〈X, X〉 =

√
E(X2),

L2 365[:�G?K365=M ILQ 3(@?3 ��E _F^ 3 O :�z|Y\>LE O nrM ILO 3bqA3;79M _ 3Ln _gI 5[3 Q :XEF>\Ks�Uv �Uv BH@A3 _�k I M?Mc36KU@AE Q 3 ~ v



�5	���	�	Y� � �`�����0��	 � ������������������	  �	 � B C

w >LEF:
L2(B) ⊂ L2 _ 3(5[>\GU5ua 365=M I\Q 3 Q >LKU5[:=EF:=GU8f@A3B5¢Y	v I v O v B a 7m3B5[G OXIL^?_ 3B5;v`� k I M O dB5 _ 3;#83 _ �7',:]�W %0:�% ^ / ,=����%42�#`[\�7! ^��

L
2 = L

2(B) ⊕ L
2(B)⊥

3b:�:=>\GA:�8 _ 8;7936K\:
X ∈ L2 5 k 8 Q;O EF:�@A3(� I 
;>LKsG?K?Egj`G?3

X = Z + (X − Z)

>��
Z
365[: /9,=����% 2�#Z[\�"! �7,)#831�:$ �"! *"-.%H@A3

X
5[G O

L2(B).
�eEh: I GA: O 3;793;K`:Bn

Z
365[: _lk 8 _ 8;793;K`:C@A3

L2 Q;ILOXI\Q :=8 O Eg5=8{M ILO
O ��[

Z
3B5u: B a�79365=G O]IP^?_ 3{3;: �

O�� [
(X − Z) ⊥ Y,

5[>\Eh:�36K Q > O 3
E(XY ) = E(ZY ),

Mc>\G O :=>\GA:
Y ∈ L2(B)

v
� 3 Q EAM O >\G?YL3¢K?>\Km5=3;G _ 3;7936K\: _�k 3;qAEJ5[:=36K Q 3�@A3 _�k 3B5[M	8 O]I K Q 3 Q >LKc@AEh:XEF>\K?K?3 _F_ 3�Mc>\G O @A3B5�Y ILO E IP^U_ 3B5
L

2 7 I Eg5�Mc3 O 793b: I GU5X5[E4@ k 3;K@A>\K?K?3 O GUK?3REFK`:X3 O M O 8;: I :=EJ>LK p 8;>\7m3;: O EJj`G?3f: O dB5 Q >LK QbO db:=3 @
/1�  , X ∈ L2, Z = E(X |B)

% ^ #E-.* WY% [8-8- %  ,=%�* />/9,=��9>[8W *7#`[\�7!�:>% X
*  ^ %�! ^

L
2 /5*7, :>% ^ ?
+8* +�:�%

L
2(B)

+�( ; % ^ #+:��7!92 -<;  !$[�"  % _ - _ W %�!1#N:�%
L

2(B)
"  [ , _ *"- [ ^ %

-<; _ $ *"- [8# _
||X − Z||2 = inf

Y ∈L2(B)
||X − Y ||2.

2 I M O 3;GUYL3C@AGZ:X<?8;> O d6793 �UvJ�LvJ�C@ I KU5 _ 3 Q;I 5 p 86K?8 O]IP_ 5=3�@A8B@AG?EF:f@A3 Q 3�j`G?EiM O 8 Q dB@A3RM IPO @A365
IPOXp G?7936K\:]5�5u: I KU@ ILO @U5¢j`G?3(K?>\GU5�@A8;: I E _J_ >\KU5 Q EFa @A365X5[>\GU56v
�����	��
������������
��

tC" X ∈ L
2, ,/. %'WC"$?@5�%<>+;<%A=C% Z = E(X|B) 9+ �3O�_"$%<>�5
=+%�;<%�(�*&"®9C ��<;<T^=C%BX��`%<8-0� \(�*+3B>&?`0�*&?F?F"

(�*&%Z?F" X ∈ L
2 %<?@5`9G3B?F"65�"$��%
9�X ?<X$HG0�,$34 �? Z ≥ 0 9�X ?<X �c"2,�?F*��[5�=C%Z9+ �%'>=C �% A = 1{Z≤0} =&0�>&?

� �+X�� ���!X
tC" X %<?@5[?F%'*&,$%<8)%<>�5�9G3B?F"65�"$��%BH�,J0N�40� �"204a+,$% Xn = inf(X, n) %<?@5[=&0�>&? L

2.
� >�9G%<*C5�=+3B>+;

=+�'#&>&"6 E(Xn|B).
� 348)8)% Xn+1 − Xn ≥ 0,

E(Xn+1|B) − E(Xn|B) = E(Xn+1 − Xn|B) ≥ 0.

�[. 3���,c. 34>�=C�^=+*+"$5Z,/. %'WC"$?@5�%<>+;<%)=+% Z = limn→∞E(Xn|B). ��0-�B0O �"204a&,$% Z %<?@5 B ��8)%<?F*+ \0�a&,$%
9G3B?F"65�"$��%
9�X ?<XC;<348)8)%�,$"$8)"$5�%Z=+%Z�GX 0CX B ��8)%<?F*C \04a+,2%'?�9G3B?F"65�"$��%<?�9�X ?<XtC3B"65�8-0�"2>�5�%<>&04>�5 A ∈ B.� 0� `;<34>C�B%' �1B%<>+;<%
8)3B>+345�34>&%

E(Z1A) = limn→∞E(E(Xn|B)1A) = limn→∞E(Xn1A) = E(X1A).

�2�4� H ���)�������<���� ��Y¹��6�6½_�������F� F ⊂ H ���)���^�����M�\�����<��� ? ���F�y�^���6��� �#<���> �  �� H, �<�6�^��� H �������y�^´
´
�
 ��6�����F�y�� �� F ��� F⊥.

� ��� H = L2 �F� F = L2(B) ������¯J����´
£��\�<�����^´
���6�F� F



� BL� �������������
	��1	������Z����� �
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� %<;<";'3B>&;',2*C5�,J0Z9C �%<*&�B%�=+%�,c. %'WC"2?@5�%'>&;<%Y=+% E(X|B) 9G34*+ X ≥ 0. t_" X %<?@5�=&0�>&? L
1, 34>)9G3B?F%

X = X+ − X− 0^��%<; X+ = sup(X, 0).
� 348)8)% X+ ∈ L

1, E(X+|B) ∈ L
1 ;<0� ^H�=�. 0�9+ �T<?

� �+X�� �!H E(X+) = E(E(X+|B)). by,U%<>I%<?@5Y=+%Z8)�'8)%�9G3B*C E(X−|B). by,U?F* �A5`04,$34 �?Y=+%�9G3B?F%' 
E(X|B) = E(X+|B) − E(X−|B).

by,�>&34*&?[ �%'?@5�% �Q9+ �34*&��%! ),c. *+>&"$;<"65��N=C% Z = E(X|B). t_*&9&9G34?F3B>+?)(�*�. "$,`%!W+"$?@5�%E*+>&%:04*+5F �%
�B0O �"204a&,$% Z′ ���' �"6#04>�5�,$%<?Z04?F?F%' F5�"$3B>+? (a) %'5 (b) =+*E5�7+�<34 �T<8)%4X�tC34"$5 A = {Z ≥ Z ′}. �Y,$34 �?
A ∈ B =�. 049C �T<? (a) %'5 E((Z −Z ′)1A) = 0 =�. 049C �T<? (b). ��. 3 � Z ≤ Z ′ 9�X ?<X�%!5^H�90O �?@dC8)�'5F �"$%BH
Z′ ≤ Z 9�X ?<X

��KMLNK=L � �0
 � �$Q �UR ���

24Eg5u:X>LKU5 _ 365�M O >LM O EJ8b:X865�EJ7mM	> O : I K`:=365�@A3 _�k 365=Mc8 OXI K Q 3 Q >\KU@AEF:=EJ>LK?KU3 _J_ 3\v
O ��[�2 IDO 3 _gI :=EJ>LK z �UvJ�B~�Mc36GA:C5 k 8b:X3;KU@ O 3 I GAqZY v I v ^ > O K?8;3B5e5=E�� 3B5u:fEFK`:=8 pLO]IP^?_ 3�>\G�M	>\5=Eh:XEFY\3
5=>LGU5 _gI �|> O 793 @UMc>\G O :=>\GA:=3RY v I v

Y B a 79365=G O]IP^?_ 3eM	>\5=EF:=EJYL3(3b: ^ > O K?8;3

E
(
Y X

)
= E

(
Y E(X |B)

)
.

� KM ILO :XE Q G _ EF3 O n

E(Y X |B) = Y E(X |B) et E(E(X |B)) = E(X).

� 3;:[:=3�M O >LM O EF8;:=8Z79>LK`: O 3�j`G?3 _ 365�Y v I v
Y B a�79365=G O]IP^?_ 365f�u>\G?3;K`:�M	>LG OD_lk 365=M	8 O]I K Q 3Q >LKU@AEF:=EJ>LKUK?3 _J_ 3 _ 3R7 �;793 O��\_ 3(j`G?3 _ 365 Q >\KU5[: I K`:X365�M	>LG O�_�k 3B5[M	8 O]I K Q 3Lv

O�� [�2�365�M O EJK Q EJM IL_ 3B5�M O >LM O EF8;:=8B5�@A3 _lk 365=M	8 O]I K Q 3 Q >LKc@AEh:XEF>\K?K?3 _F_ 3C5[>\K`:�M	>LG O�_JI M _ G?M IPO :e@A365
3;q`:X3;KU5=EJ>LKU5C@?365RM O >LM O EJ8b:X865 Q;_JI 5=5=EJj`G?3B5R@A3 _�k 3B5[M	8 O]I K Q 3Lv � K}M IPO :=E Q G _ EJ3 O n _�k >\Mc8 OXI :=3;G Oj`G?E��

X
I 5X5=> Q EF3 _JI�Q;_JI 5=5=3D@ k 86j`G?EJY IP_ 3;K Q 3�@A3 _JI Y v I v

E(X |B)
3B5u: _ EJK?8 I E O 3Ln�Mc>`5[EF:=EF�un

5[: IL^?_ 3(M ILO�_ EJ79Eh:X3 QbO >LEg5=5 I K`:X3Lv
O��H[ 2�3�:X<?8;> O d6793�@A3Z243 ^ 3B5 p G?3�z|:=<?86> O d;793@A3 Q >LKrYL3 O=p 3;K Q 3�@A>\7mEJK?863s�Uv B?v �`~R365[:�3;K Q > O 3
Y IP_gIP^U_ 3mMc>\G OR_ 365(365=M	8 O]I K Q 365 Q >LKc@AEh:XEF>\K?K?3 _F_ 3656n4��5 I YL>\E O @45=E

(Xn)
365[:(GUK?3�5[G?EF:=3�@A3

Y v I v?@A>\7mEJK?86365�M ILO GUK?3RY v I v`EJK`:=8 pLO]IP^?_ 3mz |Xn| ≤ Z ∈ L1 ~�j`G?E Q >LKrYL3 O=p 3{M4v 56vAYL3 O 5 Xz
Xn→X

M4v 56v ~ n IL_ > O 5
E(Xn|B)→E(X |B) p.s.

BDCFEV��� ��� E�eY�����NM �Z�'8)3B>�5F �%' �,$%<?�9+ �349+ �"$�'5��<? �/0 �!H �ca��!H �c; ��;<" ��=+%'?F?F*&?<X
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��KMLNK�� � ($� T � ����� �� � � ��� ���  � ��� � � �0� � � � ��� 
����Q�R
Q�
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� 	��8TY������	��8�YEHGSEH� � T8���B� �
EV�

I ~ w >\Eh:
(Ωi)i∈I

G?KU3R� I 79E _F_ 3CyUKUEF3�z >LG�@A86K?>L7 ^?O]IP^?_ 3B~�@ k 8 _ 8;7936K\:]5e@?3 _JI : O E ^ G F ,
:X3 _J_ 3

j`G?3
Ωi ∩ Ωj = ∅ M	>LG O i 6= j

3b: ⋃
i Ωi = Ω. � K?3�:X3 _J_ 3m� I 7mE _J_ 3D5 k I M?M	3 _J_ 3�G?KU3;/5*7,)#`[8#Z[\�"!yUK?EJ3�z|>LGZ@A86K?>L7 ^?O]IP^?_ 3B~¢@A3

Ω.w >LEF: B _JI : O E ^ Gs36K p 36KU@ O 8;3fM IPO (Ωi)i∈I .
V K�M	>LG O=O]I Y\8 O Ehyc3 O j`G k GUK�8 _ 867m36K`:�@?3 B 3B5u:�G?K?3O 86G?K?EJ>LK�yUK?EJ3Dz|>LG@A86K?>L7 ^?OXIL^?_ 3B~�@A3

Ωi.
	 _ > O 56nAMc>\G O :=>\GA:=3(Y IPO E IP^?_ 3 IL_ 8 I :X>LE O 3

X : Ω→R,

E(X |B) =
∑

{i∈I : P(Ωi)>0}

E(X1Ωi
)

P(Ωi)
1Ωi

.
z �cv B\~
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��OR��� [2[
� w >\Eh:
(Xn)
G?K?3 Q < I S K?3C@A3CV ILO=W >TY	nA@A3

K?>Tt I GH@A3�: O]I KU5=Eh:XEF>\K
P
@A8;yUK?E	5[G O

E
3;:

f
GUK?3��|>LK Q :=EJ>LKm:X3 _J_ 3{j`G?3

P nf
5=>LEF:�yUK?EJ3�M	>LG O :X>LGA:

n.
� w E f ≥ Pf

n _gI �|>LK Q :=EJ>LK
f
3B5u:�@?Eh:X3 ^0 ,=31*",)WY�"!$[�"  %(3;: _JI 5=G?EF:=3 (f(Xn))

365[:RG?K?3D5=G O a
7 IPO :=EJK p\IL_ 3\v
� w E f = Pf

n _gI �|>LK Q :=EJ>LKs365[:�@?Eh:X3�31*",)WY�"!$[�"  %;nU3;: _gI 5[GUEh:X3 (f(Xn))
365[:�G?K?3(7 IPO :=EJK p\IL_ 3\v

� w E f ≤ Pf
n _gI �|>LK Q :=EJ>LK�365[:(@AEF:=3 ^ �  ^ 31*",)WY�"!1[�"  %;n43b: _gI 5=G?EF:=3 (f(Xn))

365[:(G?K?3�5[>\GU5[a
7 IPO :=EJK p\IL_ 3\v %{>LGU5 O 3;YrEJ3;KU@ O >\KU5�5[G O�Q 365�K?>L:=EJ>LKU5�@ I KU5 _ 3 Q < I MUEh: O 3 � v

��K ��KZJ � �0
 � �$Q �UR ��� ���� T � �
R5Q���P � �	���

� K?3 I GA: O 3H7 I K?EJd O 3H@A3H�|> O 7�G _ 3 Oe_gI M O >LM O EJ8b:X8H@A3m7 IPO :=EJK p\IL_ 3H365[:f@ k EFK`: O >A@AG?E O 3 _gI Y I aO E I :XEF>\K�3;: _JI Y IPO E I :=EJ>LK Q >\KU@AEF:=EJ>LK?K?3 _F_ 3R@AGM O > Q 365X5[Gc5�36K`: O 3(@?3;GAqsMc8 O EJ>A@A365�@A3f:X3;79MU56v

BDCFEHGI�KJ�EPeY�NMF��� z � 	�GSG E T8E � � �
� � �KJ�EH� ���8T �,��EV�8T �^� ��EH�E� EH� �2� �HEH�\[
�
w >LEF:

(Yn)
GUK?3D5[GUEh:X3�@A3�Y IPO E IL^?_ 365 IP_ 8 I :=>\E O 365 O 8;3 _F_ 3656n Fn = FY

n

3b:
Xn =

∑n
i=1 Yi.

b IPO
@A8bycK?Eh:XEF>\K4n

Yn = ∆Xn = Xn − Xn−1
v

w G?M?M	>\5=>LKc5 _ 3B5ZY IPO E IL^?_ 365 {Yi}
EFKU@?8;M	3;KU@ I K`:=3656n{@ I KU5

L1 (E(|Yi|) < ∞),
3;: Q 36K\: O 86365

z
E(Yi) = 0

~bv�	 _ > O 5 _ 3fM O > Q 3B5=5=GU5
(Xn)
365[:�GUK?3YW *7,)#`[8!H$>*7-.%;v

2 k EFKc@A8;M	3;KU@ I K Q 3HK k 365[:RM I 5e�|>\KU@ I 7936K\: IP_ 3(@ E _ 5[G �m:Cj`G?3 _JI 5=G?Eh:X3
(Yn)
5[>\Eh: I @ I MA:=863m� _gI

y _ : O]I :=EJ>LK Q >\KU5=EJ@A8 O 863LnrEJK\:X8 p\OXIL^?_ 3\nr3b:�YL8 O EFyU3

E(Yn+1|Fn) = 0.

� 3b:=:=3{M O >\M O EJ8b:X8�365[: Q6IPO]ILQ :=8 O Eg5u:XEJj`G?3�@A3B5�7 ILO :XEFK p`IP_ 3656n Q >\797m3eK?>LGc5 IL_F_ >LKU5 _ 3eYL>\E O @ I KU5 _ 3
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	[�

���
	��	���������	�� eY�NMF����O 
 ��,	�GI��	���������	�� T8E 
 	F	�� [
� 7 �7[8#
(Xn)  !9% ^0 [8# %;:�%;?
+8* + ,2+ [8!1'# _ $�,=* 3�-.% ^ + % * ^0 [8# % :>% ^ ?"*",)[\*7#`[\�7! ^ ^! ,  !9%�/ _ ,)[\�G:>% % ^ # !9�"# _ %

∆Xn = Xn − Xn−1, n ≥ 1

% # -.%  , /9,=����% 2�#Z[\�"! ^0 ,I-.*I/ _ ,)[\� :�%�/9, _ 2 _ :�%�!1# %

∆In = E(∆Xn|Fn−1), n ≥ 1.

OR� [
(Xn)

*�:7W %�#  ! % : _ 24�7W�/1� ^ [8#Z[\�"!@:�% -.*�# �7,)W %

Xn = X0 + Mn + In.

� �
In =

∑n
k=1 ∆Ik

% ^ #  !;/9,=� 24% ^4^! ^ /9, _ ?G[ ^ [�3�-.% a [8!1# _ $7,=*,3 - %)a+!  -U%�! 0
a %�#

(Mn)
% ^ #

 ! % WY*",)#Z[8!V$ *"-.%�+
OR��� [ (+%�#`# %;: _ 24�"W�/5� ^ [8#Z[\�"!A%�! WY*",)#Z[8!V$ *"-.% %�#U/9, �G24% ^ ^! ^ /9, _ ? [ ^ [�3 -.% % ^ #  !$[�"  %�+
OR����� [

X
% ^ #  !9% ^ �  ^ ' W *7,)#`[8!H$>*7-.% ^ [ %�# ^ %  -.%�W %�!1# ^ [ -.%�/ ,=�G24% ^4^0 ^ / , _ ?G[ ^ [�3�-.% (In)

% ^ #  !
/ ,=�G24% ^4^0 ^ 2�,=�"[ ^4^ *"!$# +

OR� �Y[
X
% ^ #  ! % ^! ,)' WY*",)#Z[8!V$ *"-.% ^ [ % # ^ %  -.%�W %�!1# ^ [ -.% / ,=� 2 % ^4^! ^ / , _ ? [ ^ [�3 - % In

% ^ #  !
/ ,=�G24% ^4^0 ^ : _ 2�,=�7[ ^ ^ *7!1# ! _ $>*7#`[ # + 6 ! $ _ ! _ , *"-Da �7! -.% !9�7#&% (−An)

+
O �Y[

X
% ^ #  ! % WY*",)#Z[8!V$ *"-.% ^ [ % # ^ %  -.%�WY% !$# ^ [N-.% /9,=� 24% ^4^! ^ /9, _ ?G[ ^ [�3�-.% (In)

% ^ # !  -�+

�����	��
������������
��
��0A=C�<;<348)9G3B?F"65�"$3B>E%<?@5`�<�_"2=+%'>_5�%4X

⇒ � 3B*+ �8)34>_5F �%! R,2%'?Q9C �3B9+ �"$�'5��'?Q=U. "2>�5��<1� \04a+"2,$"65��BH
"$,�?F*��A5�=C%� �%<8-0� \(�*&%! �(_*+% ∆In H
(�*+"�9&0� 
;<3B>+?@5F �*&;'5�"$34> %<?@5),c. %<?F9G�' \0�>&;<%N;'3B>=C"65�"234>&>+%<,$,2%E=�. *&>+%:�GX 0CX�"$>_5��'14 \04a+,$%BH�%<?@5-"$>_5��'14 \04a+,$%BX���%<?
04*C5F �%<?�9+ �3B9C �"$�'5��<?�?F*&"$��%<>�5�"$8)8)�^=C"J0O5�%<8)%<>�5^X

⇒ � 3B*+ �8)3B>�5F �%' �,c. *&>&"$;<"65��BHO?F*+9&9G34?F3B>&?�(�*&% Nn %'?@5®*&>+%�8-0� F5�"$>&1B04,$%�%!5 Vn *&>
9C �3�;<%<?F?F*+?®9+ ��<�_"$?F"$a&,$%
"$>_5��'14 \04a+,$%Z5�%<,$?�(�*&%

Xn = X0 + Mn + In = X0 + Nn + Vn.

��0�8-0O F5�"2>+1�0�,2% (Mn − Nn) %<?@5E=C3B>+;N�<1�0�,2%�0�* 9+ �3�;<%'?F?F*&?V9+ ��<�_"$?F"$a&,$% Vn − In X���0��GX 0CX
Mn − Nn %<?@5Y=+34>&; Fn−1 ��8)%<?F*+ \0�a&,$%BX+��0�9+ �3B9C �"$�'5���=+%
8-0O F5�"2>+1�0�,2%
"$8)9+,2"2(�*&%�(�*&%Z9�X ?<X

Mn − Nn = Mn−1 − Nn−1 = M0 − N0 = 0

X_��. �<1B04,$"65��
=+%'?�8-0� F5�"$>+1�04,$%<? Mn %'5 Nn %<>) ��<?F*+,$5�%4HC04"$>&?F"U(�*&%�;<%',2,$%�=+%<?�9+ �3�;<%<?F?F*+? In %'5 Vn X

� EHG�� �	� Z8E�e��.M ������243B5�:=3 Q <?K?Egj`G?365�@A3e@A8 Q >\7mM	>\5=EF:=EJ>LK9K?3{M	3;GUYL3;K`:¢3;K p 86K?8 O]IP_ M I 5�5 k I MAa
M _ EJj`G?3 O¢I GAq�5[G O a z 5=>LGU5]~�7 ILO :XEFK p`IP_ 365 p 8;KU8 O]IP_ EJ5=8;3B5;n Q;IPO¢_ 365�@AE �	8 O 36K Q 3B5

Yn
3;:

∆In
Mc36G?YL36K\:

K?3(M I 5 �;: O 3R@A8byUKUEF3B5;v



�5	 �5	�����������������������1�Y�I� ��	��U�����P	[� �����
����� �
���	Y� �6� ¯

���
	��	���������	�� eY�NMF����� O � 	�� ��EVCF��� �IEV�(G�� �\�����&. �^J�E^[\� 7$[
X
% ^ #  !9%0WY*",)#Z[8!V$ *"-.% 'Z, % ^ '

/5%42�#`[8?"%�W %�!1#  ! % ^ �  ^ ' W *7,)#`[8!H$>*7-.%*/I% # Φ  !9% # �"! 2 #Z[\�"!�2 �7!1?"%:9 %5'&,=% ^ /5%42�#`[8?"% WY%�!1#  !9% # �7!92�'
#`[\�7!@2 �7!1?"%:9 %Y2�,=�"[ ^4^ *"!$#&%R/ ^! ,

R
#&%�-8-.% "  % E

(
|Φ(Xn)|

)
< +∞ /5�  , # �  # n a�*7-.�", ^ Φ(X)% ^ #  !9% ^ �  ^ ' WY*",)#Z[8!V$ *"- %�+

�����	��
������������
��
� 0� 
,c. "$>&�<1B04,$"65��-=+%��B%<>+?F%<>Q;'3B>=C"65�"234>&>+%<,$,2%4H E(Φ(Xn+1)|Fn) ≥ Φ(E(Xn+1|Fn)). tC" X %<?@5
*&>+%Z8-0� F5�"$>&1B04,$% E(Xn+1|Fn) = Xn %'5 E(Xn+1|Fn) = Φ(Xn) X
tC" X %<?@5�*&>+%Z?F3B*+? ��8-0� F5�"$>&1B04,$%�%'5 Φ ;<3B>_��%'WC%Z;! �3B"$?F?�04>�5�%BH Φ(E(Xn+1|Fn)) ≥ Φ(Xn).

2 k I K IL_ > p EJ3�36K\: O 3 _ 365�5=>L7979365�@?3�Y	v I vTEJKU@A86Mc36KU@ I K\:X365�3;: Q 36K\: O 86365�5=3 O 3;: O >LG?Y\3¢@ I KU5 _�k 8;:=GU@A3
@A365�M O >\M O EJ8b:X865�j`G I @ OXI :=Egj\GU365�@A365�7 ILO :XEFK p\IP_ 3656v

���
	��	���������	�� eY�NMF���^M OR���
	��Y�
� �,� �H� � Z �^TY� � ��� � ZYEH�
[\�(7 �7[8#
(Xn)  ! % W *7,)#`[8!H$>*7-.%�:�%

24*",), _ [8!1# _ $�,=*,3 -.%�+ % * ^ �  ^ ' WY*",)#Z[8!V$ *"-.% (X2
n)
*�:7W %�#  ! % : _ 24�7W�/1� ^ [8#Z[\�"!A:�%0-.*�# �7,)W % a

X2
n = X2

0 + Nn + [X ]n

� �
Nn = 2

∑n
i=1 Xi−1∆Xi

% ^ #  !9% WY*",)#Z[8!V$ *"-.%�!  -8-.%�% ! 0
aU%�#

[X ]n =
∑n

i=1(Xi−Xi−1)
2

% ^ #  !�/9,=� 24% ^4^! ^ 2 ,=�7[ ^4^ *7!1# �^T � �Y� � [8!1# _ $�,=*,3 -.% a *4/�/1% - _ � � �
� � ����	�� � Z �^TY� � ��� � ZYE :>%�-.*
W *7,)#`[8!H$>*7-.% � +
(+% #Z#&%0: _ 24�"W�/5� ^ [8#`[\�7!A:7[ �D]�,=%0:>%�- * : _ 24�7W�/1� ^ [8#Z[\�"! /9, _ ?G[ ^ [�3�-.%Y:�%��;�G�,3

X2
n = X2

0 + Mn + 〈X〉n
� �

∆〈X〉n = E((Xn − Xn−1)
2|Fn−1)

%�#
∆Mn = ∆Nn + (∆Xn)2 − E((∆Xn)2|Fn−1).

�����	��
������������
��
��0[9C �%<8)"$T' �%
=C�<;<3B8)9G34?F"65�"234>E%<?@5`*&>+%Z?F"$8)9&,$%Z;<34>&?F�^(�*+%<>&;<%�=C%Z,c. "J=C%<>�5�"65��

X2
n − X2

n−1 = (Xn − Xn−1)
2 + 2Xn−1(Xn − Xn−1).

� 3B8)8)% Xn ∈ L
2 H Xn−1(Xn − Xn−1) ∈ L

1 %'5�,$%<?[9C �3B9C �"2�!5��<?A=U. "$>�5��<1� \04a&"$,$"65��:?F34>_5�?�0��
5�"$?@Kc04"65�%<?<X � *&"$?�(�*&% Xn−1 ∈ Fn−1 HG,20)9+ �3B9C �"$�'5��[=C%�8-0O F5�"$>&1�0�,$%[=C% (Xn) %<>�5F \0O]J>&%�;<%<,$,$%A=C%
∆Nn = Xn−1(Xn − Xn−1) X

⇒ � 3B*+ �3BaC5�%<>&"6 �,20�=C�<;<348)9G3B?F"65�"$3B>-=+%��Z3�34a�HB"2,+Kc04*C5�8)%!5F5F �%�%<>)�<�_"2=+%<>+;<%�,2%�9C �3�;<%<?F?F*&?�9+ ��<�_"$?F"$a&,$%
〈X〉 H�=+�!#>&"�9&0� -?F%<?V04;';' �3B"$?F?F%<8)%<>�5�? ∆〈X〉n = E((Xn − Xn−1)

2|Fn−1) X���0Q=+"6SU�' �%<>+;<%
([X]n − 〈X〉n) %<?@5Y04,$34 �?`;<,204"6 �%<8)%'>_5`*+>&%Z8-0O F5�"2>+1�0�,2%4X
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%�>\GU5 IL_F_ >LKU5�@A8;79>LK`: O 3 O E Q EcGUK�8;K?>\K Q 8 I K IP_ > p G?3�M	>LG O�_ 3B5o7 IPO :=EJK p\IL_ 3B5;v � 3�M O 3;79EF3 OoO 865=G _ a
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��K`J�K=L � � � P � �=Q R � �� � 
 
��

� X �V	��
UHGSE�e��N�F��� O�
 	F	�� [
��7 �7[8#
X  ! % ^ �  ^ ' WY*",)#Z[8!V$ *"-.%+/1� ^ [8#Z[8? % a
/1*",E% 9 % W�/9-.%�-.%�W �7'

:  -.%;:F;  ! %�WY*",)#Z[8!V$ *"- %0:>%;24*7,), _ [8!$# _ $�,=* 3�-.%�+ � -.�", ^

E

((
sup

0≤j≤N
Xj

)2
)

≤ 4E(X2
N).

�����	��
������������
��
0 ��by>�5F �3_=C*&"$?F3B>+?�,2%
9C �3�;<%<?F?F*+?Y;' �34"$?F?�04>�5 Sn = sup0≤j≤n Xj 9G3B*+ n ≥ 0 %'5 S−1 = 0.

��0�=+"6SU�' �%'>&;<% S2
n+1 −S2

n = (Sn+1 −Sn)(Sn+1 +Sn) %<?@5�8-0^�@3� ��<%�9&0� 2Xn+1(Sn+1 −Sn)

;^0� V?F" Sn+1 > Sn H Sn+1 = Xn+1 > Sn ≥ 0.
� %<;<"`%<?@5I04*+?F?F"Y�� \04"�9G34*+ -,c. "2>&=+"$;<% −1 X�  �%'>&3B>+?�,c. %'?F9G�' \04>+;<%
%'5�0�9&9&,$"2(�*&34>&?�,c. "$>&�<1B04,$"65���=C%<?�?F3B*+? ��8-0� F5�"$>&1B04,$%<?�%<>�5F �% n + 1 %'5 N XCb�,

�_"2%'>_5`(�*+%
E(S2

n+1 − S2
n) ≤ 2E(Xn+1(Sn+1 − Sn)) ≤ 2E(XN (Sn+1 − Sn)). � �+X � �

��0[?F%';<3B>&=+%
"$>&�<1B04,$"65���?<. 34a+5�"$%<>�5`%<>: �%<8-0O \(�*04>�5�(�*+%
E((XN − Xn+1)(Sn+1 − Sn)|Fn+1) = (Sn+1 − Sn)E((XN − Xn+1)|Fn+1) ≥ 0.

� > ?F3B8)8-04>�5R?F*C P,$%<?�"$>=+"$;<%'? n %<>�5F �% −1 %'5 N − 1 HZ>&34*&?R3BaC5�%<>&34>&?Q(�*&% E(S2
N ) ≤

2E(XN SN ).

tC" E(S2
N ) < +∞ H+>&34*&?�9G3B*+��3B>+?�049&9+,$"J(�*+%' �,c. "$>+�<1�0�,2"65���=+%�t_;!7���0� ��
%'5`=C�^=+*+"$ �%�(�*+%

E(S2
N ) ≤ 2E(X2

N )1/2
E(S2

N )1/2

;<%�(�*&"U;<34>=+*+"65��[,c. "$>+�<1�0�,2"65��� �%<;\7&%' �;\7&�<%4X
a���t_"�>+3B*+?`>+%Z?�0^��3B>+?�904?`0[9C �"$34 �"�(_*+% E(S2

N ) < +∞ H+>&34*&?�*C5�"2,$"$?F3B>+?Y,$%
8)�<8)%Y0� �14*&8)%<>�5
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(�*&%N;<" ��=+%<?F?F*+?I9G34*+ I�'5�*=C"$%' :,$%R9+ �3�;'%<?F?F*&? SK
n = inf(Sn, K) X���0L8-0^�@3� \0�5�"$3B> � �CX ���V%<?@5

�B0�,204a&,$%BH+;^0O �?F*C SK
n+1 > SK

n H&>+�<;<%<?F?�0�"6 �%<8)%<>�5 Sn+1 > Sn.
� >:%<>:=+�^=C*&"65`(�*&%

E((SK
N )2) ≤ 4E(X2

N ).

�[. 3��E,c. "$>&�<1B04,$"65���=&04>+?�,2%
;<04?`1B�<>+�' \04,�90O Y9&04?F?�0�1B% �[,20[,$"$8)"$5�%
;! �3B"$?F?�04>�5�%�%<> K X

2 k EFKU8 p\IL_ EF:=8�M O 8 Q 8B@A3;K`:=3 I @A793b:�@A3¢K?>L7 ^?O 36GU5=365ª3;q`:X3;KU5=EJ>LKU5��|> O :�GA:XE _ 3656nTj\GU3�K?>\GU54M O >LM	>\5=>LKc5
3;Ks3bqA3 O]Q E Q 3\v

BDCFEV��� ��� E�eY�����NM t_3B"65 G *+>&%�Kl3B>+;'5�"$3B>E;<34>_��%'WC%Z;' �34"2?F?�0�>�5�%BHG=C%�=+�' �"$���<% �A=C �34"65�% g.� >V>&3�5�% Sn = X∗
n = sup0≤k≤n Xk.

0���D:3B>�5F �%' Y(�*&%Z?F" (Xn) %'?@5Y*+>&%Z?F34*&? ��8-0� F5�"$>+1�04,$%BH

Hn = G(X∗
n) − (X∗

n − Xn)g(X∗
n)

%<?@5�*+>&%Z?F34*&? ��8-0� F5�"$>+1�04,$%BX� 34*+ ��'5\0�a&,$"6 �;<%!5F5�%Z9+ �349+ �"$�'5��BH&3B>I �%'8-0� \(�*&%' \0�(�*&%

(X∗
n+1 − Xn+1)g(X∗

n+1) = (X∗
n+1 − Xn+1)g(X∗

n).

� >V%<>N=C�^=+*+"$ \0�(�*&%Z,20)=+"6SU�' �%'>&;<% Hn+1 − Hn %<?@5`9&,$*&?�1� \04>=C%�(�*&% g(X∗
n)(Xn+1 − Xn).

a�� � >:=+�^=C*&"6 �%
(�*&%Z?F" (Xn) %<?@5`*&>&%�?F3B*&? ��8-0O F5�"2>+1�0�,2%
>_*+,2,$%Z%'> 0 H+9G3B*C �5�3B*+5 p > 1,

E

„„
sup

0≤j≤N
Xj

«p«
≤ p

p − 1
E

 
XN

„
sup

0≤j≤N
Xj

«p−1
!

.

� *&"$?`%<>N=+�<=+*&"6 �% �c%<>N*C5�"$,2"$?�0�>_5Y,c. "2>+�<1�0�,$"$5��[=+%����B,2=+%' ��(�*�. "$,�%!W+"$?@5�%�*&>+%
;<3B>+?@5\04>�5�%�*&>+"2�B%' �?F%<,$,$% Cp

5�%<,$,$%�(�*&%Z9G34*+ �5�34*+5 p > 1

E

„„
sup

0≤j≤N
Xj

«p«
≤ CpE

“
Xp

N

”
. � �+X � �

= � � >R*+5�"$,$"2?�0�>�5
,20-Kl3B>&;!5�"234> G(x) = (x − K)+ HU8)34>_5F �%! Z(�*&%�?F" (Xn) %'?@5
*&>+%�?F34*&? ��8-0� F5�"$>&1B04,$%
9G34?F"$5�"$��%

P

„
sup

0≤j≤N
Xj ≥ K

«
≤ K−1

E
“
XN

”
.
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� X �V	��
UHGSE�e��N�F�N� 7 �7[8#
M = (Mn)  !9%;WY*",)#Z[8!V$ *"- % 34�",)! _ %Y:>*"! ^

L2,
2�; % ^ #`'<47'M:"[8,=%�#&%�-8-.%

"  %
sup

n
E(M2

n) = E(M2
0 ) +

∑

i≥1

E
(
(Mi − Mi−1)

2
)

< ∞,

*"-.�7, ^ (Mn)
2 �7!1?"% , $>% /9,=% ^ "  % ^�� ,=%�W %�!1#�% #�:�*"! ^

L
2 ?"% , ^  ! % ?
+8* + M∞.

�����	��
������������
��
0 � � 3B?F3B>+? α = supn E(M2

n) X � 3B8)8)%�,20�?F*&"65�% E(M2
n) %<?@5�;' �3B"$?F?�04>�5�%BHC%<,$,$%�;'3B>_��%' �14%Y��%! �? α

%'5 E
“
(Mn+p −Mn)2

”
≤ α − E(M2

n)→0 ?F" n→+ ∞.
� *&"$?�(�*&%Y,2%
8-0^�@3� \04>�5�>&%�=+�<9G%'>=

90�?A=+% p H supp E
“
(Mn+p − Mn)2

”
→0 X���0N?F*&"65�% (Mn) %<?@5)=C3B>+;V*+>&%-?F*&"65�%I=+% � 04*+;!7�d

=&0�>&? L
2, (_*+"U;<3B>_��%' �14%�=+34>&;
=+04>&? L

2 �c;^0O L
2 %<?@5`;<3B8)9+,2%!5 ����%' �?�*&>+%Z�GX 0CX M∞ X

a���D:34>_5F �34>&?`(�*�. %<,$,$%
;<3B>_��%! �1B%
9�X ?<X
� >I9G3B?�0�>_5 Vn = supi,j≥n |Mi − Mj | H+3B>E;'3B>&?@5F �*+"65�*&>&%�?F*&"65�%�=+�<;! �3B"$?F?�04>�5�%BH&(�*&"U;<3B>_��%! �1B%
9�X ?<X���%' �? V X��[. 049+ �T'?
,/. "$>&�'1�04,$"65��V=+%A��3�3Ba �M5�7+�<34 �T'8)% �+X �_X � �
049&9+,$"J(�*+�<% �I,20 {Fn+k}k≥0 �
8-0� F5�"$>&1B04,$% (Mn+k − Mn),

E(V 2
n ) ≤ 2limN→∞E( sup

n≤k≤N
|Mk−Mn|2) ≤ 8limN→∞E(|MN−Mn|2) = 8E(|M∞−Mn|2).

tC" n 5�%<>&=u0�*&?F?F"���%' �? ∞ H�;'%N=+%' �>+"$%' A5�%' �8)%-5�%<>=L��%! �? 0 X���0�?F*&"65�% (Mn) %<?@5-=C3B>+;:*&>+%
?F*&"65�%A=C% � 0�*&;\7�dE9G3B*C Z,20-;<3B>_��%' �14%<>&;'%[9�X ?<X � ,$,$%A;<3B>_��%! �1B%�=+3B>+;�9�X ?<XU%'5Z?�0-,$"28)"65�%�9�X ?<XU%<?@5
>&�<;'%<?F?�04"6 �%<8)%<>�5 M∞ ;^0� 
=+%[,20-;<3B>_��%! �1B%<>+;<%A=+04>&? L

2 =+% (Mn) 3B>�9G%<*+5Z=+�^=C*&"6 �% �c��3B"6 
,$%
5�7&�<3� �T<8)%��CX �_X ��=C%:,c. 049&9G%'>=+"$;<% �[,/. %'WC"$?@5�%<>+;<%E=U. *+>&%I?F3B*&? ��?F*+"$5�% (Mnk

) (�*+"�;<3B>_��%' �14%:9�X ?<X
��%' �? M∞.

� EHG�� �	� Z8E�e��N�F�le�2 I 7 �;793M O 3;G?Y\3�79>LK`: O 3 _gINQ >LKrY\3 OXp 3;K Q 3�@ I KU5
Lp (p > 1),

5[E�>LK
:=EJ3;K`: Q >\7mM?:=3C@A3 _�k EJK?8 p\IP_ EF:=8�z �cv �r~�M	>LG O G?K?3R7 IPO :=EJK p\IL_ 3 ^ > O K?8;3R@ I KU5

Lp v

BDCFEHGI�KJ�EPeY�����)(¬z��(�\�8E TYE �D	�J 	 ��[\� � K?3�G O KU3 Q >LK`:=EJ3;K`: N
^ >\G _ 365 @A3 Q >\G _ 36G O 5

1, 2 . . . , m
v � Q < I j`G?3�EJKU5[: I K\:

n = 1, 2, . . .
>\K�:=E O 3eG?K?3 ^ >\G _ 3 I G�< I 5 IPO @�@ I Kc5 _�k G O K?3eM?G?Eg5

>LK _JImO 3;793b:�3;K I �u>\GA: I K`:¢G?KU3 ^ >LG _ 3R@A3(7 �;793 Q >\G _ 36G O v w >LEF:
N i

n

_ 3(K?>L7 ^?O 3R@A3 ^ >LG _ 365�@A3
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Q >\G _ 36G O
i
� _�k EJKU5[: I K`:

n, X i
n

_gI M O >LM	> O :=EJ>LK@A3 ^ >LG _ 3B5{@A3 Q >LG _ 3;G O
i
zM[�+8%�+

X i
n =

Ni
n

N+n

~�3b:
Xn = (X1

n, . . . , Xm
n ).
w >\Eh: Fn = σ(X1, . . . , Xn).

b ILO�Q >LKc5u: O G Q :=EJ>LK
E(N i

n+1 − N i
n|Fn) = X i

n,

@ k >��
E(X i

n+1 − X i
n|Fn) = 0.

2 I 5=G?Eh:X3
(X i

n)
3B5u:DGUK?3�7 IPO :=EJK p\IL_ 3 ^ > O K?8;3�@?>LK Q z|:=<?86> O d;793��Uv �?v �\~HM O 365Xj`G?3�5 � O 367m36K`:

Q >\K`Y\3 OXp 36K\:X3Lv %�>\GU5 O 36YrEF36KU@ O >LKU5�5=G O�Q 3(79>A@Ad _ 3C@ I Kc5 _JI 5=3 Q :XEF>\K ¯ v Bm@AG Q < I M?EF: O 3 ¯ v

��K`J�KZJ � 
 Q ���� P �0� ���� ��
 T � �0� �

� K?3 Q >\KU5=86j`G?3;K Q 3D� I\Q E _ 3@AG�:=<?86> O d;793��cv �Uv � 365[: _gI 1 _ >LE¢�|> O :=3 3�@A365 pLO]I Kc@?5�KU>L7 ^UO 3B5
@A>LK`:(K?>LGc5e@A>\K?K?>\KU5fM _ Gc5[EJ3;G O 5eYL3 O 5=EF>\KU5;v 243 _ 3;79793m@A3 � O >LK?3 Q]W 3 O 5[G Of_ 3 Q >L79M	> O :=367m36K`:
@A365f79>TtL36K?K?3B5f@?3 � 865 IPO >�@A3B5R5[G?EF:=3B5 O 863 _J_ 3B5(@A8b:X3 O 7mEJK?Eg5u:X365 Q >LKrYL3 O=p 3;K`:=3B5�K?>\GU5R5[3 OXI : O d65
GA:=E _ 3Lv

QEHGSGSEQe��N�F���PO��L�
	��8E� ��EV� [
�7U�"[8#
(yn)  !9% ^0 [8# % :>%�! �"W 3 , % ^ , _ %�- ^ +

7$[�-.* ^�_ ,)[\% ∑
n≥1

yn

n

24�"!$? %�,�$ %0*7-.�", ^ limn→∞

∑n
i=1 yi

n
= 0.

% %EW�� WY%E, _ ^0 - #&*7#�% ^ #�?"*"- * 3�-.% ^ [ 1
n

% ^ #�,=%�W�/ -.*�2 _ /1*", 1
an

� �
(an)

% ^ #  !9% ^! [8#&%I2�,=�"[ ^4^ *"!$#&%
"  [�# % ! :Y?"% , ^ -<; [8! & !$[�+

�����	��
������������
��
tC34"$5 sn =

Pn
i=1 yi/i, s0 = 0 %!5 Sn =

Pn
i=1 yi. �`,23� �?

Sn/n =
1

n

nX

i=1

i(si − si−1) =
1

n
(nsn −

nX

i=1

si).

� %�=+%' �>+"$%' �5�%' �8)%Z;<34>C�B%' �1B%Z�B%' �? 0 9&*+"2?�(�*+% sn ;<34>_��%' �1B%4X

> _ 3bqAEg5u:X3�M _ Gc5[EJ3;G O 5f8;K?>\K Q 8B5;nªM _ GU5C>LGN7m>\EFKc5(�|> O :X56n4@A3 _JI_ >LEo@?365 pLO]I Kc@?5fK?>L7 ^?O 3B5;v %{>LGU5Q >\7m7936K�
b>\KU5¢M IPO�Q 3 _ G?E�j`G?E45 k 86K?>LK Q 3 _ 3RM _ GU5�5=EF79M _ 3;7936K\:Bv

� X �V	��
UHGSE�e��N�F��� 7 �7[8#
(Mn)  ! % WY*",)#Z[8!V$ *"-.% a Yn = Mn − Mn−1, n ≥ 1.

7  />/5� ^ �7! ^
∑

n≥1

1

n2
E(Y 2

n ) < ∞.



� � � �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

� -.�", ^
limn→∞

Mn

n
= 0

/ + ^ +N%�#�:>*"! ^
L2.

�����	��
������������
��
tC34"$5 Wn =

Pn
i=1

1
i
Yi. �Y,$34 �? (Wn) %<?@5`*&>+%Z8-0� F5�"$>+1�04,$%
%'5

E(W 2
n) =

X

n≥k≥1

1

k2
E(Y 2

k ) < ∞.

�Y"$>&?F"cH��M5�7&�'34 �T<8)% �+X �CX ��� (Wn) ;<3B>_��%' �14%:9�X ?<X�%'5)=&04>+? L
2.

� 3B*C -;<3B>+;<,$*+ �%BH�34>�*C5�"2,$"$?F%E,$%
,$%<8)8)%Z=C%��Z �3B>&%'; ��%! ^X

� 	��
	�J�J �����
E�e��N�F� �PO<Q� J�	�� � 	��\��E�T8EH� .�� �^�YT8� �Y	�G �Y�
EH�\[
��7U�"[\%�!1#
X1, . . . , Xn

:>% ^ ? *7'
,)[\* 3�-.% ^ [8!1# _ $�,=*,3 -.% ^ ' E(|X1| < ∞ /Y[�+ [�+8: +.a�:�% W � ! % !$!9% E(Xi) = m

+ � -.�", ^

1

n

n∑

i=1

Xi→m, p.s.

�����	��
������������
��
� >I �%<8)9&,20��<04>�5 Xn 90� Xn − m, 3B>E9G%<*C5�5�3B*��@3B*C �?�?F*&9&9G34?F%' `,$%<?��B0O �"J0�a&,$%<?`;<%<>�5F ��<%<?<X

⇒
� a&?F%' ���34>&?�9G34*+ �;<348)8)%<>&;<%! `(_*+%

X

n>0

1{α≤n} ≤
Z ∞

sup(α,1)

dx

x2
=

1

sup(α, 1)
.

by>�5F �3_=+*+"$?F3B>&?�,$%<?��GX 0CXC5F �3B>(�*+�<%<? Yn = Xn1{|Xn|≤n} X � 34?F3B>&? X = X1. by,U%<?@5`;<,204"6 �(_*+%

E(Yn) = E
“
X1{|X|≤n}

”

;<3B>_��%! �1B%
��%' �? 0 = E(X) H&%'5Y(�*&%�,J0�?F*&"65�% Yn/n %<?@5`aG3� �>&�<%�=+04>&? L
2 H+;^0� 

X

n

Var(Yn)

n2
≤

X

n

E

„
X21{|X|≤n}

n2

«
≤ E

 
X

n

1{sup([|X|],1)≤n}
X2

n2

!

≤ E

„
X2

sup([|X|], 1)

«
≤ E(|X|).

⇒ by,G �%<?@5�% ��8)34>_5F �%! `(_*+%Z,$%<?�?F*&"65�%<? (Xn) %'5 (Yn) =C"$SUT! �%<>�5�9G%<*E(�*0�>= n → ∞. DE04"$?
X

n

P(Xn 6= Yn) =
X

n

P(|Xn| ≥ n) =
X

n

P(|X| ≥ n)

≤ E(|X|) + 1 < +∞



�5	 �5	 � ���Y��	Y���Z	 �0��	��5�	 ���[� � � � �`���� � �c�

�[. 049C �T<?�,2%
,$%<8)8)%�=+%���3� �%<, � � 04>�5�%<,$,$" �M5�7&�<3� �T<8)% �_X��BX����-=+%
,c. 049+9G%<>=C"$;<% �!H+,/. �<�B�<>&%<8)%'>_5
{ω 5�%<,�(�*&%Z9G34*+ �5�34*+5 n, "$,�%'WC"$?@5�% p > 0 5�%<,�(�*&% Xn+p(ω) = Yn+p(ω)}

%<?@5�=+%
9+ �34a0�a&"$,$"$5���>_*&,$,$%BX&��%<?`?F*&"65�%<? (Xn) %'5 (Yn) ;<3���>+;<"2=+%<>�5��A9&0� F5�"6 Z=U. *&>:;'%' F5\04"$>E \04>+1
9�X ?<X&��%<*C �?`8)3^d�%'>&>&%'?�0� �"65�7&8)�!5�"J(�*+%<?�3B>�5`=+34>&;
,20[8)�<8)%Y,$"28)"65�%BX

V KMc36GA: O]I ��K?3 O�Q 365 O 865=G _ : I :]5�3;KGA:XE _ Eg5 I K\: _gI Y IPO E I :=EJ>LKj`G I @ O]I :XEJj`G?3(M O 8;YrEg5[E ^?_ 3 〈M〉 @A3_JI @A8 Q >\7mM	>\5=EF:=EJ>LK@A3 _JI 5=>LGU5[a 7 ILO :XEFK p\IP_ 3
M2 v

� X �V	��
UHGSE�e��N�F� � 7 �7[8#
M  ! % WY*",)#Z[8!V$ *"-.% :�%;24*",), _ [8!1# _ $7, * 3�-.%)a�*"-.�7, ^

OR� [ ^! , {〈M〉∞ = ∞} a Mn

〈M〉n
→ 0

/F+ ^ +��
OR��� [ ^! , {〈M〉∞ < ∞} a Mn

24�7!1?"% ,�$ % / + ^ +

�����	��
������������
��
by>�5F �3_=+*+"$?F3B>&?�,20[?F*+"$5�% Zn =C%Z�GX 0CX"$>�5��<1� \04a&,$%<?<H=+�'#&>&"$%<?�9&0� 

∆Zn =
Mn − Mn−1

1 + 〈M〉n
.

� *+"$?�(_*+% 〈M〉n %<?@5�9+ ��'�C"$?F"$a&,$%BH ∆Zn %<?@5`;<%<>�5F ��<%
%'>:%<?F9G�' \0�>&;<%
;'3B>=C"65�"234>&>+%<,$,2%4X�Z%
9+,2*+?
E((∆Zn)2|Fn−1) =

1

(1 + 〈M〉n)2
E((∆Mn)2|Fn−1)

=
∆〈M〉n

(1 + 〈M〉n)2
≤
Z 〈M〉n

〈M〉n−1

1

(1 + t)2
dt.

� 0� `?F*&"65�%BH
E(Z2

n) ≤
Z ∞

0

1

(1 + t)2
dt = 1.

��0[8-0O F5�"$>&1�0�,$% Zn (_*+"�%'?@5�aG34 �>&�'%�=&04>+? L
2 ;<3B>_��%' �14%
=+34>&;
9�X ?<X+%'5Y=&0�>&? L

2 X
⇒ �[. 049+ �T'?Y,$%�,$%<8)8)%�=+% �Z �3B>+%<; ��%' ^H+?F*+ Y,/. %<>+?F%<8[a+,$%�3 � 1 + 〈M〉n 5�%<>=I��%' �?`,/. "$>+#&>&"cH Mn/(1 +

〈M〉n) %'5Y=+34>&; Mn/〈M〉n ;<34>_��%' �1B%'>_5��B%' �? 0 X
⇒ �
04>+?`,$%
;^0�?Y3 � 〈M〉n ;<34>C�B%' �1B%
9�X ?<X+��%' �?�*+>&%Z,$"$8)"65�%Z#>&"$%BH+9G3B*C `9+ �%<?�(�*&%Y5�3B*+5 ω HC,20A?F�' �"$%�=C%

5�%' �8)%�14�<>&�! \04, ∆Zn(ω) %'5�,20[?F�' �"$%�=+%Y5�%' �8)%�14�<>&�' \0�, ∆Mn(ω) 34>_5�,$%
8)�<8)%`%<>+?F%<8[a+,2%Z=+%
;<3B>_��%! �1B%<>+;<%BX � 0� `?F*&"65�%BH+,20A?F�' �"$%�=+%Z5�%' �8)%Y1B�<>+�' \04, ∆Mn(ω) ;'3B>_��%' �14%BX

� � � ©¬¤C§��C¦� !C¦�§ �¢¦ �®b¦ ��«�+ !C��§����«C®

?�>\GA:=3{5=G?EF:=3 O 863 _J_ 3 Q;O >\EJ5X5 I K`:=3 ^ > O K?8;3�3B5u: Q >LKrY\3 OXp 3;K`:X3Lv � 3 O 865=G _ : I :�8 _ 8;793;K`: I E O 3�z 7 I EJ5
EF79M	> O : I K\: ~�@ k I K IL_ tA5=3 O 8;3 _F_ 3 I @A793;:�G?K?3CY\3 O 5[EJ>LKs5u:X> Q < I 5[:=Egj\GU3C@AG?3C���e>`> ^ @ #&�  #&% ^ �  ^ '
W *7,)#`[8!H$>*7-.% 3 �7,)! _ %;:�*"! ^

L1 % ^ # /9, % ^ "  % ^�� ,=%�W %�!1# 2 �7!1?"% , $>%�!1# %bv



� � B �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

� X �V	��
UHGSE�e��le���� O�
 	F	�� [
� [ / 7 �"[8#
(Xn)  !9% ^! ,)' WY*",)#Z[8!V$ *"-.%Y/1� ^ [8#`[8?"%�+ � -.�", ^ (Xn)24�"!1?"%�,�$>% / + ^ +�?"%�, ^� ! % ?
+8* + X∞

[8!$# _ $�,=* 3�-.%�+
[8[ / 7U�"[8#

(Xn)  ! % ^ �  ^ ' W *7,)#`[8!H$>*7-.%�#&%�-8-.%D"  % supn E(X+
n ) < ∞. � -.�7, ^ [8-1% 9>[ ^ #&%  !9%�?
+8* + ,2+

X∞ ∈ L
1 # % -8- % "  % Xn→X∞

/ + ^ +

b�>LG O M O >LG?Y\3 O9Q 3 O 865=G _ : I :�K?>\GU5 IP_J_ >\KU5mGA:=E _ EJ5=3 O�_ 365�@A36GAq _ 3;7979365�5=G?EJY I K`:X56v %�>LGc59K?>LGU5
EFKc5[M?E O >LKU5�@A3 %{3;YL36G��DBP� � v
QEHGSGSEQe��le��.M 7U�"[8#

(Xn)  !9% ^! ,)' W *7,)#`[8!H$>*7-.% /1� ^ [8#`[8?"% %�# 34�7,)! _ %+/5*7, K
+ % * W *7,)#`[8!H$>*7-.%:�% -.* : _ 2 �7W�/1� ^ [8#Z[\�"!@:�%��;�G�,30% ^ #  !1[ # �7,)W _ WY% !$#�:>%024*",), _ [8!$# _ $�,=* 3�-.%

E(M2
n) ≤ 2KE(X0).

�����	��
������������
��
��0�9&9G%<,$34>&?)(�*&% Mn = Xn + An H�3�� A %'?@5)*&>�9+ �3�;'%<?F?F*&?);' �34"$?F?�04>�5-9+ ��<�_"$?F"$a&,$%I5�%',�(_*+%
∆An = An − An−1 = −E(∆Xn|Fn−1) X � 0� �;<3B>+?@5F �*&;'5�"$34>�H Xn H ∆An %!5
=+34>&; Mn ?F3B>�5
=+%Z;<0� F ���"$>_5��'14 \04a+,$%BX � >E9&0� F5�"$;<*&,$"$%' ^H E(M2

n) = E(X2
0 ) +

Pn
i=1 E((Mi − Mi−1)

2).

��. 3Ba+?F%' ��40�5�"$3B>Q%<?F?F%<>�5�"$%<,$,2%-(�*+"�9G%' �8)%'5
=C%[8)34>_5F �%! 
(�*&% (Mn) %<?@5�*&>+%�?F*+"$5�%[aG34 �>&�'%A=&0�>&?
L

2 %<?@5`,20[?F*&"$�404>�5�% �

E(∆M2
i ) = E

“
(∆Xi − E(∆Xi|Fi−1))

2
”

= Var(∆Xi)|Fi−1) ≤ E(∆X2
i )

;<3B8)9C5�%�5�%<>_*E=C%<?�9+ �349+ �"$�'5��<?`=C%
,J0��B0O �"J0�>&;<%
;'3B>=C"65�"234>&>+%<,$,2%4X� a&?F%' ��B3B>&?�(�*+%
(∆Xi)

2 = X2
i − X2

i−1 − 2Xi−1(Xi − Xi−1)

%'5Y(�*&%
E((∆Xi)

2) = E(X2
i ) − E(X2

i−1) + 2E(Xi−1(Ai − Ai−1)).
� 0� `?F3B8)8-0O5�"$3B>�HC"$,��_"$%<>�5

E(M2
n) ≤ E(X2

n) + 2
X

0<i≤n

E
“
Xi−1(Ai − Ai−1)

”

≤ E(X2
n) + 2KE(An)

= E(X2
n − 2KXn) + 2KE(Xn + An)

≤ 2KE(X0).

��0A=C%' �>&"$T' �%
"$>+�<1�0�,2"65���*+5�"$,$"$?F%
,20A9+ �3B9C �"$�'5���=+%Z8-0O F5�"$>&1�0�,$%�=+% Xn + An X

QEHGSGSEQe��le��N� 7U�"[8#
(Xn)  ! % ^ �  ^ ' WY*",)#Z[8!V$ *"-.% #&%�-8-.%A"  % supn E(X+

n ) = K < +∞ +
� -.�", ^ Xn = Yn − Zn

a�� �
(Yn)

% ^ #  !9% WY*",)#Z[8!V$ *"- % /1� ^ [8#Z[8? % % # (Zn)
% ^ #  !9% ^! ,)'

W *7,)#`[8!H$>*7-.% /5� ^ [8#Z[8?"%�+



�5	 �5	 � ���Y��	Y���Z	 �0��	��5�	 ���[� � � � �`���� � �`�

�����	��
������������
��
�[. 049C �T<?),20�9C �3B9G3B?F"65�"$3B> � �+X �_X���� �!H (X+

n ) %<?@5)*+>&%:?F34*&? ��8-0� F5�"$>+1�04,$%N=C%:=C�<;<348)9G3B?F"65�"$3B> =C%
�Z3�3Ba X+

n = X+
0 + Mn + In H®3 � In %<?@5�*&>�9C �3�;<%<?F?F*+?[;' �34"2?F?�0�>�5^H�9G3B?F"65�"6KyH�9+ ��'�C"$?F"$a&,$%-%'5

"$>_5��'14 \04a+,$%BX
E(In) ≤ E(|X0|) + E(X+

n ) ≤ E(|X0|) + K X��0[�GX 0CX+,$"$8)"$5�% I∞ %'?@5`=+3B>+;�04*+?F?F"�"$>�5��<14 \0�a&,$%BX
by>�5F �3_=+*+"$?F3B>&?�,20`8-0� F5�"$>&1B04,$% Yn = X+

0 +Mn +E(I∞|Fn) ≥ X+
0 +Mn+In = X+

n 9G3B?F"65�"$��%BX
�Y,$34 �? Zn = Yn − Xn %<?@5�*&>+%)?F*+ ��8-0� F5�"$>+1�04,$% �c;<348)8)%)=+"6SU�' �%<>+;<%-=�. *+>&%)8-0� F5�"$>+1�04,$%-%'5
=�. *&>+%Z?F3B*+? ��8-0� F5�"$>&1B04,$% ��9G3B?F"65�"$��% �c;^0O Yn ≥ X+

n ≥ Xn �!H=U. 3��E,$%Z ��<?F*+,$5\0O5^X

%�>\GU5�Mc>\G?YL>\KU5¢7 I EJK\:X3;K I K`:�M O >\G?YL3 O¢_ 3(:=<U8;> O d;793��Uv �UvJ�
�����	��
������������
��

tC*+9&9G3B?F34>&?�9G3B*C �;<348)8)%<>&;<%! �,20�?F*+ ��8-0� F5�"$>+1�04,$% (Xn) 9G34?F"65�"2�B%BH_aG34 �>+�<%Y9&0� K X_�[. 049C �T<?�,$%
,$%<8)8)% �CX �+X �_H�%<,$,$%)0B=C8)%'5Z*+>&%A=C�<;<348)9G3B?F"65�"$3B>�%<> Xn = Mn − An H�3 �Q,20I8-0O F5�"$>&1�0�,$%[%<?@5
aG34 �>+�<%A=+04>&? L

2 X���0I8-0O F5�"$>&1�0�,$%A;<3B>_��%! �1B%A=C3B>+;[9�X ?<X���%' �?�*&>&%�,$"$8)"$5�%�#>+"2%4H�%!5
;<3B8)8)%�,20
?F*&"65�% (Xn) %<?@5�aG3� �>&�<%A"$,�%<>P%'?@5�=+%A8)�<8)%�=+*�9+ �3�;'%<?F?F*&?�;' �34"2?F?�0�>�5 (An) X���0I?F*&"65�% (Xn)

%<,$,$%���8)�<8)%-;<3B>_��%' �14%:=C3B>+;V9�X ?<X � 0� A;\70�>&14%<8)%<>�5A=C%I?F"$14>&%BH�"$,�%<>�%<?@5A=+%V8)�<8)%)9G3B*C A,$%<?
?F3B*+? ��8-0O F5�"$>&1�0�,$%<?YaG3� �>&�<%'?<X

⇒ � 3B>&?F"2=C�' �3B>+?:8-04"$>�5�%<>&04>�5V*&>&%R?F*C ��8-0O F5�"$>&1�0�,$%�9G34?F"65�"2�B% (Zn) X���0L?F*&"65�%Q=+%N5�%' �8)%N1B�'>&�' \0�,
Xn = e−Zn %<?@5:*&>+%N?F3B*&? ��8-0O F5�"2>+1�0�,2%R9G34?F"$5�"$��%�;<348)9+ �"$?F%R%<>�5F �% 0 %!5 1 X � ,$,2%�;<34>C�B%' �1B%
=+34>&;�9�X ?<X2H&=+%Y8)�<8)%Y(_*+%�,20�?F*+"65�% (Zn) ��;'3B>=C"65�"234>E=U. 04=+8)%'5F5F �% +∞ ;<3B8)8)%`,$"$8)"$5�%4XDE0�"$?
E(Z∞) = E(lim infn Zn) ≤ lim supn E(Xn) ≤ E(X0) X���0I,$"$8)"65�%[%<?@5
"$>�5��<1� \04a&,$%A%!5�=+3B>+;
#>+"2%�9�X ?<X

⇒ � 3B*+ � �%<��%<>+"$ 
04*+WE?F3B*&? ��8-0O F5�"2>+1�0�,2%'?
���' �"6#G0�>_5Z,J0V;<3B>&=+"65�"$3B> supn E(X+
n ) < ∞ HU34>Q*C5�"$,2"$?F%A,$%

,$%<8)8)% �+X �+X �CH�(�*&"�9G%! �8)%'5)=C%:=C�<;<3B8)9G34?F%' ),20R?F3B*&? ��8-0O F5�"2>+1�0�,2%I;<3B8)8)%V=C"$SU�! �%<>&;<%:=�. *&>+%
8-0� F5�"$>&1B04,$%Z9G34?F"$5�"$��%
%!5�=�. *&>+%�?F*C ��8-0O F5�"$>&1�0�,$%Z9G3B?F"65�"$��%BX � %<?�=+%'*+W-?F*&"65�%<?�;'3B>_��%' �14%<>�5`=+3B>+;
9�X ?<X+��%' �?`=+%<?�,$"$8)"65�%<?�#>+"2%'?`9�X ?<X&%'5`"$>�5��<14 \0�a&,$%<?<X

� EHG�� �	� Z8E�e��le��le O<� [ 243s:=<?86> O d;793 �Uv �?v � 5=3@?86@AG?EF:D@AE O 3 Q :=36793;K`:D@AG�:X<?8;> O d6793 �cv �cvF�\v
� KN3 � 3b:Bn�5=E (Mn)

365[:RG?K?3m7 ILO :XEFK p\IP_ 3 ^ > O K?863m@ I KU5
L2 IP_ > O 5 (Mn)

365[:RG?K?3�5[>\GU5[a
7 IPO :=EJK p`IP_ 3e3;:

supn E(|Mn|) ≤ supn E(M2
n)1/2 < ∞.

OR��� [}z�� �2��EH� ����	����g~¢�¢EJ3;Kj\GU3 _JIH_ EJ79Eh:X3C@ k G?K?3C5=>LGU5[a�7 ILO :XEFK p`IP_ 3 ^ > O K?8;3R@ I KU5
L1 5[>\Eh:�G?K?3Y IPO E IP^?_ 3

L1 n _JI Q >LKrYL3 O=p 3;K Q 3�K k I M I 5�z|:=>LGP�u>LG O 5X~ _ EJ3;G @ I KU5 L1.
��>\E Q E�G?K Q >\K`: O 3

3;qr3679M _ 3 I 5=5=3�F(5=G O M O 36K I K`:Rz|3bqr: OXI Eh:�@AG Q >\K`: O �L_ 3 Q;_JI 5=5 I K`:�B ���L�\~bv
� I KU5 _gI 79>A@A8 _ Eg5 I :=EJ>LKs@AG�M O EFq�@ k G?K�:XEh: O 3eyUK I K Q EJ3 O nr>LK�: O]I @AG?EF: _ 3B5¢Y ILO E I :XEF>\KU5 O 3 _JI a
:XEFY\365¢@AGDM O EhqD@AGD:=EF: O 3e36K\: O 3e@A3;GAqD@ I :=3B5�M ILO�_�k EJK`:=3 O 7986@?E I E O 3{@ k G?K?3(5[GUEh:X3e@A3eY	v I v

ZiEJKU@A86Mc36KU@ I K`:X3656n?M O 3;K I K\: _ 365�Y IP_ 3;G O 5
1
3b: −1
I YL3 Qe_ 365�M O > ^UIP^ E _ Eh:X865

p
3b:

1 − p
v

w >\Eh:
u
G?KZK?>\7 ^?O 3�5[: O E Q :=367m36K`:{M _ GU5 p\OXI KU@j\GU3

1
vU2�3CM O EhqZ@ k G?K?3 I\Q :XEF>\K� _JI @ I :=3



� � � �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

n + 1
3B5u:�79>A@A8 _ EJ5=8RM ILO

Xn+1 = XnuZn+1 , X0 = x

QLk 3B5u:=a �Pa @AE O 3¢j`G?3�5=E
Zn+1 = 1

nTE _ t I < I GU5X5[3¢3b:
Xn+1 = Xnu

vP� I KU5 _ 3 Q6I 5 Q >\K`: O]I E O 3\n
E _ t Im^UI EJ5X5[3(3;:

Xn+1 = Xnu−1 vw GUM?Mc>`5[>\KU5
p = 1

1+u

@A3(:=3 _F_ 3C5[> O :X3Rj\GU3
E(uZn+1) = 1

v
	 _ > O 56n

E(Xn+1|Fn) = XnE(uZn+1) = Xn
>�� Fn

@A8B5[E p KU3 _gI : O E ^ G�3;K p 3;KU@ O 863CM IPO
Z1, Z2, . . . , Zn.

	�EJKU5[E
(Xn)
365[:�G?K?3(7 IPO :=EJK p\IL_ 3\nA3b:�@A>\K Q n

E(Xn) = E(X0) = x.

b IPO�I E _J_ 3;G O 5;nAM IPO�_JI9_ >LE �|> O :X3R@A365 p\OXI KU@?5�K?>\7 ^?O 3656n

limn→∞
1

n

n∑

i=1

Zi = E(Z1) = 2p − 1 =
1 − u

1 + u
< 0,

@ k >��
(

Xn

x

)1/n

→u(2p−1) < 1
M4v 5;v

	{EFKU5=E _ 3 Q >\G O 5�@A3 _�k I\Q :=EJ>LK�:=36KU@DM O 365Xj`G?3e5 � O 3;793;K`:�YL3 O 5
0,
IP_ > O 5�j`G k 3;K�365=Mc8 OXI K Q 3{E _

K?3RY ILO EJ3(M I 5 H
� K I GA: O 3�3;qA3;79M _ 3¢3B5u: Q 3 _ GUE?@A3 _JI 7 IPO :=EJK p\IL_ 3 O 367 IPO j\G IP^?_ 3 I 5X5=> Q EF863¢�eG?KmM O > Q 365X5[Gc5@A3 ^UOXI K Q <?3;7936K\:Bnr8b:=Gc@AEF863C@ I Kc5 _ 3 Q < I M?EF: O 3 ¯ v

b�>LG O > ^ :=3;KUE O�_gI9Q >\K`Y\3 OXp 36K Q 3f@ I KU5
L1,
E _ � I GA: O 3;K?�|> O]Q 3 O�_�k <rtrM	>P:=<Ud65=3(@ k EJK`:=8 p\OXIL^ E _ EF:=8\v

w >LEF:
M = (Mn)

GUK?3�7 IPO :=EJK p\IL_ 3\v %�>LGc5C@AE O >\KU5Rj`G?3
M
3B5u:CG?KU3�7 ILO :XEFK p\IP_ 3  !1[ # �7,)'

W _ WY% !$# [8!1# _ $�,=*,3 -.%9z � v > ~f5[E _gI � I 79E _F_ 3 (Mn)
365[:  !1[ # �",)W _ W %�!1#�[8!$# _ $�,=* 3�-.%;n QPk 365[:[a �Ta @AE O 3\n5[E

limc→∞

{
sup
n

∫

|Mn|>c

|Mn|dP

}
= 0.

w >LEF:6nA36K Q > O 3
limc→∞ sup

n
E(|Mn|1{|Mn|>c}) = 0.

� X �V	��
UHGSE�e��le�� ( O�
 	F	�� [
� 7 �7[8#
M  ! % WY*",)#Z[8!V$ *"-.%  !1[ # �7,)W _ WY% !$# [8!1# _ $7, * 3�-.%�+ � -.�", ^

OR� [
Mn

24�"!$? %�,�$ %�/F+ ^ ++% # :�*7! ^
L1 ?"%�, ^� ! % ?
+8* + M∞ ;

OR��� [
Mn = E(M∞|Fn).



�5	 �5	 � ���Y��	Y���Z	 �0��	��5�	 ���[� � � � �`���� � � ¯

�����	��
������������
��
��. 04?F?F%! F5�"234> (i) %<?@5�*&>+%�;<34>&?F�^(�*&%'>&;<%�=C*�5�7+�<34 �T'8)% �+X �+X���%!5�=C%�,c. *&>+"$Kl34 �8)%�"$>�5��<14 \0�a&"$,$"65��BX � >
%'SU%'5^H� \0�9&9G%<,$3B>+?�(�*�. *&>+%�?F*&"65�%�v�X b�%<?@5�aG34 �>&�'%�=+04>&? L

1 %'5�(_*+%�5�3B*+5�?F*&"65�%Yv�X b�(�*+";<3B>_��%! �1B%
%<>u9+ �3Ba&04a+"2,$"65��E;<34>_��%' �1B%:=&0�>&? L

1 �c�B3B"6 ),20Q9C �3B9G3B?F"65�"$3B> �CX �_X �P%!5),$%:5�7&�<3� �T<8)%��CX �_X����L=C%
,c. 0�9&9G%<>&=+"$;<% �!X
(ii) tC34"65 F ∈ Fn %'5 m ≥ n. �`,$34 �? E(Mm|Fn) = Mn =U. 3 � E(Mm1F ) = E(Mn1F ).

� 0� 
04"$,$,$%<*+ �?

lim sup
m→∞

E(|(Mm − M∞)1F |) ≤ limm→∞E(|Mm − M∞|) = 0.

�[. 3��
E(M∞1F ) = limm→∞E(Mm1F) = E(Mn1F).

� 	��
	�J�J �����
E�e��le���� 7U�"[8#
Y ∈ L1. � -.�7, ^ - * ^! [8#&% Xn = E(Y |Fn)

24�7!1?"% ,�$ % / + ^ + % #I:�*7! ^
L1 ?"% , ^ X∞ = E(Y |F∞).

�����	��
������������
��
��0[?F*+"65�% (Xn) %'?@5Y*+>&%Z8-0O F5�"$>&1�0�,$%BX&�Y�' �"6#34>&?`(�*�. %<,$,$%
%<?@5`*&>&"6Kl34 �8)�<8)%<>�5�"$>�5��<1� \04a&,$%BX

E(|Xn|1|Xn|≥c) ≤ E(E(|Y ||Fn)1|Xn|≥c) = E(|Y |1|Xn|≥c)

= E(|Y |1|Y |>√
c1|Xn|≥c) + E(|Y |1|Y |≤√

c1|Xn|≥c)

≤ E(|Y |1|Y |>√
c) +

√
cP(|Xn| ≥ c) ≤ E(|Y |1|Y |>√

c) +
1√
c
E(|Y |).

� 70�;<*&>�=+%<?�5�%' �8)%<?�=+%�;<%'5F5�%�"$>+�<1�0�,2"65���5�%'>=
��%' �? �<�' �3Z(�*&04>= c→∞, ,$%�9C �%<8)"$%' ®9&0� �;<3B>_��%' �
1B%<>+;<%R=+348)"$>&�<%BH�%'5V,$%N?F%<;<34>=�5F �"$�_"204,$%<8)%<>�5^X � %<;<"�9C �3B*+��%Ea&"$%<> (_*+% (Xn) %<?@5Iv�X b!X � ,2,$%
;<3B>_��%! �1B%�=+34>&;BH+%<>I��%' F5�*E=C*I5�7+�<34 �T<8)% �+X �+X ��HG9+ �%<?�(�*+%Z?��+ �%<8)%'>_5�%'5Y=&04>+? L

1 ��%' �? X∞.

by,U �%<?@5�% �[���! �"$#&%' `(�*&% X∞ = E(Y |F∞).

tC*+9&9G3B?F34>&?�=&0�>&?�*&>�9C �%<8)"$%' �5�%<8)9&?�(�*&% Y �c%!5A=C3B>&;-0�*&?F?F" X∞ �
%'?@5A*&>+%)�GX 0_X�9G3B?F"65�"$��%BX
tC34"2%'>_5 µ %!5 ν ,$%<?-8)%<?F*C �%<?)=C�'#>+"2%'?A90O µ(B) = E(X∞1B) %'5 ν(B) = E(Y 1B) 9G34*+ 
B ∈ E .

� 3B*C �5�3B*+5 B ∈ Fn,

E(Y 1B) = limn→∞E(E(Y|Fn)1B) = limn→∞E(Xn1B) = E(X∞1B).

�Y"$>&?F" µ %'5 ν ;<3��/>&;<"2=+%'>_5�?F*C �,/. %<>+?F%<8[a+,$% C =
S

n≥0 Fn.
� 3B8)8)% C %<?@5�?@5\04a+,$%`9&0� �"$>�5�%' �?F%<;��

5�"$3B>�HB,$%`5�7+�<34 �T<8)%�=U. *&>&"$;<"65��`=+%'?�8)%'?F*+ �%<?��M5�7&�<3� �T<8)% �CX��4X ����=C%�,c. 0�9&9G%<>&=+"$;<% ��>&34*&?�049+9+ �%<>&=
(�*�. %<,$,$%<?�;<3 �/>&;'"J=C%<>�5�?F*+ �,20�5F �"$a&* σ(C) = F∞.

� %�(�*&"U9+ �34*&��%
=C3B>+;
(�*&% X∞ = E(Y |F∞).

�
04>+?I,$%�;^04?V3�� Y %<?@5E=C%R?F"214>&%Q(�*&%<,$;<34>(�*&%BH�"$,Z?F*��[5E=C%�9G34?F%' Y = Y + − Y − 0^��%<;
Y + = sup(0, Y ) %'5 Y − = sup(0,−Y ) %'5�=�. 049+9&,$"2(_*+%' �,$%� ��'?F*&,65\0�5�=C�<8)3B>�5F ���9G3B*C �=+%'?��GX 0_X
9G3B?F"65�"$��%<?<X



� � � �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

��K ��K=L � 
 Q ���� � �0
 � ���

� K?3 Q >LKU5=86j`G?36K Q 3 I 7�GU5 I K`:=3R@A3 Q 3C@A3 O K?EJ3 O�O 865=G _ : I :�365[: _JI -.�7[ :  ��G_ ,=�7'  !D@A3 �{> _ 79>Lap > O >TY v w >LEF:
(Xn)
G?K?3R5=G?EF:=3C@A3RY IPO E IP^?_ 365 IP_ 8 I :=>\E O 365¢3b:

Tn = σ(Xn+1, Xn+2, . . . , ).

2 I #Z,)[�3  :�% "  %  %�>\G #Z,)[�3  * ^"! W�/ #&�7#`[�"  %�@A3 (Xn)
365[: _gI : O E ^ G

T =
⋂

n

Tn.

243B5(8 _ 8;793;K`:X5H@A3 T 5=>LK`: _ 3B5C8;Y\8;K?36793;K`:X5Rj`G?E�K?3D@A8;M	3;Kc@A3;K`:Hj`G?3D@A3 _lk I 5=tr7mM?:=>P:XEJj`G?3�@A3
(Xn)
v � KYL>LE Q E4j`G?3 _ j`G?3B5�3bqA3;79M _ 365�@

O ��[ {lim supn Xn = lim infn Xn} = {(Xn)
Q >LKrY\3 OXp 3 }.

O�� [ {∑n Xn
Q >LKrYL3 O=p 3 }.

O��H[ {limn→∞
1
n

∑n−1
k=0 Xk

3bqAEJ5[:=3 }.
� 	��
	�J�J �����
E�e��le�����O<Q	��FTYZ����V�
	�� Z8�K[
� 7 �"[8#

(Xn)  ! % ^! [8#&%E:�%�? *7,)[\* 3�-.% ^ [8! : _ /5%�!9:>*"!$#&% ^% # T ^ *Y#Z,)[�3  :>% "  %  %�+ � -.�7, ^ a /5�  , #&�  # A ∈ T , P(A) ∈ {0, 1}.

�����	��
������������
��
tC34"$5 Fn = σ(X0, . . . , Xn). �[. 049+ �T'?`,$%
;<3� �3B,$,204"6 �% �+X �+X �CH

limn→∞E(1A|Fn) = E(1A|F∞) = 1A,

%'5
E(1A|Fn) = P(A)

;^0� A %<?@5`"2>&=+�<9G%'>=&0�>�5�%
=+% Fn.

��K ��K�� � S � 
��� T � ���5P 
$�Q � ��� � 
+� � �	�����1S��
	 ����� �� � � ��� 
H*

�(�A�EHZ T8E ��	���	�J�	 .���E w >\Eh:
M
G?K�5[>\GU5[a�36KU5[367 ^?_ 3o�|3 O 798�@A3

Rd nP>\GHM _ GU5 p 8;K?8 OXIL_ 36793;K`:G?KC3B5[M I\Q 3�Mc> _ >\K I Eg5�zM[�+8%�+{G?K�3B5[M ILQ 3�798b: O Egj\GU3 Q >\79M _ 3;:�5=8;M IPO]IP^?_ 3B~bv w >\Eh: P(M)
_�k 3;KU5=3;7 ^?_ 3

@A365�M O > ^UIL^ E _ EF:=8B5�5=G O
M. ' I M?M	3 _ >LKU5(z YL>LE O�_�k I M?M	3;KU@?E Q 3B~¢j`G k GUK?3f5=G?EF:=3 (µn)

@ k 8 _ 8;793;K`:]5�@A3
P(M)

24�"!1?"%�,�$>% _ #`,=�7[8#&%�WY% !$#oz|>LG@%�!X-.�7[h~�YL3 O 5 µ ∈ P(M)
5=E

limn→∞

∫

M

f(x)µn(dx) =

∫

M

f(x)µ(dx)



4.4. CONVERGENCE : LE CAS GÉNÉRAL 147pour toute fontion f : M→R ontinue et bornée.Muni de la topologie de la onvergene étroite, l'espae P(M) est lui-même unespae polonais (voir Billingsley [14℄) ; mais surtout il existe un ritère simple deompaité : le théorème de Prohorov.Dé�nition 4.4.8 Une suite (µn) d'éléments de P(M) est dite(a) tendue, si pour tout ǫ > 0 il existe un ompat K ⊂ M tel que
µn(K) ≥ 1 − ǫpour tout n ≥ 0 ;(b) relativement ompate, si tout sous-suite (µnk

) admet une sous suite (µnki
)qui onverge étroitement.Théorème 4.4.9 (Prohorov). Une suite (µn) d'éléments de P(M) est tendue si etseulement si elle est relativement ompate. En partiulier, l'espae P(M) est ompatsi M est ompat.Appliation aux haînes de Markov Soit P un noyau markovien sur M. Lenoyau P est dit fellérien si Pf est ontinue, bornée pour toute fontion f : M→Rontinue bornée.Théorème 4.4.10 Soit (Xn) une haîne de Markov sur M de noyau P fellérien. Onsuppose que la mesure d'oupation de (Xn)

νn =
1

n

n∑

i=1

δXkest tendue p.s. Alors, ave probabilité un, haque point limite de (νn) est une proba-bilité invariante pour P.Démonstration :Soit f : M→R ontinue et bornée. Posons Un+1 = f(Xn+1) − Pf(Xn) et Mn =P
n

k=0
Uk. Alors (Mn) est une martingale (pour la �ltration F

X) et par appliation duthéorème 4.3.7
limn→∞

1

n
Mn = 0 p.s.
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	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
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�[. 3��
limn→∞

„Z

M

fdνn −
Z

M

(Pf)dνn

«
= 0.

� >:90� F5�"$;<*+,$"2%! ^H&9G34*+ `;!7&0B(�*&%�9G3B"$>�5�,2"$8)"65�% ν =C% νn H
Z

M

fdν =

Z

M

Pfdν =

Z

M

fd(νP ).

�Z%<*CWR8)%<?F*+ �%<?�(�*+"�;'3 �/>&;<"2=C%<>�5�?F*+ �,$%<?
KM34>&;'5�"$3B>+?�;'3B>�5�"$>C*+%<?
aG34 �>+�<%<?�?F3B>�5��<1B04,$%<?�90O [0�9 �
9&,$"$;^0�5�"$34> =C*�5�7&�<3� �T<8)%V=�. *&>+"2;'"$5��I=+%-,c. 049+9G%<>=C"2;'%BX � >L%!SU%'5^H�3B>u0�9&9&,$"2(�*&%-;<%'5F5�%I=+%! �>&"$T' �%
�<1�0�,$"$5�� �I,20-Kl3B>+;'5�"$3B>P;'3B>�5�"$>C*+%�aG3� �>&�<% fε(x) = [1 − d(x,F )

ε
]+ 3 � F %'?@5
*&>NKM%! �8)�[=C% M.

� 3B8)8)% fε ;<34>C�B%' �1B%)?F"$8)9&,$%<8)%'>_5^HU9G34*+ ε→0, ��%' �? 1F , 3B>P%'>�=+�<=+*&"65��c9&0� �;<34>C�B%' �1B%<>+;<%
=+348)"2>+�<% ��(�*&% ν(F ) = (νP )(F ) 9G3B*C `5�34*+5�Kl%' �8)� F ⊂ M. �[. 3�� ν = νP 90O `049&9+,$"2;<0�5�"$3B>
=+*V5�7&�<3� �T<8)%
=�. *+>&"$;<"65�� �CX��BX ���A=+%
,c. 049&9G%'>=+"$;<%4X

� 	��
	�J�J �����
E�e��le������ 7$[
M
% ^ #I24�"W�/1*�2�# %�# P

% ^ #&# %�-8- _ ,)[\% !1a -:; % ! ^ %�W 3 -.% :>% ^ / ,=� 34* 3�[8- [8# _)^
[8!1?"*",)[\*7!1# % ^ :�% P

% ^ # !9�7! ? [\:�%�+

� K?3 I GA: O 3 Q >LKc5[8Bj\GU3;K Q 3f@AGs:X<?8;> O d67m3 �Uv �UvJ���H365[: _ 3(:X<?8;> O d6793e3 O=p >r@?EJj`G?3(5[GUEFY I K`:{@ k >��5=3@A86@?G?EJ5=3;K`:BnA3;KM IPO :=E Q G _ EJ3 O n _ 3B5�M O >LM	>\5=Eh:XEF>\KU5f�Lv �Uv ��3;:C�Lv ¯ v �m@?G Q < I M?EF: O 3m�\v

� 	��
	�J�J �����
E�e��le���� M 7$[
M
% ^ # 24�"W�/5*>2 #`a P # % -8- _ ,)[\%�! %�# ^ [ :>%�/ -  ^ P

*>:"WY% #�*  / -  ^  !9%
/9,=�,34* 3�[8- [8# _ [8!$? *7,)[\*"!1# % π

a *"-.�7, ^ (νn)
24�"!$? %�,�$ %�/ ,=% ^ "  % ^�� ,=%�WY% !$#+? %�, ^ π.

�

F;F;F � �^�������[�y� ? �^�6�����6��� F;F;F

� ��� � §s� !C«C®"� ¡�� + ¦¢¡ �¢¤C§��C¦�#!C¦�§(�¢¦ + �f®b¦ +.&si¦ � �C¦ + ��®;«�+ +�������¦ +

» ³ �^½B¥����Z ������F���y�A���������6�^�&©����6���������@²����6¡����^©®�����
 �������£����\�O���\���$�)������� ? �A���$�<�y���6¡4���� ��E��²�£��^��°�´
�A ��
���^� ? �\��¤^���������C�^�B���6����´��<�����6��¤O�<�6�����J��²�£��^��°\´
� � F � F ª & F¨ �������Z�����\� ? �Z�B���6�6�6�y�`�6����£\����� �y�'���y�6´
���6�^©_¡����U�y���y�
´
�^�O�y��£� ��<�����6�`�y²��<��� �����Y�y��� ? �<���\©_¡4�+³ ����� �l���^��� & �c´��<�/�y�6�B¤O�<�6���<���43F��£��
�<�A������´
�6�\�����\´
�B�� ��`���<���@�<¤^�`�<� �
 ������y��� �J�^�)�<� �c ������y�^��� &  +³ ���[���\�B�6�&�������������^���`�������J�y�^�B��� & ´��<�����6��¤O�<�6� F



�5	�� 	���� � �
�E����8�Y�P	�� � ���Y��	`� �Z	 �0��	�� �
�	Y� �`��	�����	Y�@����[�U����;��	Y� � � �

��K���K=L � � � P � �=Q R ���AT � ( Q=T � �����

� �^���®���^´
´
��� ���^�������<�®������ �£�´
�^�����y���'�y�6�^�
 B���M³ �6��£�¤O�<�6� ��£�´��'¢B�6´��<�6� � ? �^�6���F¢4�\�����6��� � F � F  & ¡����_�B���6�6�6�y�
�6�����y��´
���� &³ �<����3�� F

����� �����/>?< � A � APC � � � ���	��
�� 
P> �������� � ��A � 0� G. X -/8 $ DI0�-/D �1K +4LI.P 98��4+4J $ Q/0�DE G.# GN�$�" 
TJ 0�LID
� 	�� Q/0�-�L α > 0

P

 

sup
0≤i≤N

Xi ≥ α

!

≤ 1

α
E(XN ) ;

� 	�	�� Q�0�-/L p ≥ 1

E( sup
0≤i≤N

Xp
j )1/p ≤ p

p − 1
E(Xp

N )1/p.

�����	��
������������
��
� �<�����6���J� & F �4�^� � T = inf{i ≥ 0 : Xi ≥ α} �6��������´
�6��������´
���� ������<�y�y�<¤^�Y�<� �c ����y������ �� α, � ? ���`�$�
���^� ? ���O�y�6�^�)²��<½B� �y�����6�6��¡������M³ �6�B¯U ����M³ ��������´�½��6� ∅ ������£�¤O�<� � +∞

F ' �A�
{T ≤ N} = { sup

0≤i≤N
Xi ≥ α},

����¡4���&´
�^��������¡���� T �����������y��´
���� &³ �<����3����<�[�������� B�[�@²��<�B� �y���`· F 	����� ��6�^���
E(XN∧T ) = E(XN 1T>N ) + E(XT 1T≤N )

= E(XN 1T≥N ) +

N−1
X

i=0

E(Xj1T=j )

= E(XN 1T≥N ) +

N−1
X

i=0

E(XN 1T=j) ≤ E(XN )

�����6��¡4��� {T = j} ����� Fj �M´
�\�������<½��6� F ¸��6���y�
E(XN ) ≥ E(XN∧T ) = E(XN1T>N ) + E(XT 1T≤N )

≥ E(XN1T>N ) + αP (T ≤ N).

�Y³ �65
P(T ≤ N) ≤ 1

α
E(XN1T≤N ) ≤ 1

α
E(XN ).

� �<�����6� �l�6� & F � �<�y�^��� AN = supi≤N Xi.
» ³ �6��£�¤O�<�6� �y£���� �c ������y�����_���B��������£�£������6���

P(AN ≥ α) ≤ 1

α
E(XN 1AN≥α).

' � AN £F�@�<�O���_�^��� �y� ? �
E(Ap

N ) = p

Z ∞

0
P(AN ≥ t)tp−1dt.

¨ �������`£�¤O�<�6� ��£��\�������������^���y£�¡����������Y�6´
´
£� ��$�'���� B������½��6��� F �Y³��65
E(Ap

N ) ≤ p

Z

E(Xn1AN≥t)t
p−2dt

= pE

„Z ∞

0
Xn1AN≥tt

p−2dt

«

= pE

„

Xn

Z AN

0
tp−2dt

«

=
p

p − 1
E(XnAp−1

N ).



� ¯ � �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

� �<���<�B���6�6�\�'�y�6�^�A B���M³ �6��£�¤O�<�6� �y£� B��¹��^�6 ������ ? ��� q = p/p − 1,

E(XN Ap−1
N ) ≤ E(Xp

N )1/p
E(Ap

N )(p−1)/p.

 &³ �65[�6����£��y�B� �@�'���y� AN ������½C�^����£ F �4�6�B�^�[�^�[���<�6�y�^�B�����\�^´
´
�� ��<�����6���\�<�� B� L2
F

� </> ����� � < � A � A � � 	�� » ��������� ? �� �� � F ¬ F ª��J� & �C����´
�F�� +³ £��y�<½��6�6���6����£\����� �y�'�����6�B���B��£����6������� ? �<�O�
P

 

sup
0≤i≤N

Xi ≥ α

!

≤ 1

α
E(XN 1{sup0≤i≤N Xi>α}).

� 	�	�� � �^��� p = 2 ©��^�����F�����^� ? �Y�6����²�£��^��°�´
� � F � F ª^©�£F�y�<½��6����<�����B���<�B�y���`´
£���²��� �� F
� 	�	�	�� �4� M �����
���B��´��<�/�y�6�B¤O�<�6���F� Φ : R→R+ �����
���B��¯J�^���F�y�6�^�R���^� ? ��¢4�A�F�
�����^�6�y�@�<�O���[�y�B� R+ �J���<�

�F¢B��´
���6� Φ(x) = x, Φ(x) = x2 �^� Φ(x) = exp(ax) � ? ��� a > 0 & ©��M³ �6��£�¤O�<�6� �y£ (i)  ��Z��²�£��^��°\´
�H� F ¬ F ª
�<�����6�6¡���£��,�Y�$�����^�����c´��<�/���6��¤O�<�6� Xn = Φ(|Mn|)  ��^�B�����_�^��� α > 0

P

 

sup
0≤i≤N

|Mi| ≥ α

!

≤ 1

Φ(α)
E(Φ(|MN |)).

�4� Φ �����������^�6�y�y�<�������y��� R �l���<���F¢4�\´
�B�6� Φ(x) = eax � ? ��� a > 0 & ©��^���^½B���6�\�O�
P

 

sup
0≤i≤N

|Mi| ≥ α

!

≤ P

 

sup
0≤i≤N

Mi ≥ α

!

+ P

 

sup
0≤i≤N

−Mi ≥ α

!

≤ 1

Φ(α)
[E(Φ(MN )) + E(Φ(−MN ))].

» ³ �F¢4�������6�����y��� ? �<���������������`�<���B�6�6�!�'���6�^�[ B���\�F���y�`�6��£�¤O�<�6� ��£ F

��� < ��� 	���< � A � AB@ t_3B"65 {Sn} ,20Z8-0� �;\7&%�04,$�^0�5�34"6 �%Y?F"$8)9&,$% � p = q = 1/2 ��?F*C Z "2?F?F*+%`=+% 0 � S0 = 0 �!X
D:34>_5F �%! `(_*+%Z9+ �%'?�(_*+%Z?��+ �%'8)%<>�5

lim sup
n→∞

|Sn|
h(n)

≤ 1

3 �
h(n) = (2n ln(ln(n)))1/2.

� >V9G3B*C F \0 �c%<>E*C5�"2,$"$?�04>�5`,20�KM34>&;'5�"$34> Φ(x) = eax ��8)3B>�5F �%' `(�*&%

P

„
sup

0≤i≤N
|Si| ≥ α

«
≤ 2 exp(−αa + Na2)

9+*&"$?
P

„
sup

0≤i≤N
|Si| ≥ α

«
≤ 2 exp

„
− α2

2N

«
.

� >V9G3B*C F \0[%<>&?F*+"65�%
9G3B?F%' N = Kn %'5 α = Kh(Kn−1) 9G34*+ K > 1.
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) �<���_���6�^�����6���y²�£��^��°�´
�,� F � F ª� �� �����^½ F

����� �����/>?< � A � A � � � � ������A � 04 G. X -�8 $ DI0�-/D �1K +4LI.P 98��4+4J $ .1$2J9J $�!F-/$ supn E(X+
n ) < ∞. 
TJ 0�LID  9J $ �� 9D�.1$

-�8 $ N�"%+R"%L2" X∞ ∈ L1 .1$2J9J $�!2- $ Xn→X∞ Q�"BD7"
� �^���� ��^�����^�B���6���_�������B����� ? �����$�<�y���6¡4���� ���������²�£��^��°�´
��½��<��£����y�����B�����6��£�¤O�<�6� ��£��6´
�_�^���y�<�������2�y²�£��^��°�´
�
�9� F ¬ F · &6& �������6�\�������y� ? ������£\����´
�^���y�<��������§� B�\���y�^�B���c´��<�/�y�6�B¤O�<�6�\� F
�4�^� � x = {xn} ����������� �y�� �����£����6���F� −∞ < a < b < ∞.

� �^���� B�6���^����¡4�B� x .#L!+�N�$FLIDE$ [a, b] $F8 K 048:.#+48:.
�<��´
�^�6��� N ¯J�^�6���y�+�6�+�F¢4�6�����` B�\���6�����@�<�O�y� 0 ≤ s1 < t1 ≤ . . . < sN < tN ���\�6��¡���� xsi

≤ a �F� xti
≥ b. �4�

x �y��� ? �����y� [a, b] �\��´
�^�O�@�<�O���<�[´
�^�6��� N ¯J�^�6��´��<�6�����<� N + 1 ¯J�^�6�����^���� ��6���^����¡���� x �y��� ? �����y� [a, b] �\�
´
�^�O�@�<�O���F¢��<�F���\´
���O� N ¯J�^�6� F4» ���6��´
´
������� ? �<�O��������£ ? �6 ������ F

;=</>�>?< � A � A��� $2D +4D�DI$FLI.# 90�8:D �  � $F. �1 9 � DE-/ GN�+�8:.1$2D DI0�8 M !F-� 9N�+4J $F8:.1$2D �
� 	��

lim infn→∞ xn < limsupn→∞ xn ;
� 	�	��  GJ $��4 GDE.1$ 34$2- � L!+�.# 90�8:8 $FJ D a < b .1$FJ D !F-/$ x .#L!+�N�$2LIDI$ [a, b] $F8 K�0�8:.1+�8:.�-/8 $  98	� 8: G.1M,3R$�70� GD7"

����� �����/>?< � A � A��	� 0� 9. X -/8 $ DI0�-�D �1K�+�LI.# G8��R+�J $"� −∞ < a < b < ∞ $F. Ua,b ∈ N ∪ {∞} J $ 8 0�K O2L!$�34$
.#L!+�N�$2LIDIME$2D K�0�8:.1+�8:.1$2D 3R$ [a, b]. 
TJ 0�LID

E(Ua,b) ≤ sup
n≥0

E(Xn − a)+

b − a

�����	��
������������
��
�4�^� � Yn = (Xn−a)+

b−a
.
� �^�y�^�B� τ0 = 0 ©

σk = inf{n ≥ τk−1 : Xn ≤ a}

�F�
τk = inf{n ≥ σk : Xn ≥ b}.» ���Y�6�B���y�<����� τk , σk ���^���Y ������y��´
���` &³ �<���43F� F �4�^� � UN

a,b �6�
���^´Y½����
 ��
�y���
? �����y£����
´
�^���y�<�������� ��

[a, b] ���O�y�����M³ �6�����y�<�O� 0 �F���M³ �6�B���y�<��� N. �\�$�<�6����´
�����
UN

a,b ≤
X

k≥1

(YN∧τk
− YN∧σk

)

= YN − Y0 −
N
X

k=1

(YN∧σk
− YN∧τk−1

) ≤ YN −
N
X

k=1

(YN∧σk
− YN∧τk−1

).

¨ �^´
´
� N ∧ τk−1 ≤ N ∧ σk ≤ N, �6����²�£��^��°�´
�� +³ �<����3F��· F  F ªY�<�����6�6¡���£ �
�$�Z���^�����c´��<�/���6��¤O�<�6� Y

´
�^�������Y¡���� E(YN∧σk
− YN∧τk−1

) ≥ 0. ¸��6�B�y� E(UN
a,b ≤ E(YN ) ≤ supn E(Yn) �F���^�)�^½B���6�������6�

��£������ �@�'������¯l�<�6�@�<�O���y���� ���� N
? �������M³ �6�B¼���� F



� ¯ B �������������
	��1	������Z����� �
���	Y��� ��	`�]���Q���\� ���
	[�

� �^���� B£\ B���6���� B��������£������ �@�'���$�������\� ? �` B����²�£��^��°\´
� � F ¬ F ��©4���\´��<��¡����^����¡4�B�� &³ �<����°����6���6�\´
´
��� F ¬ F ¬
��� supn E(X+

n ) < ∞, �<�6�^�����\�[�<�����6�6¡����<�O���6����²�£��^��°\´
� � F ¬ F ·B©B�M³ �\�B�y��´�½��6�
{ω ∈ Ω : ∀a < b ∈ QUa,b(ω) < ∞}

������ ��[�B���^½��<½B�6�6� �y£ 1. ¸��6���y�� +³ �<����°��Z�6���6��´
´
� � F ¬ F ¬B© (Xn) ���^� ? ����¤^�)� F � F ? �����
���B� ? F � F X.
� ����������� �

´
�^�O�y������¡4��� X ������ ��<��� L1.

E(|Xn|) = E(X+
n ) + E(X−

n ) = 2E(X+
n ) − E(Xn) ≤ 2E(X+

n ) − E(X0),

�<�6����� supn E(|Xn|) < ∞ �F�����<���6���6��´
´
�� ����_�'���^�
E(|X|) = E(lim inf |Xn|) ≤ lim inf E(|Xn|) < ∞.

�
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m 5 2N@>6F26- 5 . -G49@ .WY 2N6 : <=-G. . .70MI80m4>K p

254pBH2�2Z<q4 .WY 2A6: <>-/. . .70MI90;4=K
q = 1 − p.

� . -Z@sI;2 : 0M<=2 5 2N@s6 . @N_LI .{: <>25B:0;SN<=2 :;. <=410k632LIM2]<>2N@q4=2<08- . 6F410 Y 2254�I;2 : <=-16F2A@=@12Z@=-L2 5 K5B . <><=2 :;. @5T[� . -Z@]IM2�.R->- 6 . @N_�0MI,e . 2L< . m
:;. <=410k632ZI;2A@ 5 2�I .: <>25B:0MS5<>2 PGK�-LKN< . 410M-4-U_

m2 : -42L<!I . 5 2�21o?0MS5BH2�2F4>6/T7@A0 p
2A@34 : <>2N@>i�2L2

1
_DIM2=-L-/B�.L<>2 5 2:;. <q4B0M6�2LIM2N@ . 2ZP/BH2�-D4=2�< .f: 0 5 2NBC26-D4!254X6F-4- 5 270;4s��Ib+ 2Fo : IM-G@10;->-UT�DC~ ~¢FEU�GEL�L�[�G£IHO£¥¤C�O�KJ ¤LHO£NM �7J �j¡ ¡ £

O36�0j_1@=2�2LIk@7I;2A@ 5 2A@=652�- 5 . -D4>@7BQPfIM2N@76F-GB : 4=2�-D4�6 . <�0MIM@?4>< . -Z@qBH254q4=26-D47IM2,-Z-/BTAO3630 pk
2A@34

5 ->-Z6�I .H: <=-G. . .70MI80m4>K�i�2U+ 27-P . <BR5-4- . 0m4 k
P . <BR5-4-Z@NT��-L2 : <>25B:0;SN<=2H@10;B : I80TS	6 . 4B0;->- Y 0M2�-D4 5 2{6F2{i�2L2HI . gh2N<q4B0;I80m4>KQ-L2{@q2NB�.LIM2 :;. @ .WY -40M< 5 24>2�- 5 . -Z6F2G_G@109-Z-4- pk

698 . -LP/2N< . 0m4 5 2XP/K6-LK5< . 4B0;->-�26-�P/K6-LK5< . 4B0;->-�TNT5T �s2 : I92Z@N_DIj+ 8LK5<>K 5 0m4>K65-/BHB+27-Z2C254]Ij+ 2�- Y 0;<>-4-;-L25BH2�-D4 5 2N@ gh<>S5<>2N@ : 2�214cQ54=<>2C65-4-D4=< . 0M<=2C�pIj+ 8¥e : -f4>8LSN@=2 5 + 08-?U
5 K : 26- 5 . -Z6F2GT¥*~2 BH- 5 SNI;2 : 26214�QF4=<>2s< .WV -LK : ->2L< : <>2�- 5 <>2 6525I . 26-�6F-GB : 4=2�B . 0k@?6525I .-L2]BH- 5 09SZ2 :;. @!I;2A@#0 5 KN2N@�Xsgh->- 5 . BH26-G4 . IM2N@NT�DY�Z¥�O£D¤H£D�QJ  [�N�L�N� �	�O¤r?8 . i�2L2 PGS�-L2 5 + 2;-�-G<=P . -70k@qBH2 5 ->-7-LK . 27-Z27698 . -Z6F2 5 27<=K .f:L:;. < .W[ 4><=2 5 . -Z@ 1, 2, . . . , k

5 2A@=652�- 5 . -D4>@ 5 0;<>2N6F4>@N_f2F4 26- : <>25B:0;SN<=2 ./:L: <>-Wo?0;B . 4B0;->-�->-:-LK5PGI90MP/2�IM2N@ YF. <10 . 4B0;->-Z@ .WY 2A6I .: - : 2LI . 4B0;->- 254�I;2H4>25B : @NTOr + 2N@q4cIj+ KF4B2 5 2 5 2A@]B+2L4 . 4B0;->-Z@NTU��-L2�BL214 . 410M-4- : <>- 5 270m427-PGS�-L2 5 + 27-p43e : 2\-L->2 Y 2 . 2pi>2;0103-42L2�IM2]<1]GI;2 5 2�PGK�-LKN< . 410M-4- 0
TdJ-42Z<�SLo125<EIM2N@�0 5 K52A@5_W27- : I . - 5 2�.LIMK!2N@q4,I;2 : S5<>2 5 2 ¨6^>^ PG< . 09-L2A@O2F4,I . BHSN<=2 5 + . 214 . -D4NT@A0OI . 4 . 0;IMI;2 5 2�I .{: - : 2LI . 4B0;->-�<=2A@34>2�6F->-Z@q4 . -D4>2/_727-Z2�BH-ae/26-7-L2 5 2:_ :;. <>B:0~6F2A@ 5 2621o652�-D4�PG< . 09-L2A@ 5 K Y 25IM- :Z: 2N< . 2;- : I . -UTXr?8 . i�2L2 P/< . 08-L2 . 27-Z2 698 . -Z6F2 @12L< 5 2�21o 5 2<>2N652 Y ->0;<+27- P/S6-L2 5 -4-7-LKGTO* .�: <>-/. . .70MI90;4=K�i�2U+ 27- P/S�-Z2�B+214 . -D4 ./:L:;. < . 0M@>@q2 5 . -Z@ k-L->2 Y 2 . 21o : I . -R@�2A@34K5P . IM2 � I . : <>-/. . .70MI90;4=K 5 2 k

@12Z6565SN@ :;. <=B:0\_ ^4^ 410M< . P/2N@ 5 2`725<B-L->270;IMI80 5 2 : <>-/. . .70;I80;4=K p = 1
200

_Z@=-40;4

pk = P(S200 = k) = Ck
200

(
1

200

)k (
1 − 1

200

)200−k

i�270U2A@34!4><=SA@ : <=-1698L2 5 + 27-L2 5 0M@q4=<B0;.;21410M-4- 5 2�dJ-40k@=@=-4- 5 2 :;. < . BCS54=<>2 1
_Z@=-40;4

e−1 1
k!

T
a#bdceb1c fhg�i�j�kdl1m>n o7l)g�p

Oq-G4><=- 5 2;0M@=-4-Z@�27-L2�BH- 5 K5I80k@ . 410M-4-�r . .R@34>< . 0m4>2ts 5 2�6F2A@ : 8LK�-L-GBHS�-L2A@5_ . S;- 5 + KF4B2 5 0M25<�I . IM-40
5 + K Y -GI92L410M-4- 5 2u-Z-/B�.Z<=2 Zn 5 + 09- 5 0 Y 0 5 2Z@c�pI . n � P/K�-ZK5< . 410M-4-~TUr?8 . 632;- 5 2A@ Zn

09- 5 0 Y 0 5 2Z@
5 2HI . n � PGK�-LKN< . 410M-4- 5 -4-7-Z2Q- . 0k@=@ . -R6F2H�v2;-u-Z-/B�.Z<=2 . IMK . 4=->0;<>2 ξn

i 5 2 5 2A@=652�- 5 . -D4>@{\ 1 ≤
w)xzy|{}yt~F�/�6�F���)�q{K�q�6�)���F���t�|�)yt~F~��#��yt�F�;����~Fyt���F���F�Gy6�)�)���}�F�K�F�����|� {}yt~����L�B{}��yt~��6� ��y|{}� ?3� ��� ���}�)�����)�}�

� {}�F�F�����F�����)���F�Gy6�)�)���}�F� �F�e�����|~F���F�)���d~3{ F
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i ≤ Zn
^ 5 2]@=-/<=4=2]i�2L2

Zn+1 =

Zn∑

i=1

ξn
i (n ≥ 0),

-��pI . @=-/BHBH2 YF. 214
0
@d0

Zn = 0
T

�~->214=2A@!I;2A@ Y T . T
ξn
i

@q->-G4X@12 :L: -G@=K52A@#09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2N@X2�-D4=<>2�25IMI;2A@�2F4 5 2]BHQNBC2]IM-40 5 2 : <>-/. . U.70MI90;4=K 5 ->-D4!I . gh-4-Z6F410M-4-P/K6-LK5< . 4><10k6F2 2N@q4XI . gh->-Z6`4B0;->- 5 K3S;-70M2 : ->2L< 0 ≤ z ≤ 1
:;. <

G(z) = Gξ(z) = E(zξ) =

∞∑

k=0

pkzk ≤ 1.

� . -Z@�4>-4214>2cI . @d2;0m4>2/_;-Z-42Z@s2FoL6FI82L<>-4-Z@�IM2�6 . @�08-708-D4=K5<>2N@>@ . -D4X-��
ξ
@=25< . 0;4XK5P . I;2�� ¨c: <>2N@>i>2Z26F2N<q4 . 08-L25BH2�-D4A_Z6f+ 2N@q4dU �WU 5 0M<=2]IM2�6 . @�-�� G(z) ≡ z

T�� .f:L: 25IM-4-R@si�2L2cIb+ 2A@ : K5< . -R6F2 5 2�I .{Y T . T ξ: 26214XQF4><=2]6 . Ik632LIMK52]� :;. <=410M< 5 2]I . gh-4-Z6F410M-4-pP/K�-ZK5< . 4=<B0k6F2/_ E(ξ) = G′(1)
TVX-/4=-4-R@

Gn = GZn

I . gh->-Z6`4B0;->-P/K�-ZK5< . 4=<B0k6F2 5 2 Zn.
*,+ 08- 5 K : 2�- 5 . -Z652 5 2A@ 5 2N@>6F26- 5 . -G49@�2F4I;262L<�0 5 2�-D410;4=K 5 2 5 0M@q4=<B0;.;21410M-4-BH-4-D4=<>2 . IM-/<9@!i>2Z2 Gn
Y KN<109SZ2�I . <>25I . 4B0;->- 5 2]<=KA632L<><=26-Z6F2

Gn+1(z) = E(zZn+1) = E(E(zZn+1 |Zn)) = E(G(z)Zn) = Gn[G(z)]

2F4?@10;-Z-42Z@?@d2 :Z: -D@q->-Z@,i�2L2
Z0 = 1 5 2s@=-/<=4=2 i>2Z2 G0(z) ≡ z

_�-Z-42Z@,4=<>-42 Y -4-Z@Ei�2L2 : -42Z<,4=->214
n ≥ 1,

Gn = G ◦G ◦ G ◦ · · · ◦ G n
gh-40k@5T

@A0~IM2<-L-GB�.L<>2 5 2 5 2N@>6F2�- 5 . -D4>@X2N@q4�09-D4>K5P/< . .ZI;2G_LI;2+-L-/B�.L<=2]BH-aeG2�- 5 2 5 2A@=652�- 5 . -D4>@X�HI . n �P/K6-LK5< . 4B0;->-�2N@q4 5 ->-7-LK :;. < E(Zn) = E(ξ)n.
r?2F4=4=2 : <=- : <10MKF4>Kc@q2]BH->-G4><=2 :;. <X<>KN632Z<=<>2�-Z652]�:;. <=410M< 5 2]I . gh-G<=BL2LIM2 E(Zn) = G′

n(1), G(1) = 1.
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	n O£�������� * . @1270m4>2 (Zn)
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��� £AJ��J¡ £��������� o125B : IM2 5 2�I . IM-40nPGK5-/BHK54=<B0Mi�2L2"!* . I;->01P/KN-/BHKF4><10ki�2L2?2A@34EI . IM-40 5 2 : <=2NB�0M25<E@12Z6565SN@ 5 . -Z@�27-L2�@1270m4>2 5 2!410M< . P/2A@�08- 5 K : 26- 5 . -D49@5_
#Bxzyt�������F� ? yt~������#�F� � �}�)~�{��B{���yt~+�F�%$ F �v���������|�����F�|~F����yt~$�}�)���|�G�6�W�|��������� ? �}�t��&/�Gyt�W�|�F����� {('*)z� {}�=���|� �

{}��~,+3�|���)�.- /10�2 F
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-�� I;2{@12Z6565SN@ . 27-L2 : <>-/. . .70;I80;4=K
p
T~�,- 5 -4-7-Z2CIb+ 09- 5 0M652 ^&. 2 <>KN@12LI;4 . 4 5 2 : <>25B:0;2N<�410M< . P/2GT�,- . 5 ->-Z6$27-L2]IM-40 5 K�S;-70M2c@d2Z< N
:;. <

pk = pqk, q = 1 − p, 0 < p, q < 1.

* . gh-4-R6`410M-4-pP/K6-LK5< . 4><10k6F2�2N@q4�K5P . IM2��
G(z) = p

∞∑

k=0

(qz)k =
p

1 − qz

2F4
E(ξ) =

q

p
= µ.

*U2�6 . IM6�2LI 5 2�I . gh-4-R6`410M-4-�P/K6-LK5< . 4><10k6F2 . @>@q-1630MK52��CI . n � P/K6-LK5< . 4B0;->-�@=2sg . 0m4 :;. <7<>KN6�2L<><=26-Z6F2GTdJ-42L<�BH2�-L2N<�@10MB : I;2NBC26-D4�IM2{6 . Ik632ZIj_	< ./:L: 25IM-4-Z@ I . <>25I . 410M-4- i>2;0E2Fo?0M@q4=2C2�-D4><=2C6F-/B : -G@10m4B0;->-
5 2N@7gh->-Z6`4B0;->-Z@!8L-GBC-GP/< .f: 8;0Mi�2L2A@ 254 : <=- 5 2;0m4 5 2]B . 4=<B0M652N@NT
 -�2��	254N_1@d0 A(z) =

a11z + a12

a21z + a22

IM-/<9@>i>2Z2
A
2A@34�27-L2�B . 4=<B0M652

2× 2 5 2X4>25<>BC2 P/K6-LK5< . I (aij)
_

. IM-/<9@
A(B(z)) = (AB)(z).

 - :;. <=410k632ZI90M25<,@10 p 6= q
_f26-L2L410MI90k@ . -D4,I . 5 0 . PG-4- . I90k@ . 410M-4- 5 2�I . B . 4><10k6F2 A

_ 5 -4-D4,IM2N@ YW. IM2�2L<9@: <>- : <>2N@!@=-4-D4
p
254

q
_L-4-p-/.14B0;26-D4

(
0 p

−q 1

)n

= (q − p)−1

(
1 p

1 q

)(
pn 0

0 qn

)(
q −p

−1 1

)
.

� 08-Z@10
Gn(z) =

pqn(1 − z) + pnqz − pn+1

qn+1(1 − z) + qpnz − pn+1
=

µn(1 − z) + µz − 1

µn+1(1 − z) + µz − 1
.

\ © T ¨ ^
@A0

p = q = 1/2
_
Gn(z) =

n(1 − z) + z

(n + 1)(1 − z) + z

2A@34�I . I80;B:0;4=2 5 2CIj+ 2Fo : <>2N@>@10;->- : <>KN6FK 5 2�-D4>2\ © T ¨ ^?i�2 . - 5 µ
4>2�- 5 Y 2N<>@ ¨ TRr?2F4q4>2�gh-/<>B+2LIM2]@q2c6 . Ik632LIM2 . 2Z@>@10 . 0M@=K5BH26-G4 :;. <�<=KA632L<><>2�-Z652/T* .C: <>-/. . .70MI90;4=K 5 + 2Fo¥4108-Z6`4B0;->- 5 2]I . n � PGK�-LKN< . 410M-4-�2N@q4X2Fo . 6F4=25BH26-G4

Gn(0) =
µn − 1

µn+1 − 1
si p 6= q

Gn(0) =
n

n + 1
si p = q.

 -<=KA@d2ZBCKG_
� ��� @A0

q < p
_~\

p > 1/2
^`_

Gn(0) = P(Zn = 0) → 1
T?O IUe . 2Fo¥4108-Z6`4B0;->-UT
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p < q
_k\
p < 1/2

^
Gn(0) = P(Zn = 0) → p

q

TZ* + 25o¥4108-Z6`4B0;->-v-U+ 2N@q4 :;. @�6F25<=4 . 09-Z2/T
� �j� � � @A0

p = 1/2, Gn(0) = n
n+1→1

T?O IUe . 25oD4B09-R6`410M-4-~T
d . <,@1270m4>2/_�0MI7-U+ e . i�2L2 5 2621oC@10;412 . 410M-4-Z@��/-42HI .�: - : 2ZI . 410M-4-{@5+ KF4>2�08-D4 ��65-42 : @��L<,@10 p ≥ 1/2

_-42p25IMI;2]@N+ K54=2609-D4 .WY 2A6�2;-L2 : <>-/. . .70;I80;4=K 5 2 p
q

T

� . -Z@XIM2�6 . @sP/K�-ZK5< . Ib_7-L-42R@ : -42 Y -4-Z@ . 2Z@>@d0[KF4B2 5 0M25<sI .�: <=-G. . .70MI80m4>K 5 + 2Fo¥4108-Z6`4B0;->- 5 2cI .�: -�U: 2LI . 4B0;->-UT	* + ->21410MIJ2N@>@q26-D410M25IO2N@q4�I . @1270;4=2 5 2�gh->-Z6`4B0;->-Z@�P/K6-LK5< . 4><10k6F2A@ (Gn)
: 270k@>i>2Z2�I .�: <=-4U. . .;0;I80m4>K 5 + 25o¥4108-Z6`4B0;->- 5 2]I . P/K6-LK5< . 4B0;->- n

2N@q4
πn = P(Zn = 0) = Gn(0).r?-/BHBH2cIM2N@XK Y K6-L25BH2�-D49@ {Zn = 0} gh-G<=BH26-G4,27-L2�@1270;4=2C6F<>-40k@=@ . -D4=2G_1Ij+ K Y K�-L2NBH2�-D4��W25o¥4108-Z6tU410M-4- 5 2]I .�: - : 2LI . 410M-4-	��2N@q4 5 ->-Z6$- . 4B2L<=2NI;IM25BH26-G4 5 K3S;-70 :/. <

Ext := limn ↑ {Zn = 0}.
��+ -��

P(Ext) = π = limn ↑ πn.
\ © T _G^

d�270k@=i�2L2 I . gh-4-Z6F410M-4-
G
2A@34�65-4-D4108-A2L2/_?2F4i>2Z2 IM2N@{gh->-Z6`4B0;->-

Gn
@=-4-D4 5 2A@ 0;4=KN<=KN2N@ 5 2 I .gh-4-Z6F410M-4-

G
_~I . @1270m4>2

πn
Y K5<B0TSZ2

πn+1 = G(πn)
T[* .: <=-G. . .;0;I80m4>K 5 + 2Fo¥4108-Z6`4B0;->-l2N@q4 5 -4-R627-L2]@=-/I821410M-4-

π 5 2]Ij+ KNi�2 . 410M-4-
π = G(π)

��25B . <>i�2L->-Z@[i�2L2
1
2N@q4[4>-42a03->2L<9@O@=-/I8214B0;->- 5 2�6F254q4>27KAi�2 . 4B0;->-UTaVX-42R@J<=2A698L25<9698L-4-R@~@N+ 0MI12Fo?0k@34>2

5 + . 214><=2A@X@q-GI92L410M-4-Z@NTR* . gh-/<>BH2 5 2�P/< .f: 8L2 5 2�I . gh->-Z6`4B0;->- G
_	i�270[2N@34$27-L2]gh->-Z6`4B0;->- . - . IMe>U410ki�2L2/_	6F-4- Y 2Fo12]2F4 65<=->0M@>@ . -D4=2G_ .WY 2N6

G(0) = P(X = 0) > 0
2F4

G(1) = 1
_ : 25<>BC254 5 + .WY ->0;<27-L2�<>K : -4-Z@=2]@d0MB : I;2c@1270 YW. -D4�I .CYW. IM2�2L< 5 2 µ

TZ�s2621op6 . @!@=2�2LIM25BH2�-D4s@=2 : <=KA@q26-D4=2�-D4AT

 ¦O�D�R¢WZAJ £����������������������������¤A�R O¤��>�f¢a� �N��	n O£ (E(ξ) < 1) �! X�/¢a�h�N��	n [£ (E(ξ) = 1) "
���$#&%'#)(*���� ,+-%��.��/ 0� 1��+2�& 3#54��!��6!(&�7�'��4� 8��+2�5��9:�!�	 <; P(Ext) = 1 = ����������7������¤A ~¢>�9�f¢a�h�A��	n O£
(E(ξ) > 1) " ���?#)4�%A@��B@!+2�C+2 80�DE/ �'FA ,+2�5�� ,+-%�� P(Ext) �!�� G01HB�I�J��(K�5%�9:@�4��L#&%���+2 M+ N π �� M4�+-�� 1��9:�!�	 
+2�ON!0�4�+-�!(*4QP�R " ��%I�C(* M+-%I�S(*�	+-6!(&�$DA� G(π) = π DB���&� [0, 1[ =

* . 5 KNBC->-Z@q4=< . 410M-4- 5 2c6F254q4>2 : <=- : -D@d0;410M-4-�<=2 : -D@q2]@12L<�IM2�IM25BHBH2 . - . IMeG4B0Mi�2L2]@1270 YF. -D4NT
T £AJ J £ �����VU � � �.W	+ E(ξ) = G′(1) ≤ 1 " Gn(z) ��4�%�X2 ZY��!4�� 1 ��%�4���6�(&� n ↗ ∞ #&%�(*4[ 8%�(* 

z ∈ [0, 1] =
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� �j� � W5+ E(ξ) > 1 " � / 0�6�(&�� ,+-%�� G(π) = π #�%�������DB� (*�5� �!%I�C(* ,+-%��7(*�	+-6!(&� DA�I��� [0, 1[ �� Gn(z)
��4�%�X2 QY���4�� π ��%�4���6�(&� n ↗ ∞ " #�%I(*47 8%�(* z ∈ [0, π] �� QDA0���4�%�X2 QY���4�� π #�%I(*47 8%�(* 
z ∈ [π, 1[ =

�����	��
������������
��
(i) ��� �����! #"#$%�'&("#)+* z → G(z) ,�-. /� "#*0&(-21(3+�' # 4- [0, 1] ,���*!56 #7!"98;:=<�:=->-�5?&@$A1()+"#5B5(��*0&(-	-2&�$�)+*C3�-AD�-
$%�'1E #-�5F,�G21("#3�G2-�5

G′(z) = E(ξzξ−1) et G′′(z) = E[ξ(ξ − 1)zξ−2]

5B)+*0&H�I)�5B"9&("43+-�5�-�*J&K�'*C&�L07�� -�5B�IG21K�'*!$�-25H,�-63IM ��M%1(G�-2 4 #-�5H,�"#5B$21(N2&(-�5��I)+5B"9&("#3�-�5�M�OP-6�� 47�5 G(1) = 1 MQ )+:=:=-R*!)�7!5S��3+)+*!5F-2D�$� #7T 4-U$%�'5 G(z) ≡ z VI 4�W$�)�7�1(XI- G *�-Y$2)+7!�I-U���'5P 4�Z,�"4��[�)+*��' #-=,�7
$%�'1B1(G [0, 1]2 -2*\7�*]�I)+"#*0&Z,�"#5?&("#*!$2&�,�- (1, 1) 5B" G′(1) ≤ 1 V6-A&Z��7]$�)�*C&B1K�'"91(-^ 4�_$�)�7!�I-`5B"
G′(1) > 1 a$�-�$�"b5B-U3�)+"9&SX!"#-�*T5B7�1S c�=d�[�7�1(-U$�"98e,�-�5B5B)�7!5�MgfF"#*�5B"hV�5B-� #)+*_ 4-Y$%��5�V /� G%L07���&("#)+*i,�-
�I)+"#*0&Sd�D�- G(σ) = σ *�� �Z����5P,�-U5B)+ #7�&("#)+*_)+7i��7T$�)�*0&B1K��"91(-j�I)�5B5BN%,�-Y7!*!-U7!*�"4LC7�-R5B)+ #7�&("#)+*
,!�'*!5 [0, 1[ M

0 1 10k	l�mIn�o�prqs/tvu�wFx2y�zI{2|/}hy'z
G ~ w�z��R�4�A� ~ �A�+��{(w�� E(ξ) > 1

�A|
E(ξ) ≤ 1 �

(ii) �g)�1(5(L07!- G′(1) ≤ 1 V@*�)+7�5Z��3+)+*!5 z ≤ G(z) -2&W,�)+*!$ Gn(z) ≤ Gn+1(z) �/��7!"#5(L07!-
Gn+1 = G ◦ Gn) �I)+7�1�&()+7�& z a� 4�i #"#:="9&(- limn ↗ Gn(z) L07!"	-�5?& ≤ 1 -2&Z5B)+ #7�&("#)�*�,�-
G(u) = u V�*!-P�I-�7�&E�� #)�1(5E3��� #)+"91FL07!-j��MI�6*�����1B&("#$�7! #"#-21%V�['1K��$�-U���;�0M �+�

P(Ext) = limn Gn(0) = 1.
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(iii) ��-2:jX! 4�'X! #-�:=-�*0&b5B" G′(1) > 1 V�*�)+7�5@�%3�)�*!5 z ≤ G(z) ≤ π )+7 z ≥ G(z) ≥ π 5B-� #)+*WL07!-
z ≤ π )+7_L07!- z ≥ π a�"# H5�� -�*T5B7�"#&PL07!- Gn(z) $21()��c&F1(-�5B��MI,�G�$21()��4&J�%3�-�$ n 5B-� #)�*_ #-U$%��5�MI���
 #"4:="9&(- limn Gn(z) L07!"I-�5?& 5B)+ #7�&("#)+*�,�- G(u) = u -2&.5?&B1("#$2&(-2:=-�*0&."#*�� GA1("4-27�1(-J�=�+V�,�7W:=)+"#*�5
5B" z 6= 1, -�5?&F�' 4)'1(5FG2[��� #-R*!G2$�-�5B5(��"91(-�:=-2*C&E� π M!fF"#*�5B"

P(Ext) = limn Gn(0) = π .

a#bdceb�� 	Dl)o�
zm�m�
 i
���g
p���
�����
�p���


O IX2N@q4Q0;B : -/<=4 . -D4 5 + .WY ->0;< 5 2N@ 0 5 KN2N@ 5 2A@ Y 0m4>2N@>@q2A@ 5 2�6F-4- Y 25<>P/2�-R6F2 Y 25<9@CIj+ 2Fo¥4108-Z6F410M-4-UT* .�: I92Z@ :;. <q4 5 2N@�<=KA@d2ZIm4 . 4>@�@q->-D4�-/.14>2�-A2Z@C� :;. <q4B0;< 5 + 27-L2�K5412 5 2 : I82Z@LS;-L2 5 2N@�gh-4-Z6F410M-4-Z@P/K6-LK5< . 4><10k6F2A@5T
T £AJ J £ �����(� � � �

1 − Gn(z) ≤ [E(ξ)]n(1 − z) ∀z
\ © T ª ^

0 ≤ π − Gn(z) ≤ cn(π − z), ∀z ≤ π, %�� c = G′(π).
\ © T � ^

� �j� � W5+ E(ξ) = 1 " �! ξ ���� DA�$Y��I4�+-���)�'� σ2 " �I��%�4��

limn
1

n
[

1

1 − Gn(s)
− 1

1 − s
] = σ2/2

(*�	+ N!%�4�9:0!9:�!�	 E#&%�(*4[ 8%�(* 0 ≤ s < 1 =

��£AJ �1¢
	n O£�������� � . -Z@CIM2�6 . @ 5 2I . IM-40!P/KN-/BHKF4><10ki�2L2/_ E(ξ) = q/p
254�@d0

p < q π =

p/q, c = G′(π) = π
T

�����	��
������������
��
��-�5	,�-�7�D���1(-�:="#N21(-�5@"4*�G�[��' #"#&(G25E5B)�*0&E,�-�5 "#*�G�[��' 4"9&(G�5E,�-P$�)+*C3�-AD�"9&(GE�I)+7�1	 c�� )�*!$2&("#)+* Gn V�,�7
&����I-

Gn(x) − Gn(y) ≤ G′
n(x)(x − y).

� ���=��1(-2:="4NA1(-j�'�!�! #"4L07!-U /� "#*�G�[��' 4"9&(G�-2*C&B1(-U #-�5P�I)�"4*0&(5 1 -2& z M�6 # #-�7�&("# #"#5B-�,�)�*!$U 4�`,�G21("#3�G�-
,�- Gn ��7��I)�"#*C& 1 ,�)+*0&	*!)�7!5	�%3�)�*!5	:=)+*0&B1(GPL07�- G′

n(1) = E(Zn) = E(ξ)n

� ���T,�-27�D�"#N�:=-� /� ���!�� #"cL07�-��'7�D �I)�"#*C&(5 π -2& z M Q )+:=:=- π -�5?&Y7!*��I)�"#*C&Ud!D�-Z,�- �YV����'1
1(G�$�7�1B1(-�*!$�- G′

n(π) = G′
n−1(G(π))c = G′

n−1(π)c = cn M
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� )+7�1^ 4� ,�-21(*!"#N21(-T-�5?&("#:Z��&("4)�*�V	*�)+7!5`7�&("# #"#5B)+*!5` #- ,�G23�-� #)+���I-�:=-�*0&W 4"#:="9&(G_,�-_ 4� ��)+*!$A&("4)�*
[+G�*�G21K�'&B1("#$�-_�'7 3�)+"#5B"#*��'[+-_,�- s = 1 V@,�)�*0&` #-�5Z��1(-�:="#-21(5Z$�)0-��=$�"#-�*0&(5W5B)+*0& E(ξ) = 1 -2&
1
2
E(ξ(ξ − 1) = 1

2
σ2 V!5B)�"#&

G(s) = s + σ2/2(1 − s)2 + ε(s)(1 − s)2

)��^ 4� ��)+*�$2&("#)+* ε(s) &(-�*!,`3�-21(5 0 5B" s→1 M Q -� 4�=$�)+*!,�7�"#&E�Y7!*!-S-�5?&("#:Z�'&("#)+*^7�*!" � )'1(:=-
1

1 − G(s)
− 1

1 − s
=

G(s) − s

(1 − G(s))(1 − s)

1 − s

1 − G(s)
[σ2/2 + ε(s)] = σ2/2 + r(s)

)�� r(s)→0 5B" s→1 M� -2"#&(GA1()+*!5	$�-A&B&(-J-�5?&("#:Z�'&("#)+*
1

n
[

1

1 − Gn(s)
− 1

1 − s
] =

1

n

n−1X

j=0

[
1

1 − G(Gj(s))
− 1

1 − Gj(s)
]

= σ2/2 +
1

n

n−1X

j=0

r(Gj(s))

Q -R,�-21(*�"#-21	&(-21(:=-S&(-�*!,`3�-21(5 0 V�,� ����1(N25E #-J #-�:=:=-J,� fFXI-� �!7�"#5(LC7�- Gn(s)→1 M� 7�"#5(LC7�- Gn(s) -�5?& $21()�"#5B5(��*0&(-S-2&>$�)�*�3+-21([+-E3�-21(5	�E7!*!" ��)�1(:=G�:=-�*0&%V�-2&  4� � )�*!$2&("#)�* r XI)'1(*!G�-�V
 4�j$�)+*C3�-A1([+-�*�$�-J-�5?&E7!*�" ��)�1(:=-+M

VX->2Z@ .WY ->-Z@ IM2]<>KN@12LIm4 . 4X@1270 YW. -G4 �

 ¦O�D�R¢WZAJ £�������� � ��� $�I������� ��������%�( �	� ��4�+2 M+-6�(&� (E(ξ) < 1) ����#54'%A@��A@�+2�C+2 80 DA��
��)%��

�'FB M+2�)�! ,+-%�� P ��/ +2���� 1�I�& n �  1���5DSY���4��� PS(*�)� Y>+2 8�������:HB0�%I9�0� M4�+-6�(&� DE/ ��#54A�!����� =�����"
��%�+2 

P(Zn 6= 0) = 1 − Gn(0) ≤ [E(ξ)]n.

�� #)�C( � Zn = 0 P[#��I4� M+24$DJ/ (*� ���!4� 8��+2� 4���� H =
� �j� � ����&�7������������(*4	� �!4�+2 ,+-6!(&� (E(ξ) > 1) ���A�������	 Q6!(3/ +2� � / � � #&������FB ,+2�5�� M+-%I� ���  8��+2�2�V�

DB� ����#�%�#5(*���I M+-%I� Zn
��F!#)��%���� =�� �C( �<#54�0���+���0!9:�!�	 3#&%�(*4: 8%�(* �!�	 M+-��4 a +2� ��FB+��� 1� (*�5�

��%��&�� 1�I�& 8� ka
 1���2����6!(&�

1 − P(Zn > a|nonExt) ≤ kaG′(π)n.

� �j� � �S$�I���[�����'���Q�!4�+2 ,+-6!(&� (E(ξ) = 1) ��+ E(ξ2) < ∞

P(Zn 6= 0) ∼ 2

σ2n
lorsque n → ∞.
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⇒ � )�7�1P&()�7�&P-2*C&("#-21 a > 0 -2&PL07!-� bL07�-U5B)�"9& z LC7�-Y /� )+*_5B-j5B-A1K�Zd�D�GU,���*!5 ]0, π[ Vg,� ����1(N25
�;�CM �0�

P(0 < Zn ≤ a) ≤ z−a
X

k≥1

P(Zn = k) = z−a[Gn(z) − Gn(0)] ≤ 2πcnz−a.

� 7��'*�, c = G′(π) < 1 �/$���5H5B)�7!5?8;$21("9&("4LC7�-@-2&H5B7�1B8;$21("9&("4LC7�-��AV��!7�"#5(LC7�-> 4�	5BG21("#- [+G2)+:=G2&B1("4L07!-
-�5?&E$�)+*C3�-A1([+-�*0&(-+V

E
“X

n

1(0<Zn≤a)

”
< ∞.

���j5B)�:=:=-S5B)�7!5	 #-U5B"#[�*!-J-�5B�IG21K�'*!$�-J-25?&S,�)+*�$J*!G�$�-25B5(��"91(-�:=-�*0&	��1(-25(LC7�-P5���1(-2:=-�*0& d�*�"4-�M
⇒ � )�7�1.��1(-�5(L07!-.&()+7�&(-�5  #-�5 G�3+)+ #7�&("#)+*�5�V05B-�7� 45@7!*Z*!)�:jX�1(-.d!*!"�,�- Zn 1(-�5?&(-�*0&.,���*�5@ /� "4*0&(-21B8
3+�' # 4- ]0, a[ �/ 4-2:=:=-@,�-��@)'1(-� Q �'*0&(-� # 4"c�AM Q )+:=:=-� 4-25�G23�G�*!-2:=-�*0&(5�5B)+*0&b$A1()+"#5B5(��*0&(5�V Zn = 0

"#:=�! #"4LC7�-PL07!- Zn′ = 0 �I)+7�1.&()+7�& n′ > n ��M 5�M�OP-�7�DW$%�'5	5B-�7! #-�:=-�*0&	5B)�*C&	�I)�5B5B"#X! #-�5 �
� )+7`X!"#-�* Zn = 0 �j�!�'1B&("91F,g� 7!*`$�-21B&K�'"4*`1K��*![��/$+� -�5?&E h� -2DC&("#*!$A&("4)�*I�AV
� )+7_X!"#-�* Zn > a �W�!�'1B&("91R,� 7�*T$�-21B&K��"#*T1K��*�[`-2&P$�)+:=:=- a -�5?&J�'1(X!"9&B1K�'"#1(- � Zn → ∞
�/$+� -�5?&E /� -AD��� #)+5B"#)+*��AMQ -�5Y,�-�7�DTG�3�G�*�-�:=-�*0&(5P$�)�:=�! #G�:=-�*0&K��"91(-�5J)�*0&U1(-25B��M��I)+7�1R��1()+X!��X!"# #"9&(G�5 π -2& 1 − π M�OP-

�! #7!5
1 − P(Zn ≥ a|Zm→∞) ≤ P(0 < Zn ≤ a)

P(Zm→∞)
≤ 2πcnz−a

1 − π
.

⇒ OJ�'*!5> 4-F$%��5@$21("9&("cL07�-+VC 4�R��1()+X!��X!"# #"9&(GP,� -AD�&("#*�$2&("#)+*=&(-�*�,=XI-%�'7!$�)�7!�Z�! #7�5@ #-�*0&(-�:=-�*0&>3�-21(5
� G21()�-A&F�� #7!5.��1(G2$�"#5BG�:=-�*0&%V!5B" E(ξ2) < ∞ V

P(Zn 6= 0) ∼ 2

σ2n
lorsque n → ∞

�!7�"45(L07�-
nP(Zn 6= 0) = n(1 − Gn(0))

= [
1

n

„
1

1 − Gn(0)
− 1

«
+

1

n
]−1→ 2

σ2
.

VX->2Z@ . I;IM-4-R@ B . 08-D4=26- . -D4?BH->-G4><=2N<?i�2L2�I . �N¦O�¥�Z¢a� £�HO£D¤�J �1¢W�A� ���R�L¡j£¥¤ : 2N<=BH254 5 2 5 ->-7-L25<27-L2 . 214><=2 .f:Z: <=-1698L2 5 2�6F2N@ : <>-/.ZI;SNBC2A@72F4 5 + .WY -40M< 5 2N@7<=KA@d2ZIm4 . 4>@ : <>KN6�0M@?BHQ5BH2 5 . -R@?IM2�6 . @6F<B0m4B0Mi�2L2GT

a#bdceb
	 � p�
� n �?o7l1p��nek 
 ��
�� n ������n��,k 
��\g��� k 
����7nep����
�� 
�p�o

VX-f4>-4-Z@
µ = E(ξ)

I;2,-L-/B�.L<>2sBH-ae/26- 5 + 26-1g . -D49@ 5 2�698 . i>2Z2�09- 5 0 Y 0 5 2UT ��2NB . <>i�2L->-Z@ i�2L2
E(Zn+1|Zn) = µZn.
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 - :;. <=410k632ZI90M25<
Mn =

Zn

µn2N@q4\27-L2{B . <=4108-LP . I;2 : -G@10m4B0 Y 2/_ 5 + 2N@ : K5< . -Z652 1
\j6 . <

Z0 = 1
^ 5 ->-G4<-Z-42Z@ . I;IM-4-Z@�K5412 5 0;2N<cI .6F->- Y 25<>P/26-Z6F2GT

� �R��E	£G¢ �	£¥�[�G£��%M¤�
��+ .f: <>SN@!IM2�4=8ZK5-/<>S5BH2 � T � T ¨ 5 2]6F-4- Y 25<>P/2�-R6F2 5 2N@�B . <=4108-LP . IM2N@ : -D@d0;410 Y 2A@

Mn → M∞.

� 08-Z@10j_U@12L< {M∞ > 0} _	I . @1270m4>2 Zn
. 27-L2{6F<>-40k@=@ . -R6F2C2Fo : ->-L2�-D4B0;2NI;IM2/TU� . -Z@�IM2�6 . @]@q->2Z@dU6F<B0m4B0Mi�2L2]- �

µ < 1
_
Zn = 0

� :/. <=410M< 5 + 2;- 6F25<=4 . 09-< . -LPRTZ* .HY T . T M∞
2N@q4 5 -4-Z6<-�2ZI;IM2 : T @5T

��25B . <>i�2L->-Z@�Ib+ ./:L:;. <>2�-D4>2�6F->-G4>< . 5 0k6`410M-4- .WY 2N6]IM2cg . 0m4�i�2L2�I . B . <=4108-LP . IM2c2N@q4 5 + 2N@ : K5< . -Z652
1
TU�,- . 5 -4-Z6�IM� 27-L2H@d0;412 . 410M-4- 43e : 0Mi�2L2C-�� I . 6F-4- Y 25<>P/2�-R6F2 : T @5T 254 I . 65-4- Y 2N<=PG2�-Z652 5 . -Z@

L1 -L2�65-408-Z630 5 2�-D4 :;. @5T�Oq-G4B270;410 Y 25BH26-G4A_[6525I .Y 2�2L4 5 0M<=2�i�2L2�@10 Mn
-U+ 2N@q4 :;. @=-�2ZI;IM2/_ . IM-/<9@25IMI;2 : <=26- 5&5 2]4=<>SN@XP/< . - 5 2A@ YW. IM2�2L<9@ .WY 2A6$27-L2 : 2F4B0m4>2 : <>-/. . .70;I80;4=K/T r + 2A@34 652ci�2U+ ->- .f:L: 25IMI;227- : 8LK�-Z-/BHS�-L2 5 2 HI4��I�5DB�$DB0!Y>+-�� ,+-%�� T

� �R��E	£G¢ �	£¥�[�G£(H[�Z�[¤ L2

@A2 :L: -G@=-4-Z@ i�2L2�IM2+-L-GB�.L<>2�43e : 0ki>2Z2 5 + 2�-1g . -D4>@ 2N@q4�27-L2 Y T . T 5 2cBH-aeG2�-7-L2 E(ξ) = µ
2F4

5 2 YW. <B0 . -Z6F2 Var(ξ) = σ2 T
d . <�I . 5 K�S;-70;410M-4-BHQ5BH2 5 2 : <>-16F2N@>@12Z@ 5 2].L< . -Z698L2NBH2�-D4

E
(
Z2

n+1|Zn

)
= µ2Z2

n + σ2Zn,

5 + -��
E
(
M2

n+1) = E(M2
n) +

σ2

µn+2
,

5 2�4=2NI;IM2]@q-G<q4>2�i�2L2�I . B . <q4B09-LP . IM2 (Mn)
2N@q4�.R-G<1-LKN2 5 . -Z@ L2 @10n2F4X@=2�2LIM25BH2�-D4X@10 µ > 1

TL*U24=8LKN-/<>S5BH2 5 2c6F->- Y 25<>P/26-Z6F2 5 2A@!B . <q4B09-ZP . IM2N@#-Z-42Z@ . @=@12L<>2�i�2L2]I .HY T . T1I90MB:0m4>2 : T @5TZ2N@q4 . 2Z@>@d0I90MB:0m4>2 5 . -R@ L2 2F4 5 ->-Z6
E(M∞) = 1, Var(M∞) = σ2(µ(µ − 1))−1.
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"L� ¨ �Gª
� �R��E	£G¢ �	£¥�[�G£(H[�Z�[¤ L1 £D�{¡ �	�
HO£ M∞

VX-42R@ .WY ->-Z@ Y 2 i�2L2�I . 6F->- Y 25<>P/26-Z6F2 5 . -Z@ L1 5 2�I . B . <=4108-LP . I;2 (Mn)
-L2 : 26214�Q54=<>2

. 214>-/B . 4B0Mi�2L2GT1*U2]BH2�0MI;IM2�2Z<�<=KA@d2LI;4 . 4Xi>2;0 . KF4=K]K54 . .LI90n2A@34XIM2c@1270 YW. -G4
E(M∞) = 1, si et seulement si µ > 1, et E(ξ ln ξ) < +∞.

O IJ2Fo?0M@q4=2 5 -4-R6 5 2A@�@d0;412 . 410M-4-Z@�- �(0;Ie-~+ e .�:;. @�2Fo¥4B09-Z6F410M-4-U_ B . 0k@�-�� I . B . <q4B09-ZP . IM2�I80MB�0;4=22N@q4�-A2LIMIM2 : T @NT1� . -Z@?4=-42R@!I;2A@76 . @N_16F-/BHBH2�I .�Y T . TDI80MB�0;4=2�2A@34 : -G@10m4B0 Y 2/_¥-4- : 26214X@5+ 09-D4>K5<>2N@>@q2N<�H@ . 4=< . -R@3gh-G<=BHK52 5 2]* ./: I . 6F2
L∞(λ) := E(exp(−λM∞)) = limnE(exp(−λMn))

: 270k@=i�2L2 5 . -Z@l6F2N@l65-4- 5 0;410M-4-R@ IM2 4=8LKN-/<>S5BH2 5 2 65-4- Y 2N<=PG2�-Z652 5 -/B:08-LK52(@N+ ./:L: I80Mi�2L2GTc� <
E(exp(−λMn)) = E(exp(− λ

µn Zn)) = Gn

(
exp

(
−λ
µn

)) T�* . 4=< . -Z@qgh-/<>BHK52 5 2 * .f: I . 652Y KN<109SZ2 5 -4-Z6$27-Z2]KNi�2 . 4B0;->-�gh->-Z6`4B0;->-7-L2NI;IM2 5 2�I . gh-G<=BH2
L∞(λµ) = G(L∞(λ)).

� . -Z@UIM2 6 . @n- �]Ij+ -4-c65-4-7- . 0m4[2Fo : I80M6�0m4>25BH2�-D4~I . gh-4-R6`410M-4-
Gn,

-4- : 2�2L4 5 KA6F<B0;<>2,6F-GB : I;S54=25BH26-G4I . 5 0k@q4=<B0;.72L410M-4- 5 2 M∞
T

��� £AJ��J¡ £�������� � T � ¡ �	� �R�¥�KJ �D�5¢a��	n O£ � � � � �, � . -R@s6F2C6 . @5_	I . 4=< . -Z@qgh-/<>BHK52 5 2�I . * . U: I . 6F2 5 2 Mn
i�270 YW. 214

Gn(zn) = p
qn(1 − zn) + pn−1qzn − pn

qn+1(1 − zn) + qpnzn − pn+1
, zn = exp

(
− λ

µn

)
,

6F->- Y 25<>P/2 Y 25<9@
L∞(λ) =

pλ + q − p

qλ + q − p
.

r?-/BHBH2 5 . -Z@�652]6F-4-D4>2Fo¥4=2G_ π = inf(p
q , 1),

-Z-42Z@ : -42 Y -4-Z@!KA6F<B0;<>2
L∞(λ) = π +

∫
(1 − π)2e−λxe−(1−π)xdx

r + 2A@34XI . 4=< . -R@3gh-G<=BHK52 5 2c* .f: I . 652 5 + 2;-L2 5 0k@34><10M.7214B0;->-�i>2;0 . 27-L2cB . @=@=2 5 2c��0M< . 6�2�- 0 5 2: <>-/. . .70;I80;4=K
π
_~254�i�270b_[@ . 698 . -G4ci�2U+ -4- -U+ 2N@q4 :;. @]2�-��NK5<>-Z_~@1270;4+27-L2�I;->0 2Fo : -4-L26-D410M25IMI;2 5 2:;. < . BHS54=<>2

(1 − π) = p(µ − 1)+.
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tHu�� � xO�p|�} �p| w y����c� |7����z7yc�py��
	F|
��-L2�2L<B-L2C65-4-D410M2�-D4

N
.	-42LIM2N@ 5 2H6F->2LI;262L<9@ 1, 2 . . . , m

2�- i�2 . -D410;4=KA@
N1, N2, . . . , Nm

.WY 2A6
N i ≥ 1

2F4
N1+ · · ·+Nm = N

T���698 . i�2L2�09-Z@q4 . -D4
n = 1, 2, . . .

->-C410M<=2#27-L2!.	-42LIM2 . 28 . @ . < 5Q5 . -Z@7Ij+ 2L<B-L2 : 270M@!->-�I . <>25BH2F4�26- . 03->214 . -D4�27-L2�.	-42LIM2 5 2 BHQNBC2]65-42LIM2�2L<AT?@¥-40;4 N i
nI;2#-L-GB�.L<>2 5 2�.	-42LIM2N@ 5 2X65-42LIM2�2Z< i

��Ij+ 09-R@34 . -D4
n, X i

n

I .�: <>- : -/<=410M-4- 5 2�.R->2LI;2A@ 5 2X6F->2LIM2�2L< i\ + = � = X i
n =

Ni
n

N+n

^,2F4
Xn = (X1

n, . . . , Xm
n ).

@1-40;4 Fn = σ(X1, . . . , Xn).
d . <?65-4-Z@q4=<B2Z6`4B0;->-

E(N i
n+1 − N i

n|Fn) = X i
n,

5 + -��
E(X i

n+1 − X i
n|Fn) = 0.* . @1270m4>2

(X i
n)
2A@34 2;-L2 B . <=4108-LP . I;2.	-/<B-LK52 5 -4-Z6 \h4=8LKN-/<>S5BH2 � T ª T ª ^ : <>2N@>i�2L2 @ �Z<=2NBC26-D46F->- Y 25<>P/26-G4>2/T

 ¢a�O£¥¤vHO£��s�	¡��R� £D���W¤5�A�L� H[�1¢WHO� ¤A�1�N�j�R��� *,+ K5BH25<>P/26-Z6F2 5 2C@q4 . - 5 . < 5 @ 5 . -Z@ IM2N@�KN65-4-L-4UB:0;2A@ 5 KN652�-D4=< . I80M@=K52A@H2N@q4 27-L2 i�2L2A@34B0;->- g . @=6�09- . -D4=2�i�270 : -G@=2 5 2 @=K5<B0;2621o : <>-/.LIMS5BH2A@ . 21o4=8LKN-/<B0;2A@EKN65-4-L-GB:0Mi�2L2A@ 6FI . @>@10Mi�2L2A@5TD�s2 <=KA6F2�-D49@,BH- 5 S5IM2N@
21410MI90k@ . -D4 5 2A@ : <=-16F2A@=@12Z@ . I;K . 4>-40M<=2A@\ 5 2!43e : 2�2L<B-L2N@ 5 2�dJ-/IMe . ^ : 25<>BH2F4q4>2�-D4 5 2s<=26- 5 <>2 5 2s6F-GB : 4=2 5 2X6525<=4 . 08-Z@ 5 2N@ : 8ZK�-L-GBCS6-L2N@i�270nKN698 ./:L: 2�-D4X�HIj+ . - . I;e1@=2�65I . @=@10ki>2Z2/T
O B . P408-L-4-R@�i�2L2 5 2N@�r . P/26-D4>@�s . 0;26-G4c��698L->0M@10M<�26-D4=<>2 5 2N@�4=2A6987-L-GI;-GP40M2N@�6F->-Z632L<><>2�-D4=2A@� :;. <�25o125B : IM2 5 2A@�-G< 5 09- . 4=262L<>@�\hd7r�-42 � . 6N^F_ 5 2N@C6F->-Z@q-GI;2A@ 5 2�032621on_ 5 2N@�I;2A6`4=262L<9@ 5 26 . @=@=2F4=4=2N@ Y 0 5 KN- \����,@�->2I`72F4 . B . oZ^`_R2F496fT @A0[IM2�698L->0mo 5 + 27-L2�4=2N698;-L-/IM-/P>0;2c2A@34�@ . -Z@ 5 ->214=2P4270 5 KN2 :;. < 5 2N@E65-4-Z@10 5 K5< . 4B0;->-Z@ : 25<9@=-4-7-L2NI;IM2N@N_F0;IZ2N@q4�08- 5 K6-70 . .LIM25BH2�-D4e08-��;2L26-Z6FK :;. <JI;2�698L->0mo

5 2N@ . 214><=2A@ . P/2�-D49@5TZ��- 43e : 2 5 + -/< 5 09- . 4=262L<s->2N27- IM2N6F4=2�2Z< 5 2C6 . @=@=2F4=4=2N@X2N@q4 5 + . 214 . -D4 : I82Z@21410MIM2�i�2U+ 0;I 2A@34#21410MI80M@=K :/. <7I;2 : I92R@?PG< . - 5 -L-GB�.L<>2/TLr + 2N@q4!652 i�2L2�I;2A@?KA6F->-L-/B:0k@34>2N@ ./:L: 25IMI;26-G4
5 2N@ �'FB 1��4��5�I�C+2 80�� DA�$4�0!���'�I( =
� 652F4�K5P . < 5 _ZIb+ 870k@q4=-40M<>2 5 2CI . 6F-GB : KF4B0m4B0;->- 26-G4><=2����$@ 254=`72F4 . B . o2N@q4�4=<>SN@,09-Z@q4=<B2Z6F410 Y 2/T
� I . S;- 5 2N@ . -7-ZK52N@ �W^ _ 5 2621o @qe1@q4=S5BH2A@ 65-4-Z6�2L<=<>2�-D49@ 5 2�IM2N6F4=262L<>@ Y 0 5 KN-�65-D25o?0M@q4 . 0;26-G4�@d2L<I;2sB . <>698ZK/T/*~2s@qe1@q4=SNBC2,`?254 . B . o : <=- : -D@qK :;. <�@¥->-DeC2�- ¨ ���/© 2F4 IM2 @=e1@34>S5BH2����$@ : <>- : -G@=K:;. <���� r�26- ¨ ��� � T�O I,@5+ . P>0M@>@ . 0m4 5 2H4>2N6987-L-GI;-GP40M2N@,09-R6F-/B :;. 410M.LIM2N@�2�- 652H@=2�-R@]i>2~+ 0MIe-U+ KF4 . 0m4:;. @ : -D@=@10;.ZI;2 5 2�I80;<>2\27-L2C6 . @>@=2F4q4>2����$@ .WY 2A6$27- IM2N6`4>2�2L<$`72F4 . B . o \ 2F4�<=KA630 : <=-1i�2L2NBC26-D49^`T`72F4 . B . oH- � < . 0m4#27-L2�BH2�0MI;IM2�2L<>2s<>KN@=-/I8214B0;->-�P/< .f: 8;0Mi�2L2 2F4�6F2F4=4=2�@d2 : KN<10M-/<B0m4>KX4>2N6987-L-GI;-GP40ki�2L203-408-D4=2H��I . <=K : 214 . 410M-4- 5 2:@1-4-¥e @q2NB�.LI . 0;4�g .WY -G<10k@q2N<,`72F4 . B . onT	dJ-42L<=4 . -G4A_ 2�- ¨ ��� � _ ���$@KF4 . 0;4 5 2 Y 26-�2 I;2�@q4 . - 5 . < 5 .WY 2N6 2;-L2 :;. <=4 5 2pB . <>698LK 5 2 �G© %

T?r?2 : 8ZK�-L-GBCS6-L2 5 0m4 5 2r3IM-16 ��U�08-As 2A@34X6 . < . 6`4>K5<B0M@q410ki�2L2 5 2N@!<>2�-1gh-G<>6525BH2�-D4>@7I80;KA@ . 2Lo�2Fo¥4=2N<1- . I80m4>KN@ 5 2]<>KN@=2 . 2~T
VX-42R@ 5 KN65<10 Y ->-Z@EB . 08-D4=26- . -D4�27-{BH- 5 S5IM2 5 0M<>2N6`4>25BH2�-D4�08-Z@ : 0;<>K :;. < 5 2N@,4=< .WYW. 21o�<>KN652�-D4>@
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5 + KN6F->-L-/B:0k@34>2N@�\ Y ->0;< :;. <�2Fo12NB : I;2 � <=4=8A2L<�� ªD©�� -42 � 2L<B0;-GI	� ª��
� ^`T�@A2 :L: -D@q->-Z@Ci>2~+ 0MI!e . 0;4
5 2�2Lo 4>2N6987-L-GI;-GP40M2N@�\G-L-f4>K52A@ 1

254
2
^c2�- 65-/B : K5410;410M-4-UTJ��- . P/26-D4c2N@q4C6 . < . 6`4>K5<B0M@=K :;. <C@q->-
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��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� ������� W %�+-���& N i ≥ 1, i = 1, . . . , m, �V���5%�9:@�4��$+2�&+2 ,+-��� DA�:@�%�(*���!�$DA�:��%I( �
����(*4 i, Xn

�V� Y����! 8�!(*4QDB���Z#)4�%'#&%�4� ,+-%��.P:� / +2�&�� 1�I�& n � 0jT 2/T X i
n =

Ni
n

N+n � �! 

X∞ = (X1
∞, . . . , Xm

∞) = limn→∞Xn.

� ��%�4������ ��%I+$D�( Y����! 8�!(*4 (X1
∞, . . . , Xm−1
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f(u1, . . . , um−1) = 1Σm−1(u1, . . . , um−1)
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∏m−1

i=1 uNi−1
i )(1 −∑m−1

i=1 ui)
Nm−1

C(N1, . . . , Nm)
,

%��
Σm−1 =

{
u ∈ R

m−1 : ui > 0,
∑

ui < 1
}

,

�! 
C(N1, . . . , Nm) =

Πm
i=1(N

i − 1)!

(
∑m

i=1 N i − 1)!
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Nm = 1. ��)+"9& En = {(p1, . . . , pm) : pi ∈ N
∗,
Pm

i=1 pi = n}  /� -�*!5B-�:YX! #-E,�-�5>,�"#5?&B1("#X!7�&("#)+*!5
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X
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P(Nn+1 = p|Nn = (p1, . . . , pi, pi−1, pi+1, . . . pm)P(Nn = (p1, . . . , pi, pi−1, pi+1, . . . , pm)

=
X

{i :pi>1}

pi − 1

n + m
P(Nn = (p1, . . . , pi, pi − 1, pi+1, . . . pm))

=
X

i :pi>1

pi − 1

n + m
µn,
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µn =

1

card(En+m)
.
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n + m
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E

„
H

„
N1

n

n + m
, . . . ,

Nm−1
n

n + m

««
→
Z

Σm−1

H(u)λ(du),
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n
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, . . . ,

Nm−1
n
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)

$�)+*C3�-A1([+-J��1(-25(LC7�-P5���1(-2:=-�*0&.3�-21(5 (X1
∞, . . . , Xm−1
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�I)+7�3�)+"91  #-�5@,�"#5?&("#*![�7!-21@-�*="#*C&B1()C,�7!"#5(��*0& N i *C7��'*!$�-�5@,�-	 4�U$2)+7! #-�7�1 i �/���'1@-2D�-�:=�! #-	[�1(-2*��'&%V
�I)+7�1(��1(-+Vg1(7!X�"45�V�-2&($+M �P$�-ZL07!"�*!)�7!5J1K��:=N�*�-=�^ /� G2&K���I- �+M � )+7�1Y$2)+*!$2 47�1(-="# @5B7 �j&j�' #)�1(5�,�-
:=)+*0&B1(-21	L07�-S5B" X = (X1, . . . , XN−1) -�5?&	7�*`3�-2$2&(-�7�1.,�-P #)+"7�*!" � )'1(:=-P5B7�1 ΣN−1, �� #)�1(5	 #-
3�-�$2&(-27�1

U =

0
@

N1X

i=1

Xi,

N2X

i=N1+1

Xi, . . . ,

Nm−1X

i=Nm−1+1

Xi

1
A

���I)+7�1P,�-�*!5B"9&(GR 4� ��)+*�$2&("#)+* f ,�-J c�=��1()+�I)+5B"9&("#)+*i�0M �0M �CM � )+7�1P$�- � ��"91(-Y)�* 7�&("# #"#5B-Y #-U 4-2:=:=-
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T £AJ J £ ��(���� W %�+-���& Y1, . . . , YN
DA�!� Y = � = + = + = D = DA�$��%I+G��F!#&%��5���& ,+-���2����DA��#��I4���9 �! ,4�� 1 :

PYi
(dx) = 1x>0e

−xdx.

W)%I+2 Sn =
∑n

i=1 Yi.
� ��%�4�� ���QY��'�� 8�!(*4

U =
1

SN
(SN1 , SN2 − SN1 , . . . , SNm−1 − SNm−2)

� #&%�(*4 DA������+2 80$��� N!%I�5�� M+-%I� f DA�Q���[#54�%�#�%���+2 ,+-%�� � =���=���=

�����	��
������������
��
# *�$�)�:=:=-�*!$2-S����1EG2&(7�,�"4-A1	 4-J$���5 N1 = N2 = . . . = Nm = 1. ��)�"#&

Φ : R
m
+,∗ → Σm−1 × R+,∗

(x1, . . . xm) 7→ (u1, . . . , um−1, s)

 #-R,�"	�G�)+:=)'1(� $�"45B:=-S,�G2d!*!"g����1 s =
P

xi -2& ui = xi/s, i = 1, . . . , m − 1. fF #)'1(5
(U, Sm) = Φ(Y1, . . . , Ym)

-2&b�!�'16�'�!�! #"#$%��&("4)�*j,�-@ 4� � )�1(:Y7! #- ,�->$&$��'*![�-�:=-�*0&b,�->3��'1("4��X� #-+V (U, Sm) �+,�:=-A&H�I)+7�1b,�-�*!5B"9&(G
 4� � )�*!$2&("#)+*

(u, s) → | det DΦ−1(u, s)|h(Φ−1(u, s))1Σm−1×R+,∗

)��
h(x) = exp

 
−
X

i

xi

!
.
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��� "#*C3�-21(5B-R,�- Φ -25?&F #-R,�" �G2)+:=)�1(� $!"#5B:=- Ψ : Σm−1 × R
∗,+→(R∗,+)m ,�GAd�*!"�!�'1

xi = uis, i = 1, . . . m − 1 -2& xm = s

 
1 −

m−1X

i=1

ui

!
.

fF"#*!5B"

DΨ(u, s) =

0
BBBBBB@

s 0 ∗ 0 u1

0 s ∗ 0 u2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 s um−1

−s −s ∗ −s (1 −Pui)

1
CCCCCCA

.

� )+7�1J$%�� #$�7� #-21R #-=,�G2&(-A1(:="4*!��*0& � ��$�)�X!"#-�* J = det(DΨ(u, s)), "# 65B7 �j&R,g� ���?)+7�&(-21R$&$���$27!*!-
,�-�5 m − 1 ��1(-�:="#N21(-�5	 #"#[+*!-25F�Y c�=,�-21(*!"#N21(-S 4"#[�*!-U,�- DΨ(u, s). fF"#*!5B"

J =

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

s 0 ∗ 0 u1

0 s ∗ 0 u2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 s um−1

0 0 ∗ 0 1

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

= sm−1.

� �'1����!�� #"4$��'&("#)+* ,�-W 4� ��)�1(:Y7! #-�,�7�$%$!��*�[+-�:=-�*0&Y,�-W3��'1("4��X� 4-�Vb 4�i,�-�*!5B"9&(G`,�- (U, Sm) -�5?&
G�[��' #-Y�

e−ssm−1
1Σm−1×R+,∗ .

��-J3�-2$2&(-�7�1 U 5B7�"#&E,�)+*�$J7!*!-S 4)�"�7�*!" � )'1(:=-J5B7�1	 /� -�*!5B-2:jX! #-

Σm−1 =

(
u ∈ R

m−1 : ui > 0,

m−1X

i=1

ui < 1

)
.

� �'1F��"# # #-�7�1(5�V Sm -25?&F"#*!,�G��I-�*!,!�'*C&(-S,�- U -2&E5B7�"#&E7�*!-P #)+" Γ ,�-P����1K��:=N2&B1(- m :

dPSm(s) =
1

(m − 1)!
e−ssm−1

1s>0.

OJ��*�5	 4-J$���5	)��^ #-�5	3��� #-�7�1(5F,�- N1, N2, . . . , Nm 5B)+*0&EL07!-� #$�)�*�L07!-�5�V�)�*�1(-�:Z�'1KL07�-P:Z��"#*0&(-28
*��'*C&EL07�-

(U, Sm) = Φ(Z1, . . . , Zm)

)��^ #-�5 Zi 5B)�*C&F,�-�5	3M �CM!"#*�,�G��I-�*!,!��*0&(-�5.-A& Zi 5B7!"9&E7!*!-S 4)�" Γ ,�-J����1K��:=N2&B1(- N i. ���j:=<2:=-
� )'1(:j7! #-R,�-P$%$!��*�[+-�:=-�*0&	,�-J3+��1("4��X! #-J��1()+7!3+-J�� #)�1(5E #-P1(G�5B7! 9&K��&Ed!*��' hM

��£AJ �1¢
	n O£���(��VU @A2 :L: -D@q->-Z@
N1 = N2 = . . . = Nm = k.

� . -Z@pI;2l6F->-D4=2Fo¥4>2 5 2Ij+ 2Fo12NB : I;2 5 2N@?2Fo¥4=2N<1- . I80m4>KN@ 5 2s<>KN@=2 . 2U_G6525I . @10;P>-70TSR2 i�2L2�I;2A@ :;. <q49@ 5 2sB . <9698LK�08-70;410 . IM2N@ 5 2N@
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4=2A6987-L-/IM-/P>0;2A@�6F->-Z632L<><>2�-D4=2A@�@q->-G4�0 5 26-G4B0Mi�2L2A@5T�@A0 k = 1,

I . IM-40 5 2 X∞
2N@q4�27-70;gh-/<>BH2�@d2Z<XI;2@d0MB : IM2Fo12

Sm−1 =

{
x ∈ R

m : xi ≥ 0,

m∑

i=1

xi = 1

}

2F4<0MI�0MB : -G@>@10;.LIM2 5 2 : <>K 5 0;<>2{I;2A@ :;. <q49@ 5 2{B . <9698LK{�Ij+ KNi�270MI90M.L<>2 \ + = � = X∞ ^FT~d . <c65-4-D4=<>2/_: I82Z@
k
2A@34#r3PG< . - 5 s`_ : I82Z@sI . IM-40 5 2 X∞ 2A@34�r : <>-1698L2ts 5 + 27-L2cBH2A@d2L<>2 5 2C��0M< . 6 : -/<=4=KN2 :;. <I;2�. . <=e1652�-D4=<>2 5 2 Sm−1.

d,I92R@cP/K6-LK5< . IM25BH26-G4�\ 2F4 : I92Z@ : <>KN630k@=K5BH2�-D49^F_~@12 :L: -G@=-4-Z@
N i = Nxi .WY 2N6 N ∈ N∗ 2F4

x = (x1, . . . , xm) ∈ Sm−1.
@¥-40;4

Sn
I . @=-/BHBH2 5 2 n

YF. <10 . .ZI;2A@#0jT 0jT 5 T 5 2]I;->0U2Fo : -4-L26-G4B0;2NI;IM2/T��+ .f: <=SA@?IM2]IM25BHBH2 © T�_1T ª _
X∞ 2A@34 5 0M@q4=<B0;.;2LKc6F-GBCBH2�IM2 Y 2N6F4=2�2Z<

1

SN
(SNx1 , SN(x1+x2) − SNx1 , . . . , SN − SN(x1+...+xm−1))

=
N

SN

(
x1

SNx1

Nx1
, x2

SN(x1+x2) − SNx1

Nx2
, . . . , xm

SN − SN(x1+···+xm−1)

Nxm

)
.

��+ .f: <=SA@?I . IM-40 gh-/<=4=2 5 2A@�P/< . - 5 @�-L-/B�.L<=2A@5_L652F4=4=2 5 2N<1-70MS5<>2�i>2 . -D410;4=Kc65-4- Y 2N<=PG2 : <>2N@>i�2L2]@ �?U<=2NBH2�-D4 Y 2N<>@cI;2 Y 2N6F4=2�2Z<
(x1, . . . , xm)

I;-G<>@>i�2L2
N → ∞.

� 08-Z@d0b_OI . IM-40 5 2 X∞ 6F-4- Y 25<>P/2KF4><=->0m4>25BH2�-D4N_WIM-/<9@=i�2L2
N → ∞,

Y 25<9@
δx
I . BH2A@d2L<>2 5 2���0M< . 6 : -G<q4>K52 :;. <OIM2 : ->09-D4 x.

�s2�B . U
-70MS5<>2]KNi�270 YF. I;26-D4=2/_ZI . IM-40~65-4- 5 0m4B0;->-7-L25IMIM2 5 2 X∞ @ . 698 . -D4

Xn = x
6F-4- Y 25<>P/2�KF4=<>-40;4=2NBH2�-D4N_I;-G<>@>i�2L2

n → ∞,
Y 2N<>@

δx.

tHu�� � �
	cy]x 	9�[���|�} ���q����xJy�� 	5����� 	Fyc� }n�[y{zJ�p�c}n� 	
�C�p|
VX-42R@ . I;IM-4-R@ ./:L: I80Mi�2L2N<,0k630E6F2N<q4 . 08-L2N@ : <>- : <B0MKF4=KA@ 5 2N@�B . <=4108-LP . I;2A@s��Ij+ KF4B2 5 2 5 2N@ ��� HB% �

4�+2 ��*9��!� DJ/ �'#B#54�%OFA+29:�� ,+-%�� �� 1%>�������� ,+-6!(&� T ��- . I;PG-/<B0m4>8LBH2 5 + .f:Z: <=-Wo?0MB . 410M-4- @34>-¥698 . @q410ki>2Z22N@q4L27- : <=-1652N@>@d2Z@ . IMK . 4=-40M<>2
(Xn)

� YW. IM2�2L<9@ 5 . -Z@ Rm @=-/I8214B0;->- 5 + 2;-L2�<>KN6�2L<><=26-Z6F2 5 2pI .gh-/<>BH2
Xn+1 − Xn = γn+1(F (Xn) + Un+1).

\ © T © ^
� . -Z@�4>-4214>2�652F4q4>2�@=2N6F410M-4-(-L->2Z@s@12 :L: -G@=25<>-4-R@XIM2N@s65-4- 5 0m4B0;->-Z@ @1270 YW. -D4=2A@�\ � � � � � �GE � ^ Y K5<B09U
SZK52A@[�
� ��� F : Rm → Rm 2A@34�27-L2 .f:L: I80k6 . 4B0;->-�<>K5P42ZI90MS5<>2/_ . 2�BH->09-Z@?IM-¥6 . IM25BH2�-D47I90 : @>69870m4 ��0M2�-7-Z2����
� &?yt�F�A{}yt��{

x ∈ Rm,
���3�)�6���}{}���F~��3yt���}��~W� +t�

Ux

���
x
�){7��~F���)yt~F�}{��|~3{��

Kx

{}�d���?���F�
∀u, v ∈ Ux, ||F (u)−

F (v)|| ≤ Kx||u − v||.



¨���^ �������
	���������������
���������������
��	������ 	�!#"$�&%����&'(���� 	)"+*��,�����

� �j� � I . @1270;4=2 (Un)
2A@34z27-L2 @1270;4=2 5 + . 6N6F<>-40k@=@=25BH26-G49@ 5 2 B . <q4B09-LP . IM2N@N_F6f+ 2N@q4dU �WU 5 0M<=2Ei�2U+ 0;ID2Fo?0k@34>227-Z2=SZIm4>< . 410M-4- {Fn}

4=2NI;IM2ci�2L2
(Un)

2N@q4 . 5 .f: 4=K52]� {Fn}
254

E(Un+1|Fn) = 0 ;
� �j� � � I . @1270;4=2 (γn)

2N@q4�27-L2c@1270;4=2 5 K54=25<>B:09-;0M@q4=2 5 2]<>K52NIM@ : -G@10m4B0mg @�4=25IMIM2ci>2Z2
limn→∞γn = 0

254
∑

n

γn = ∞ ;

� �GE � X0
2N@q4 F0

U BH2N@12L< . .LIM2/_ 5 2]@=-/<=4=2]i�2L2 (Xn)
2N@q4 . 5 ./: 4=K]� {Fn}.

��� £AJ��J¡ £���V� �� �  ¢W�O£¥¤�HO£ � �R¡ �R��£D�s¤N�N�L� HO�1¢WH[�j¤N�1�A� �	��� � � �����, VX->2Z@~<>2 Y 2�-L->-Z@~@12L<OI;2BH- 5 S5IM2 5 + . 5 - : 4B0;->- 5 2�4=2A6987-L-GI;-GP40M2 5 KA6F<B0m4 5 . -Z@7I . @q2A6`4B0;->- © T _LT1�,-p< ./:L: 25IMI;2�i�2U+ �C698 . i>2Z209-R@34 . -D4 5 2N@=08- 5 0 Y 0 5 2Z@�->-D4��698L->0M@10;<�2�-D4><=2 5 2�2Lo 4=2A6987-L-/IM-/P>0;2A@ 65-4-Z6�2L<><=26-G4>2N@NT � Ib+ 08-Z@q4 . -G4
n + 1,

I . 4=2N698;-L-/IM-/P>0;2
1
2N@q4 . 5 - : 4=K52]@10
U1(δn+1, Xn) > U2(1 − δn+1, 1 − Xn),

-��
0 ≤ δn+1 ≤ 1

2A@34L27-L2 YW. <10 . .LIM2 . IMK . 4=->0;<>2{i>2;0 <>2 : <>KN@=2�-D4=2{I .�: <>KFghKN<=26-Z6F2 .: <10M-/<B0 5 2Ij+ . PG2�-D4 : -42Z< I . 4>2N6987-L-GI;-GP40M2
1, Xn

\ <=2A@ : 2N6F410 Y 25BH26-G4
1 − Xn)

2N@q4�I .�:/. <=4 5 2CB . <9698LK 5 2I . 4>2N6987-L-GI;-GP40M2
1
\h<>2N@ : T�_/^H�lIb+ 09-Z@q4 . -D4

n
2F4

U1 \h<>2N@ : T
U2 ^H2N@q4 27-L2gh->-Z6`4B0;->- 5 + 2L410MI90;4=K6F<>-40k@=@ . -D4>2{2�- 698 . 632;-L2 5 2@q2A@ YW. <10 . .LIM2N@NT[*~2N@ YW. <B0 . .LI;2A@ (δn)

@q->-D4C@12 :L: -G@=K52N@+0jT 0bT 5 T�@¥->0m4
p : [0, 1] → [0, 1]

2F4
F : [0, 1] → R

IM2N@ ./:L: I80M6 . 4B0;->-Z@ 5 K3S/-70;2A@ :;. <
p(x) = P(U1(δn, x) > U2(1 − δn, 1 − x))

\ © T � ^
2F4

F (x) = −x + p(x).
\ © T � ^

�,-C@12 :L: -G@=2
p
\ 5 -4-Z6 F

^JI80 : @=69870;4 �60;26-7-L2GT>@¥-40;4
(Un)

I . @d2;0m4>2 5 2 YW. <B0 . .LI;2A@ . IMK . 4=-40M<>2N@ 5 K3S/-70;2:;. <
Un+1 = (n + 1)(Xn+1 − Xn − F (Xn)).

� IM-/<9@
(Xn)

Y KN<109SZ2{\ © T © ^ .WY 2N6
γn = 1/n

2F4
E(Un+1|Fn) = 0

6 . <
(n + 1)E(Xn+1|Fn) − nXn = p(Xn).

��� £AJ��J¡ £���V� �� � T £��J�L� H[� ����HO£D  � �O¢a�L¤ �
 ��-C. . - 5 0;4 � 5 2�2Lo�.L< . @J2A@34e27-L2�B . 698709-Z2��@=-42R@ i�270Jgh->-Z6`4B0;->-7-L2 . 08-Z@d0bTn��-�03-42L262L<]698L-40k@10m4=27- .Z< . @
A
->2

B.
*U2H.L< . @

A
\h<>2N@ : T

B
^



�����?�v���
*<!#�	�����'N����%�� �����
\!���	)'(��� 	�!#" ����!\�����,��� 	������ ¨��1¨
2N@q4�r3P . P>- . -D4)s .WY 2A6 : <=-G. . .70MI80m4>K

θA
\h<>2N@ : T

θB
^`T *U2N@ :;. < . BHSF4><=2A@

θA
254

θB
@q->-D4�09-Z65-4-7-A2Z@

5 2�03->2L2�2Z< 5 ->-D4�Ib+ -G.1032N6F410;g 2N@q4 5 2 5 K54=2N<=B:08-L25<�IM2�.L< . @ 5 -4-D4�I .�: <>-/. . .70MI90;4=K 5 2�P . P>-L25<X2A@34I . : I92R@�PG< . - 5 2/T �E-40k630$27- r . IMP/-G<10;4=8ZBC2 5 + ./:L: <>2�-D410k@=@ . PG2ts : <>- : -G@=K :;. <pV . <=26- 5 < . \ Y -40M<��2 �Z- � ¨�� _Ur?8 .f: 0;4=<>2:_ � ^FT � Ib+ 08-Z@q4 . -G4
n,
I;2C.L< . @

A
2A@34]698L->0M@10 .WY 2N6 : <=-G. . .70MI80m4>K

Xn
254

B.WY 2A6 : <>-/. . .70MI90;4=K
(1−Xn).

@¥-40;4
Cn ∈ {A, B} \h<>2N@ : T Gn

^7I;2�.L< . @!698L->0M@10E\h<>2N@ : T1P . P4- . -G4`^�CIj+ 09-R@34 . -D4
n,
. IM-/<9@

Xn+1 = Xn + γn+1[(1 − Xn)1{Cn=A,Gn=A} − Xn1{Cn=B,Gn=B}].

� 214><=2NBH2�-D4 5 0;4N_O-4- . 2LPGBH2�-D4=2{IMK5PGS5<>25BH2�-D4]I .: <=-G. . .70MI80m4>K 5 2]03-42Z25< A
�Ib+ 09-Z@q4 . -D4

n + 1\h<>2N@ : T
B
^ @d0J��Ib+ 08-Z@q4 . -G4

n, A
\h<>2N@ : T

B
^s2N@q4�698L->0M@10~254�2A@34�P . P4- . -G4ATK@¥->0m4 Fn

I . SZI;4=< . 4B0;->-2�-LPG2�- 5 <=KN2 :;. <�I;2A@ YW. <B0 . .LI;2A@ (C1, G1), . . . , (Cn, Gn).
� I;-G<>@

E(Xn+1 − Xn|Fn) = γn+1[(1 − Xn)θAXn − XnθB(1 − Xn)].

r?2N6�0nBC->-D4=<>2�i�2L2
(Xn)

2A@34s@=-/I8214B0;->- 5 2�\ © T © ^ .WY 2A6
F (x) = x(1 − x)(θA − θB)

\ © T � ^
2F4

(Un)
27-L2c@1270;4=2 5 + . 6N6F<>-40k@=@=25BH2�-D49@ 5 2]B . <q4B09-LP . IM2N@NT

��� £AJ��J¡ £���V� V� ��� �R¤A� �	£p£D�C�L¡ �	�Z¢a� �N¦ J £ HO£���� � �J� �O¤���� �	�~¢a� �, ��-L2 5 -D@q2 x 5 + 2;-: <>- 5 270m4�698;0;B:0ki>2Z2 . 5 B:08-70M@q4=<>K��&27- @12a032F4 : <=- 5 2;0m4+2;- 2��	254 . IMK . 4=->0;<>2 Z(x) 5 + 2N@ : KN< . -Z6F2
E(Z(x)) = f(x).

�,-�g . 0;4XIb+ 8¥e : -/4=8LSA@q2]i�2L2�I . gh->-Z6`4B0;->-
f
2N@q4X6F->-G4B09-A2L2]@q4=<B0M6F4=2NBC26-D4�65<=->0M@dU@ . -D4=2/Tn�,-I-L2H6F->-7- .W[ 4 :;. @

f
B . 0k@s->- 698L2N<>698L2�� 5 254=25<>B:09-Z25<�I . 5 -G@=2 x∗ i>2;0 : <>- 5 270;4$2;-2 � 2F4XBH-ae/26-

f(x∗) = a.
* .H: <>-¥65K 5 2Z<=2 5 2 ��-G.L.708-Z@�2F4�� -4-L<>-H2N@q4XI . @1270 YW. -G4>2:�Z�H698 . i�2L209-R@34 . -D4[->- . 5 B�08-70k@34><=2�27-L2 5 -D@q2 Xn

��27-�-L->2 Y 2 . 2�@12a032F4A_W-4-�BH2A@d2L<>2 Ib+ 2 � 2F4 : <>- 5 270m4 Zn+1,: 270k@!-4-pBH- 5 0TSZ2]I . 5 -D@q2�@q2NI;->-�Ib+ . IMP/-/<B0;4=8LBH2
Xn+1 = Xn + γn+1(a − Zn+1).

@A0nIM2N@X@12a032F49@�@q->-D4#08- 5 K : 26- 5 . -G49@5_ZI .CYW. <B0 . .LIM2
Un+1 = Zn+1 − f(Xn)

2N@q4
27- . 6565<=->0M@>@=25BH2�-D4 5 2sB . <q4B09-LP . IM2N@ 2F4?Ib+ . IMP/-/<B0;4=8LBH2s@=2X<>K5KN65<10;4?@=-42Z@ I . gh-/<>BH2�\ © T © ^ .WY 2A6
F (x) = a − f(x).



¨�� _ �������
	���������������
���������������
��	������ 	�!#"$�&%����&'(���� 	)"+*��,�����

T �uJ �D�N¦O��HO£�HO£�¡�� � ���

��-L27BHKF4=8Z- 5 2?2 V 6 . 652 : ->2L<OKF412 5 0;2N<JIj+ . IMP/-G<10;4=8LBH2 5 + ./:L: <>-WoA0MB . 4B0;->-�@q4=-1698 . @34B0Mi�2L2�\ © T © ^6F->-Z@d0k@q4=2X�]6F-GB :;. <>25<EIM2s6F-GB : -G<q4>25BH2�-D4 . @qe¥B : 4=-/410ki�2L2 : <>2N@>i>2Z2X@ �L< 5 2N@?@q-GI92L410M-4-Z@ 5 2�\ © T © ^
.WY 2A6 6525I8270 5 2N@s@q-GI9214B0;->-Z@ 5 2]Ib+ ��i�2 . 4B0;->- � 0 � K5<>2�-D4B0;2NI;IM2 � < 5 08- . 0M<=2 dx

dt
= F (x).*,+ .f:L: I90k6 . 410M-4-

F
K54 . -G4s@12 :L: -G@=K52]IM-16 . I;2NBC26-D4XI90 : @>69870m4 ��0M2�-7-Z2/_LIM2 #54'%A@��c�!9:��DA���3��(&��� �K���	�

��%O��+-0$P F ��Y����$��%��)D�+2 ,+-%�� +2�&+2 ,+-����� x,

dy

dt
= F (y), y(0) = x

. 5 BH254$27-Z2�2;-70Mi�2L2 ��%�� (* M+-%I� 9��OFB+29��I��� \ Y -40M< :/. <�2Fo125B : IM2 ��0M<>@>698 254+@¥B . IM2 ��_ ^
� ->2 �,0TU4=2N<=.	- � ¨/¨ � ^`T¥d,I82Z@ : <>KN6�0M@=K5BH2�-D4A_�0MI 2Fo?0k@34>2�27-v09-D4=2N< YW. I;IM2s->2 Y 2N<q4
Ix ⊂ R

65-4-D4=26- . -D47Ij+ -/<B0;P>09-Z22F4\27-L2{65-42L<>.R2
C1, η : Ix → R

m,
4=25Ik@]i�2L2

η(0) = x
254

η̇(t) = F (η(t)).
d . < . 0MI;IM2�2L<9@�@d0

ξ : J → Rm 2A@34�27-Z2 . 214><=2]@=-/I821410M-4-U_ . I;-G<>@
J ⊂ Ix

254
η = ξ

@12L<
J.*U27698 . B : 5 2 Y 2A6`4>2�2L<9@ F 2A@34 5 0;4 ��%I9 #)���! @10 Ix = R

: -42L<O4>-4214
x.
��-Z2765-4- 5 0;410M-4-�@d2 V @ . -D4=2. @>@d2Z< . -G47I . 65-/B : IMKF4B2 5 2 5 2 F

2N@q4�i�2L2
||F (x)|| ≤ a||x|| + b

: ->2L< 5 2N@�6F->-Z@q4 . -D4>2N@ a, b ≥ 0.
VX->2Z@�@d2 :Z: -D@q2N<=->-Z@�0k630Ei�2L2CI;2A@X4>< . 032N6`4>-40M<=2A@ 5 2\ © T © ^s@=-4-D4: <>2N@>i>2Z2@��L<>25BH2�-D4�.	-/<B-LKN2N@NT � 2Z@>@d0b_?@ . -R@ : 2N<q4>2 5 2 PGK�-LKN< . I90;4=KG_e-L-42R@ : -42 Y -4-Z@C4>-42a03->2L<>@@d2 :L: -D@q2N<�i>2Z2

F
2N@q4s6F-GB : I;254NT

@¥-42R@O652F4=4=278De : -f4>8LSN@=2]\ 6F-GB : I;K5412 5 2 5 2 F
^[IM2!698 . B : 5 2 Y 2A6`4>2�2L<9@ F

09- 5 270;4�27-�� %� 65-4-D4108-A2\
Ck @10 F

2A@34
Ck ^

Φ : R × R
m → R

m,

(t, x) → Φt(x),

5 K3S/-70 :;. <
dΦt(x)

dt
= F (Φt(x))

254
Φ0(x) = x.

 - 5 + . 214><=2A@ 4=2N<=BH2A@5_ t → Φt(x)
2A@34~I . @=-/I821410M-4-]B . o?0MB . IM2 5 2 : <>-/.LIMS5BH2 5 27r . 2Z698¥e . @=@=-1630MK�

F
.WY 2A6 65-4- 5 0m4B0;->-�08-70;410 . IM2 x.

* + ./:L: I80M6 . 4B0;->-
Φ
Y K5<B0TSR2�I .C: <>- : <B0;K54=K 5 2	� %� @1270 YF. -D4=2/T

∀t, s ∈ R, Φt ◦ Φs = Φt+s.

 - :;. <=410k632LI80M25<A_�Ij+ .f:L: I90k6 . 410M-4-
Φt : Rm → Rm 2N@q4 8L-/BHKN-/BH-/< : 870k@qBH2�\ 27-

Ck U
5 0 �	KN-/BH-/< : 870k@qBH2�@d0 F

2N@q4
Ck ^ 5 + 08- Y 25<9@q2 Φ−t.



�����?�v���
*<!#�	�����'N����%�� �����
\!���	)'(��� 	�!#" ����!\�����,��� 	������ ¨��fª
� ���J�[� �N�j�R� �����VU�� �5���'#B#5�C+-���� ,+-%�� ��%I�& ,+2�&(&� x : R+ → Rm ���� Z(*�5��#	���!(&DB% �8 ,4��������� 1%I+24��
���	��9?#5 8%� ,+-6!(&� � ��=�� = � = � D�( � %I Φ ��+5#�%I(*4  1%I(* T > 0

limt→∞ sup
0≤s≤T

||Φs(x(t)) − x(t + s)|| = 0.

r?2N6�0U@d0MP4-709SZ2ci�2L2G_ : ->2L<
t
. @>@q2 � PG< . - 5 _L@12L<�Ij+ 08-G4>25< YW. IMI;2 [0, T ]

I . 4=< . 032A6`4>-40M<=2
s → x(t + s)2N@q4 : <>-¥698Z2 5 2XI . @q-GI92L410M-4- 5 2 : <>-/.LIMS5BH2 5 2�r . 2Z698¥e . @=@=-1630MKX� F

.WY 2N67I . 6F->- 5 0;410M-4-:08-70m4B0 . I;2
x(t).

*U2 4=8LKN-/<>S5BH2�i�270n@1270;4!BH->-G4><=2�i�2L2�I;2A@7@=-/I8214B0;->-Z@ . IMK . 4>-40M<=2A@ 5 2H\ © T © ^ 5 K3S;-;0M@>@q26-D4�- . 412?U<=2NI;IM25BH26-G4 5 2A@!dJT ��T � T 5 2 �Z-f4�08- 5 270;4 :;. < F.


 ¦O�D�R¢WZAJ £������(� W)%I+2 (Xn) ��%��C(* ,+-%�� DA����� = � � �� x I;2 : <>-16F2A@=@12Z@�09-D4>25< : -GI;K DB0	�G�&+5#&��4
∀s ∈ [0, γn+1[, x(τn + s) = Xn + s

Xn+1 − Xn

γn+1

%��

τ0 = 0 �! τn =

n∑

i=1

γi.


 � 4��'#B#����2����6�(&�
� ��� F ���� (*�������I9 # DA� Y����� 1��(*4�����%>��������9:�!�	 Q�C+ #5�!��� +2 ���+-�!� �� $��%�9?#5���� " (Un) (*�)�K��(*+2 1�

DJ/ �A���!4'%�+������!9:�!�	 -� DB��9:��4� ,+2��H������!� " �� (γn) (*�)� ��(*+2 8�$#�%���+2 M+2Y�� DA0� 1��4�9$+2�	+��� 1�S 1���2���
6�(&� γn → 0 �! τn → ∞.


 ����(>#A#&%����$DB� #)�C( �Q6!(&�
� �j� � (Xn) �!�� #54'����6�(&� ��*4���9����& Z@'%I4��50����
� �j� � �.(*�5�$DA�!� DB�!(AFK��%��)D�+2 ,+-%���� ��(*+2Y����	 1�!�Q���� GY�0�4�+ �L0��

� � �
sup

n
E(||Un||2) < ∞ �! ∑ γ2

n < ∞
%�(

� � � +2� �'FB+��� 8� Γ > 0  8�!�J6�(&��#�%I(*4  1%I(* θ ∈ R
m

E(exp(〈θ, Un+1〉|Fn)) ≤ exp

(
Γ

2
||θ||2

)
�! ∑

n

e−c/γn < ∞.

� ��%�4�� x �!�� J#54'����6�(&� ��*4���9����& G(*�5� � =�� = � = DI( � %I Φ +2�5DI(*+2 E#&��4 F.



¨��W� �������
	���������������
���������������
��	������ 	�!#"$�&%����&'(���� 	)"+*��,�����

�����	��
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��
� *0&B1()C,�7�"#5B)+*!5	 /� �����! #"#$%�'&("#)+* �e"#*C3�-21(5B-��S,�- n→τn, *�)�&(G�- m : R+→N -2&F,�GAd�*!"#-P�!�'1

m(t) = sup{k ≥ 0 : t ≥ τk}.

��)�"4-2*C&E #-�5	��1()0$2-�5B5B7!5E�Y&(-�:=��5.$�)+*0&("#*C7�V U, X, γ : R+→R
m ,�G2d!*!"#5	����1

U(τn + s) = Un+1, X(τn + s) = Xn+1, γ(τn + s) = γn+1

�I)+7�1 n ∈ N, 0 ≤ s < γn+1. f�3+-�$S$�-25.*!)�&K��&("#)+*!5. /� �� #[�)�1("9& $!:=-=�;�0M ���@�I-�7�& <2&B1(-S1(G�G�$A1("#&	5B)�7!5
 4� � )'1(:=-

x(t) − x(0) =

Z t

0

[F (X(s)) + U (s)]ds. �;�0M ���
� )�7!5J�' 4 #)�*!5R��1()�7!3�-21P 4-U& $!G�)'1(N�:=-=�0M ��M �`-�*i,�-�7�DTG2&K���I-25�M����`��1(-�:="#N21(-jG2&K�'�I-+Vg,�-j*��'&(7�1(-
��1()�X���X�"# 4"#5?&(-+VC$2)+*!5B"#5?&(-21K�R�J:=)+*0&B1(-21>L07!-. /� $����I)�& $!N25B- (iii) ,�7j& $�G�)�1(N�:=-	-�*0&B1K� ��*�-ELC7�-	�I)+7�1
&()+7�& T > 0,

limt→∞∆(t, T) = 0 p.s. �;�CM#���+�
�%3�-�$

∆(t, T ) = sup
0≤h≤T

||
Z t+h

t

U (s)ds||.

���	5B-�$�)�*�,�-@G2&K���I-+V���7�1(-�:=-2*C&�,�GA&(-21(:="#*!"#5?&(-+V�$�)�*!5B"#5?&(-21K�S�E��1()�7!3�-21HL07!-+V�5B)�7!5H #-�5 $����I)�& $�N�5B-�5
(i) -2& (ii) ,�7�& $�G�)�1(N�:=-�V0 4�R$2)+*�,�"9&("4)�*i�;�0M#�������/��"9&	,�- x 7�*!- � M �SM fRM�,�7���)'& φ "#*�,�7�"9& ����1 F.
	�
B�A���� ~ �U��� �A|;w ��� ��� 1(-�:Z�'1KL07�)+*!5 &()�7�&E,� �'XI)�1K,^L07�-P 4��$�)+*!,�"9&("#)+* �;�0M4�����.-�5?&EG%L07!"#3��� #-�*0&(-
�j 4�j$�)�*�,�"9&("#)+*�5B7!"#3+�'*0&(-

limn→∞ sup

(
||

k−1X

i=n

γi+1Ui+1|| : k = n + 1, . . . , m(τn + T)

)
= 0 p.s. �;�CM#�+�%�

��)�7!5S /� $����I)�& $!N25B- (iii) (a),  4�Z:Z��1B&("#*![��' #- Mn =
P

i γiUi $�)+*C3�-A1([+-R��M 5�M����1P�'�!�� 4"#$%��&("#)+*
,�7W& $!G�)'1(N�:=-���M �CM �CM���Y$�)+*!,�"9&("#)+* �;�0M4����� -�5?&F,�)�*!$J$� 4�'"#1(-2:=-�*0&	5(�'&("#5 �/�'"#&(-�M
� )�7!5J���'5B5B)+*�5J:Z��"#*0&(-�*��'*C&J�` 4����1(-27!3�-Y,�-^�;�0M#�+���P5B)�7!5J /� $ ���I)'& $!N�5B- (iii) (b). ��)+"9&%V��I)+7�1
θ ∈ R

m,

Zn(θ) = exp

"
nX

i=1

〈θ, γiUi〉 − Γ

2

nX

i=1

γ2
i ||θ||2

#
, n ≥ 1.

OP-U c�=��1(-�:="#N21(-Y�!�'1B&("#-Y,�-U h� $����I)�& $�N�5B- (iii), (b) )�*_,�G%,�7!"9&PL07�-Y 4�=5B7!"9&(- {Zn(θ)} -�5?&P7�*!-
5B7�1(:Z��1B&("4*�[��' 4-�M>OS)+*!$�V>�!�'1Z�'�!�� 4"#$%��&("#)+*�,�-� /� "4*�G�[��' #"#&(G :Z��D�"4:Z�' #- (i) ,�7\& $�G�)�1(N�:=- ��M �CM#�
�/3�)+"91E 4�j5B-�$2&("#)�* ��M � �e�I)+7�1	-�*�5(�%3�)�"#1F�! #7�5 �P,�7�$&$�����"9&B1(- �0�AV��I)+7�1.&()�7�& β > 0

P

 
sup

n<k≤m(τn+T )

〈θ,

k−1X

i=n

γi+1Ui+1〉 ≥ β

!
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≤ P

0
@ sup

n<k≤m(τn+T )

Zk(θ) ≥ Zn(θ) exp

0
@β − Γ

2
||θ||2

m(τn+T )−1X

i=n

γ2
i+1

1
A
1
A

≤ exp

0
@Γ

2
||θ||2

m(τn+T )−1X

i=n

γ2
i+1 − β

1
A .

��)�"4-2*C& e1, . . . , em  #-�5SG� #G�:=-2*C&(5E,�-J c��X!��5B-R$%�'*!)+*�"4LC7�-U,�- R
m, α > 0, e ∈ {e1, . . . , em} ∪

{−e1, . . . ,−em},
R =

α

Γ
Pm(τn+T )−1

i=n γ2
i+1

,

β = Rα -A& θ = Re. fE #)�1(5

P

 
sup

n<k≤m(τn+T )

〈e,
k−1X

i=n

γi+1Ui+1〉 ≥ α

!
= P

 
sup

n<k≤m(τn+T )

〈θ,

k−1X

i=n

γi+1Ui+1〉 ≥ β

!

≤ exp

 
−α2

2Γ
Pm(τn+T )−1

i=n γ2
i+1

!
.

Q -�$�"�:=)+*0&B1(-PL07�� �' 4)'1(5
P(∆(t, T ) ≥ α) ≤ C exp(

−α2

C′
R t+T

t
γ(s)ds

) ≤ C exp(
−α2

C′Tγ(t)
)

�I)+7�1S,�-�5.$�)�*!5?&K��*0&(-�5 C, C′ > 0 ,�G��I-�*!,!�'*C&(-25	,�- m �/ 4��,�"#:=-�*!5B"#)+*�,�- R
m �@-2&F,�- Γ.

Oj� )��
X

k≥0

P(∆(kT, T ) ≥ α) < ∞

,g� ����1(N�5	 4�j5B-�$�)�*�,�-J�!�'1B&("#-R,�-J /� $����I)�& $!N25B- (iii) (b), -2&
limk→∞∆(kT, T) = 0 p.s.

����1S�'�!�� 4"#$%��&("#)+* ,�7� #-�:=:=-P,�- �@)�1(-2 #8 Q �'*C&(-2 4 #"/M � ��1S�'"# 4 #-�7�1(5�VI�I)+7�1 kT ≤ t < (k + 1)T,

∆(t, T ) ≤ 2∆(kT, T ) + ∆((k + 1)T, T ).

Oj� )��
limt→∞∆(t, T) = 0 p.s.

	�
B�A���� ~ �U��� �A|;w ������� 1(G�G�$A1("43+)+*!5R�;�0M �+� 5B)+7!5	 4� � )'1(:=-
x(t + s) − x(t) =

Z s

0

F (x(t + u))du + At(s) + Bt(s) �;�CM#�����
)��

At(s) =

Z t+s

t

[F (X(u)) − F (x(u))]du,
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-2&
Bt(s) =

Z t+s

t

U(u)du.

��)�"#& L  c�Z$�)�*!5?&K��*0&(-j,�-Y��"#�!5B$&$!"9& � ,�- F 5B7�1S7!* 3�)�"#5B"4*!��[�-�$�)+:=�!��$2&P,�-�5E&B1K� � -�$2&()�"#1(-25 t →
x(t), X(t). fE 4)'1(5�V�,� ����1(N25U�;�0M#���+�AV

||x(t + s) − Φs(x(t))|| ≤ L

Z s

0

||x(t + u) − Φu(x(t))||du + ||At(s)|| + ||Bt(s)||.

� �'1E /� "4*�G�[��' #"#&(GY,�- �F1()+*��.�' 4 /VI)�*�-�*^,�G%,�7!"9&EL07!-

sup
0≤s≤T

||x(t + s) − Φs(x(t))|| ≤ eLT

„
sup

0≤s≤T
(||At(s)|| + ||Bt(s)||)

«
. �;�0M#�����

� �'1F��"# # #-�7�1(5�V
sup

0≤s≤T
||Bt(s)|| ≤ ∆(t − 1, T + 1), �;�0M4� �0�

-2&
sup

0≤s≤T
||At(s)|| ≤ LT sup

t≤u≤t+T
||x(u) − X(u)||. �;�CM#�����

Oj� ����1(N�5R�;�CM ���AV

||x(u) − X(u)|| = ||
Z u

τm(u)

F (X(s)) + U(s)ds|| ≤ Kγ(u) + ||
Z u

τm(u)

U(s)ds||

)�� K ,�G�5B"#[+*!-J7�*�:Z���?)'1K��*0&F,�- ||F (X(s))||. Q )�:=:=-P�I)+7�1 t �'5B5B- � [�1K��*!,gV γ(u) < 1,

||
Z u

τm(u)

U(s)ds|| ≤ ||
Z τm(u)

t−1

U(s)ds|| + ||
Z u

t−1

U(s)ds|| ≤ 2∆(t − 1, T + 1).

fF"#*!5B"
sup

t≤u≤t+T
||X(u) − X(u)|| ≤ 2∆(t − 1, T + 1) + sup

t≤u≤t+T
Kγ(u),

-2&F,�)�*!$+V�,g� �'��1(N�5R�;�CM#�%�+�AV
sup

0≤s≤T
||At(s)|| ≤ LT (2∆(t − 1, T + 1) + sup

t≤s≤t+T
γ(s)K). �;�CM#� � �

��-�5E"#*!G�[+�� #"9&(G�5j�;�0M#� �0�AVH�;�CM#� � �	$�)�:jX�"4*�G�-�5E�%3�-�$J /� "#*!G�[+�� #"9&(G�,�-��F1()�*��.�� # �;�0M#�����.-2&F /� GA&K���I-=�
�I-21(:=-2&B&(-�*0&	,�-P$�)�*!$� #7�1(-�M

��� £D¢a�/�j�/£ ��V�  � �C)+"9& (Un) 7�*!-P5B7�"9&(-R,g� ��$�$A1()+"#5B5B-�:=-�*0&(5F,�-J:Z�'1B&("#*�[��� #-J7�*!" � )'1(:=G�:=-�*0&.XI)�1(*�G�-
� } � � � supn ||Un|| ≤ C).

' )�*C&B1(-A1SL07g� �' #)�1(5	 4��$�)+*!,�"9&("#)+* (iii) (b) ,�7W& $�G�)�1(N�:=-J�CM ��M �j-�5?&E3�G21("9d!G�-+M# *W�I)+7�1B1K�jG2&(7�,�"#-21E c��� )+*�$2&("#)+* θ → ln(E(exp(〈θ, Un+1〉|Fn)).
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VX-42R@ . IMI;->-Z@OKF4 . .LI80;<�0k630Zi�2L2NIMi�2L2A@ : <=- : <10MKF4>KN@ 5 2A@JdOT ��T � T � 2 Y 2 5 2C4=8LKN-/<>S5BH2 © T ª T © _a6F2N@: <>- : <B0;K54=KA@s@=2�4>< . 5 270k@q26-G4�2�- 5 2N@ : <>- : <B0MKF4=KA@ : <>2N@>i�2L2H@ �L<>2N@ 5 2A@ @=-/I821410M-4-R@ 5 2\ © T © ^`T dJ-42L<27-L2 . - . IMe¥@=2 : I82Z@ .f:L: <=-/gh-4- 5 0M2/_1->- : -42Z<=< . 65-4-Z@12LI;4=2N< � ª��
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x
2;-L2�dOT ��T � T 5 2 �R-f4 Φ. � / ��������9�@����$�C+29�+2 1� 5 2 � 2A@34XIb+ 26-Z@=25B�.ZI;2

L(x) =
⋂

t≥0

{x(s) : s ≥ t}.

O Ie-U+ 2N@q4 :;. @ 5 0 V 630MIM2 5 2 Y K5<B09SZ25<ci�2U+ 27- : ->09-D4 p
2N@q4cK5IMK5BH26-G4 5 2 L(x)

@10,2F4�@=2�2ZI;2NBC26-D4�@d0
0;I 2Fo?0M@q4=2Q2;-L2�@1270m4>2�6F<>-40k@>@ . -G4>2

tn → ∞ 4>25IMI;2�i�2L2
p = limn→∞x(tn).

*,+ 2�-Z@=25B�.LIM2
L(x)6 . < . 6`4=KN<10k@=2 5 ->-Z6�I;2c65-/B : -G<q4>25BH2�-D4 . @=e¥B : 4=-/410ki>2Z2 5 2 x.

T £AJ J £ ������� W %�+2 x (*�)� ��=�� = � = @�%�4��)0�� � 0jT 2/T supt≥0 ||x(t)|| < ∞ � D�( � %I Φ.
� ��%I4��

� / �������!9:@���� L = L(x) ���� L�5%��SYO+-DB� " �'%I9 #&�A�� " ��%��&�)��F �$�! L+2�&Y���4�+-���	 #��I4 Φ, �	/ ���� � P � DI+24��

Φt(L) = L, ∀t ∈ R.

�����	��
������������
��
��� -�*�5B-�:jX� 4- L -�5?&j*�)+*�3C"4,�-=-2&Y$�)�:=����$A&Y$��'1 x -�5?&YXI)�1(*�G�-+M � )�7�1U:=)+*0&B1(-21U 4� $�)+*�*!-2D�"9&(G
5B7!���I)+5B)+*�5�Vg��7_$�)+*0&B1K�'"#1(-�VgLC7g� "4 b-AD�"#5?&(-j,�-�7�D^)+7�3�-21B&(5S,�"#5 �?)�"4*0&(5 U -2& V &(-� #5JL07�- L ⊂ U ∩
V, L∩U 6= ∅ -2& L∩U 6= ∅. ���.$�)�7�1(XI- t → x(t) 1(-�*�$�)+*0&B1(->�� #)�1(5H"#*�d�*!"#:=-�*0&g5B)+7�3�-�*0&�$%$!��$�7�*
,�-�5�-�*!5B-�:YX! #-�5 U -2& V -2&b,�)+*�$@�'7!5B5B"C /� -�*!5B-�:YX! #- (U∪V )c ����1b$�)�*C&("#*C7!"9&(G+M Q )+:=:=- (U∪V )c

-�5?& � -21(:=G�V L 1(-�*!$2)+*0&B1(- (U ∪ V )c.
Q -RLC7�"-�5?&E-�*^$�)�*C&B1K��,�"#$2&("#)+*^��3+-�$P*!)'&B1(- $����I)'& $!N�5B-�M

��)�"#& p = limn→∞x(tn) 7!*`G� #G�:=-�*0&	,�- L -2& T ≥ 0. fF #)�1(5
ΦT (p) = limn→∞ΦT(x(tn)) = limn→∞(x(tn + T))

����1F$2)+*0&("#*�7�"9&(GJ,�- ΦT -A&F��1()+��1("4GA&(GR,�- P.T.A. OS)+*!$ ΦT (p) ∈ L.

��)+7 �?)�7�1(5E���'1	��1()+��1("4GA&(GR,�- P.T.A.

limn→∞||ΦT(x(tn − T)) − x(tn)|| = 0.

Oj� )�� p = ΦT (q) �%3�-�$ q = limn→∞(x(tn − T)) ∈ L. OP)�*!$ Φ−T (p) ∈ L.

��� £AJ��J¡ £���V� �� �  ¢W�O£¥¤(HO£ �s�	¡��	� £D� ¤5�A�L� H[�1¢WHO� ¤A�1�N�j�R� � � �j� � � �, @A2 :Z: -D@q->-Z@ci�2L2{I .gh-4-Z6F410M-4-
p
\ KNi�2 . 410M-4-(\ © T � ^=^ . 0;4=2;-�27-;0Mi�2L2 : -408-G4\SZo¥2

x∗.
� I;-G<>@�IM2\r : -/<=4=< . 0;4 5 2 : 8 . @=2ts

5 2 �Z-f4 Φ
2N@q4 5 -4-7-ZK :;. <!IM2c@=698LKNB . @1270 YW. -D4
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0  1x*

� � �	 ~¢a£ ���� � %�4� ,4��I+2 �DB� # �����!��DB� � / �3 
 ������%>�!+-0���P ��� =�� � ��Y���� F−1(0) = {x∗}.

*U2]@109-LPGI;254=->- {x∗} 2A@34XIM2c@=2�2LIn26-Z@q2NB�.LIM2]6F-GB :/. 6`4X65-4-7-L25o12�254�09- YW. <B0 . -D4 :;. < Φ, 5 + -��Ib+ ->-
5 K 5 270m4A_ :;. < .f:L: I80k6 . 4B0;->- 5 2p4>8LK5-G<=SNBC2 © T ª T © 2F4 5 2IM25BHBH2 © T ª T � i�2L2 Xn → x∗ : T @NT
��� £D¢a�/�j�/£ ��V� ����	� �� �!m!p�
 � l l" "%s # * 5B7!���I)+5B- �/�I)+7�1 5B"#:=�! #"9d�-21A�]L07!-� 4� � )+*�$2&("#)+* f ,�-
 /� -2D�-�:=�! #->�CM �CM �E-�5?&H #"#�!5B$&$!"9& � "#-�*�*!-+V2&(-�*�,P3�-A1(5� /� "4*�d�*�"�-�*R /� "#*�d�*!"!� } � � � lim|x|→∞|f(x)| = ∞ �AV%-A&bL07!-
 #-�5E3+��1("4��X! #-�5 Un+1 = Zn+1 − f(Xn) 5B)+*0&S7�*!" � )'1(:=G�:=-�*0&	XI)�1(*�G�-�5U� } � � � supn |Un| ≤ M < ∞ �AM' )�*C&B1(-A1PL07�� �' 4)'1(5P 4�=5B7!"9&(- (Xn) -�5?&SXI)�1(*!G2-Y-2&F-�*T,�G%,�7�"#1(-UL07!- Xn → x∗ ��3+-�$ f(x∗) = a �I)�7�1
7�*`$&$!)�"#D`$�)�*�3+-�*��'X! #-J,�-25 γn.

*U2 I;2NBCBH2 © T ª T � _G.70M2�-i>2Z2s4><=SA@
214B0;IM2 5 . -R@ IM2N@ 5 2621o�2Fo125B : IM2N@ : <>KN65K 5 26-D4>@N_>-U+ 2N@q4 : I92R@7@121g USR@ . -D4 : ->2L< . - . I;e1@=25<JIM2X6F-/B : -/<=4=2NBC26-D4 . @=eDB : 4>-f4B0Mi�2L2 5 2�I . @d270;4=2 (Xn) 5 2H. . - 5 0m4 � 5 2621o.L< . @NT  -2 � 2F4N_ 5 . -R@X6F254X2Fo125B : IM2/_LIM2c698 . B : 5 2 Y 2N6F4=2�2Z<>@]\ © T � ^ . 5 BC254 5 2�2Lo�KNi�270MI80;.L<>2N@ 02F4
1
\ @=-42R@!Ij+ 8¥e : -f4>8LSN@=2

θA 6= θB
^`T

0  1

� � �	 ~¢a£ ��V� � %�4� ,4��I+2 DB��# �����!��DB� � / �3 
 ������%>�!+-0���P ��� =��� ��Y���� θA > θB .

*U2A@c2�-R@q2NB�.LIM2N@�6F-/B :;. 6`49@�65-4-7-L25o12N@c254L08- YF. <10 . -D49@c@q->-D4 5 ->-Z6{IM2N@C@d08-LP/IM2F4>-4-Z@ {0}, {1} 254Ij+ 08-G4>25< YW. IMI;2
[0, 1].

*U2�<>KN@12LI;4 . 4 5 2]I . @q2A6`4B0;->-p@1270 YF. -D4=2 : 2N<=BH254q4=< . 5 + K5I80;B:08-L25< [0, 1]
6F-GBCBH22�-Z@=25B�.LIM2�I80MB�0;4=2 : -G@>@10;.LIM2 5 2 (xn).

� �	�[�/�N�j�R�O¤:H[£ T �R� � �	 O�[�AE
@¥-40;4

V : Rm → R
27-L2cgh->-Z6`4B0;->-

C1.
�,- 5 0m4]i�2L2 V

2A@34$27-L2 N!%��5�� ,+-%�� DA� � �A�'#&%�(*�)%�Y
�� M4�+-�� 1� : -42Z< F

@10n2F4s@=2�2LIM25BH26-G4s@10 : -42L<!4>-4214
x ∈ Rm,

〈∇V (x), F (x)〉 ≤ 0
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2F4

〈∇V (x), F (x)〉 = 0 ⇔ F (x) = 0.


 ¦O�D�R¢WZAJ £���������� 
 � ��(>#A#&%���� 6�(&��� / ��������9�@���� E = {x ∈ Rm : F (x) = 0} DA�!�:0�6�(*+��
�C+-@�4����7DB� F �!�� [��%��&�� M+2 ,(&07DB�[#&%�+2�	 -�:+���%���0!� " �� 6�(3/ +2�Z�'FB+��� 8�7(*�5� N!%I�5�� M+-%I� DB� � �A�'#&%�(*�)%�Y
�� M4�+-�� 1��#&%�(*4 F.

� ��%I4�� " #�%I(*4  8%�(* x ��=�� = � = @�%�4��50���D�( � %I Z+2�)D�(*+2 #&��4 F, +2� �'FB+��� 1� p ∈ E
 1���

limt→∞x(t) = p.

�����	��
������������
��
� )'&()+*!5 K 7!* 3�)�"#5B"4*!��[�-_$2)+:=���'$2&_�/����1�-2D�-�:=�� #-^7!*�- XI)+7! #- � -A1(:=G�-��Z,�-  4�r&B1K� � -�$2&()�"#1(-
{x(t) : t ≥ 0} -A& V 7!*�- � )�*!$2&("#)�*T,�-J���C���I)�7!*!)�3Z5?&B1("#$2&(-J�I)+7�1 F.� )+7�1E&()�7�&	3�)�"#5B"4*!��[�- U ,�- E ∩ K, "# �-2D�"#5?&(-+V�����1�$����I)�& $�N�5B-P5B7�1 V, δ(U) > 0 &(-2 �L07!-

∀x ∈ K \ U, 〈∇V (x), F (x)〉 ≤ −δ(U).

� ' )+*0&B1()+*�5�,� �'XI)�1K,�L07!-=�I)�7�1U&()+7�& 1 > ε > 0, "# @-AD�"#5?&(- t ��5B5B- � ['1K��*�,r&(-2 L07!- ∀ b ≥
a + ε > a ≥ t

x([a, b]) ⊂ K \ U ⇒ V (x(b)) − V (x(a)) ≤ − δ(U)

2
(b − a). �;�CM#�����

����,�"#3�"#5B"#)+* -27!$� #"4,�"#-�*�*!-R,�- (b − a) �!�'1 1 ,�)�*!*�- b − a = k + r �%3�-�$ k ∈ N -A& 0 ≤ r < 1.� )+5B)�*!5 τ = 1 + r/k 5B" k ≥ 1 -2& τ = (b − a) 5B"#*!)+*gM � -�:Z��1KL07!)+*�5JL07�� �� #)'1(5 ε ≤ τ ≤ 2.� �'1@��1()+��1("#G2&(GS,�- � M �SM fUM�-2&@$2)+*0&("#*�7�"9&(GE7�*!" � )'1(:=-E,�- V 5B7�1�&()+7�&@$�)�:=���'$2&%V�"# �-2D�"#5?&(- t ��5B5B- �
[�1K�'*�,`&(-� �L07!-

V (x(a + (i + 1)τ )) − V (Φτ (x(a + iτ ))) ≤ δ(U)ε

4
≤ δ(U)τ

4

�I)+7�1 a ≥ t. �C)+"9& Ũ ⊂ U 7!*`3�)+"#5B"#*��'[+-R,�- K ∩ E &(-� �L07!-
∀x ∈ K \ Ũ , 〈∇V, F 〉 ≤ −3

4
δ(U).

Q )+:=:=- x([a, b]) ⊂ K \U, )+*Z�I-�7�&.,�-F�� 47�5>5B7��!�I)�5B-21J� &()+7 �?)�7�1(5@�!�'1.��1()+��1("4GA&(GS,�- � M �SM fUM �
L07!- Φs(x(a + iτ )) ⊂ K \ Ũ �I)�7�1	&()+7�& 0 ≤ s ≤ τ. OY� ) �^ /� )+* ,�G%,�7�"#&EL07�-

V (Φτ (x(a + iτ ))) − V (x(a + iτ )) =

Z τ

0

d

ds
V (Φs(x(a + iτ ))) ds ≤ −3

4
δ(U)τ.

�6&F,�)+*!$�V��!�'1E"#*!G�[+�� #"9&(GJ&B1("c�'*![�7! 4��"91(-+V
V (x(a + (i + 1)τ )) − V (x(a + iτ )) ≤ − δ(U)τ

2
.

��*�5B)+:=:Z��*0&.$2-2&B&(-J,�-A1(*!"#N21(-J"#*!G�[+�� #"9&(GR�I)+7�1 i = 0, . . . , k − 1, )+*`��1()+7�3�-J�'"4*�5B"@�;�0M4���+�AM
� OP- �;�0M4���+�J)+*�,�G%,�7�"9&jL07�- L(x) ∩ E 6= ∅, $��'1U5B"#*!)+*�"# �-2D�"#5?&(-21K��"9& U 3�)+"#5B"#*��'[+-`,�- E -2&



¨��>^ �������
	���������������
���������������
��	������ 	�!#"$�&%����&'(���� 	)"+*��,�����

t > 0 &(-� #5�L07!- x(s) ∈ U �I)�7�1Y&()+7�& s ≥ t.
' ��"#5Z�' 4)'1(5^�;�CM#���+�j"#:=�! #"4L07!-21K�'"#& infK V =

limt→∞V(x(t)) = −∞ $�-RL07�"g*g� -�5?&E����5.�I)�5B5B"#X! #-R���'1E$�)�:=���'$�"9&(GJ,�- K.
� �  �*!)�7!5b1(-�5?&(-.:Z��"#*0&(-�*!��*0&��P��1()�7!3�-21�L07�- L(x) ⊂ E . ��7��!�I)�5B)+*!5��'7�$�)+*0&B1K�'"#1(-EL07�� "# �-2D�"45?&(-
p0 ∈ L(x)∩ Ec.

� )�&()�*!5 p1, . . . , pn  #-�5	G� #G�:=-�*0&(5.,�- E ∩K -2& Ui(r), i = 0, . . . , n  c�UXI)+7� 4-
,�-	$�-�*0&B1(- pi -2&>,�-.1K� �0)+* r > 0. �H"9D�)+*�5 r �'5B5B- � �I-2&("9& ,�-E5B)'1B&(-ELC7�-	 4-25 Ui(r) 5B)+"#-�*0& ,�-�7�Dj�
,�-�7�D`,�"#5 �?)�"4*0&(5E-2&	�I)+5B)�*!5F�� #)�1(5 Ui = Ui(r), U =

Sn
i=0 Ui(r) -A& δ = δ(U). ��*`7�&("# #"#5(��*0&S 4�

$�)+*0&("#*C7!"9&(GJ,�7 ��)'&	-2&	 4�=,�G2d!*!"9&("#)+*�,g� 7!*�- � M �SM fRM#V�)+*�,�G%,�7!"9&EL07�� "# -2D�"45?&(- T > 0 -2& t ��5B5B- �
[�1K�'*�,`&(-� #5EL07!- ∀ b > a > t -A& i 6= j

x(a) ∈ Ui -2& x(b) ∈ Uj ⇒ (b − a) ≥ T. �;�CM#���+�
Q $!)�"45B"#5B5B)�*!5S:Z�'"#*C&(-2*���*0& r′ < r &(-� �LC7�-P5B7�1 U ′

i = Ui(r
′)

|V (x) − V (y)| ≤ Tδ

4
. �;�0M#�����

Q )+:=:=- p0 ∈ L(x) -A& L(x) 1(-�*!$2)+*0&B1(- E , )�*^�I-�7�&E,�G2d�*�"91E,�-�7�D`5B7�"9&(-�5 (tn) -2& (in) �!�'1

t0 = inf

(
s > t : x(s) ∈ U ′ =

[

i

U ′
i

)
,

i0 = i ⇔ x(t0) ∈ U ′
i ,

tn+1 = inf{s > tn : x(s) ∈ U ′ \ U ′
in
},

in+1 = i ⇔ x(tn) ∈ U ′
i .

� *0&B1()C,�7�"#5B)+*!5	 #-�5	"#*!5?&K�'*C&(5	"#*0&(-21(:=G%,�"c�'"91(-�5
αn = sup{s ∈ [tn, tn+1[: x(s) ∈ U ′

in
},

an = sup{s ∈ [tn, tn+1[: x(s) ∈ Uin},
-2&

bn = inf{s ∈ [tn, tn+1[: x(s) ∈ Uin+1}.
��*�7�&("# #"45(�'*0&Y�;�0M#���+�AV��;�CM#���+�	-A&R�;�CM#���+�AV�"# �3C"#-�*0&

V (x(tn+1)) − V (x(tn)) =

[V (x(tn+1))−V (x(bn))]+[V (x(bn))−V (x(an))]+[V (x(an))−V (x(αn))]+[V (x(αn))−V (x(tn))]

≤ −δ′(tn+1 − bn)

2
− δT

2
− δ′(an − αn)

2
+

δT

4
≤ −δT

4
.

Oj� )�� limn→∞V(x(tn)) = −∞.
Q -RL07!"$�)�*0&B1(-%,�"9&E 4�j$�)+:=�!��$�"9&(GR,�- K.

��� £AJ��J¡ £���V� ���� ��� �L� H[� � ��H[£¥  � �O¢W�Z¤ � � � � � �, @¥->0m4
V (x) = −

∫ x

0 F (u)du
-��

F2N@q4�IM2�698 . B : 5 2 Y 2N6F4=262L<>@ 5 -4-;-LK :;. <p\ © T � ^FT � I;-G<>@ V
2A@34�27-L2�gh-4-Z6F410M-4- 5 2p*Ue .f: -427-L- Y@34><10k6`4>2 : -42L<

F
6 . < 〈∇V, F 〉 = −F 2.

@¥-42R@,Ib+ 8¥e : -/4=8LSA@q2
θA 6= θB

I;2A@ KAi�270;I80M.L<=2A@ 5 2 F
@q->-D4
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I;2A@ 5 2�2Lo : -408-G49@ 0

2F4
1.
� -4-R6{@d0

(γn)
Y K5<B09SZ2HI . 6F->- 5 0;410M-4- (iii) (b) 5 2 4=8LKN-/<>S5BH2 © T ª T © _

(Xn)
65-4- Y 2N<=PG2 : T @5T Y 2N<>@

0
-42

1.
r?2A630	BC->-D4=<>2 i�2L2sI .]: <>-16FK 5 2L<>2 5 + .f:L: <>2�-D4B0M@>@ . P/2X65-4- 5 2;0m4I;2�03->2L2�2Z<��p4=->2a03-42L<9@703-42Z25<cIM2�BHQ5BH2{.L< . @NTO�,- : 26214 :;. < . 0MIMI;262L<>@ : <=->2 Y 2N<�\h2�-�214B0;I80k@ . -G4Ij+ 2Fo12N<>6�0M652 © T ª T ¨�� ^Ui�2L2!IM2?BH2�0MIMI;262L< 5 2N@O.L< . @ . 27-L2 : <>-/. . .70MI90;4=K : -D@d0;410 Y 2 5 + QF4><=2!698L-40k@10D254,i>2Z2\ @=-42Z@]6525<=4 . 09-L2A@]8¥e : -/4=8LSA@q2A@c@d2Z<
(γn)

^F_~IM2�B . 2 YW. 0k@�.L< . @c�&2;-L2 : <>-/. . .70;I80;4=KQ-A2LIMI;2 5 + Q54=<>2698L-40k@10J\ Y ->0;< � ©L¨ � ^FT
��£AJ �1¢
	n O£�������� � *,+ . <>P42LBH26-G4�21410MI90k@=K�0k630 : ->2L<7BC->-D4=<>25<?i�2L2 I;2�698 . B : 5 2 Y 2N6`4>2�2L<9@ 5 2. . - 5 0m4�� 5 2�21ol.L< . @ . 5 BC254+27-L2�gh-4-Z6F410M-4- 5 2�*~e .f: -42;-L- Y @34><10k6`4>2�2N@q4 YW. I . .LIM2 : -42L<]4>-4214698 . B : 5 2 Y 2A6`4>2�2L<9@,26- 5 0MBH2�-Z@10;->- 1.  -�g . 0;4N_¥I;2A@?698 . B : @ 5 2 Y 2N6F4=2�2Z<>@
27-709U 5 0MBH2�-Z@10;->-7-L2NIM@@q->-D4?4>-42Z@ 5 2N@�698 . B : @ 5 2]P/< . 5 0M2�-D4AT
��� £AJ��J¡ £���V� ��*� � � � �O¢a£¥� �N� ¤A¤A� �R£(¤A  �?£G¢FEU�j¤N� �, ��-L2 9:�A��� +2�)�$#��I4���9:0� M4�0�� 2N@q4+27-L2gh-4-Z6F410M-4-p<=KNP42LI80MS5<>2

M : E × P → S,

x → M(x, w) = Mw(x),-��
E, S, P

@=-4-D4 5 2A@s->2 Y 2N<q49@ 5 + 2N@ :;. 652N@s2�2Z65I90 5 0M2�-Z@ .f:L: 25IMKN@s<=2A@ : 2N6F410 Y 2NBC26-D4 ���,#&�A��� DJ/ �!� �
 M4'0'�!� _ ���,#&�A����DA� �!%I4� M+-�!� 254 ���,#&�A���$DB� #&��4'��9 �! ,4��!� TR* . gh-4-Z6F410M-4- M

6 . < . 6`4>K5<B0M@=2sIb+ . <969870m4>2N63U412L<>2 5 2]I . B . 698709-Z2�254XI;2 Y 2N6`4>2�2L< w
2A@34�27-26-Z@q2NB�.LIM2 5 2 :;. < . BCS54=<>2N@7BH- 5 0TS . .LIM2N@NT

��-c25o¥2NB : I;2 B . 09-D4>2�- . -G4O6FI . @>@d0ki�2L2 5 2E4>25IMI;2?B . 698708-L2E2N@q4O6525I8270 5 2A@ 4�0!������(AF DA���5��(*4�%��)���
N!%�4�9:�!�C� = ��- <=KA@q2 . 2 5 2�-L262L<=->-L2N@�gh-/<>BH25Ik@H� d ���& ,4�0���� " k ��%�4� ,+-��� " 0 ��%�(&����� ���A����0�� _E2F4
9��I M4�+-��� �	���5�'#) M+-6�(&� θ = (θij)i=1,...,k,j=0,...,n

2N@q4�27-L2�gh-4-R6`410M-4-
Tθ : R

d → R
k,

x → (Tθ,1(x), . . . , Tθ,k(x))

5 2�I . gh-G<=BH2
Tθ,i(x) = S




n∑

j=1

θijxj − θi0




-��
S
2A@34�2;-L2�gh-4-Z6F410M-4-Qrq@10MP/BH-�� 5 . IM2ts i�270 .f:L: <>-1698L2�I . gh-4-R6`410M-4-�@10;P>-L2/T1d . <�2Fo125B : IM2

S(t) =
1 − e−t

1 + e−t
.

*,+ 09-D4>25< : <=K54 . 410M-4-urd-L262L<=->- . IM2tsp2N@q4�I . @1270 YW. -G4>2 \ Y -40M<CI . SZP>2L<=2 © T © ^7�
d
-L2�2L<>-4-Z2N@{@10m4B2LKN@@d2Z<�27-L2�65-42Z698Z2 5 + 26-D4=<>K52c@=-4-D4 6F->-7-L2A6`4=KA@X� k

-L262L<=->-L2N@s@d0;412LKA@s@12L<�27-Z2�6F-42R698L2 5 2�@=-/<=410M2/T
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*,+ 09-D4>2�-Z@10m4>K 5 2]I . 6F-4-;-L2Fo?0M-4-p2�-D4=<>2�I;2 j � -Z2�2L<>-4-L2 5 2]I . 6F->2Z698L2 5 + 2�-D4><=KN2�254sIM2 i � -L2�2L<>-4-Z2
5 2�@q-G<q4B0;2 2N@q47BH2N@12L<>K52 :;. <�27-Qr : -40 5 @7@qeA- ./: 410ki�2L2ts θij .

*U2�@d0MP4- . I 5 + 26-G4><=KN2 xj
@N+ 08-D4=25< : <>SF4>26F-GBCBH2�rqIj+ KF4 . 4 5 + . 6`4B0 YW. 4B0;->-As 5 2 j � -Z2�2L<>-4-L2 5 2cI . 6F-42R698L2 5 + 2�-D4=<>K52�2F4 Tθ,i(x)
65-/BHBH2cI .<=K : ->-Z@=2�-42{Ib+ . 6`410 Y 0m4>K 5 2 i � -L2�2Z<=->-L2 5 2s@=-/<=410M2/TD*U2s65-¥2 V 630M2�-D4 θi0,

i�2 . -D4?�]I8270b_G<>2 : <=KA@q26-G4>2I;2�r=@=2�270MI 5 + . 6F410 YF. 410M-4-As 5 2N-L262L<>-4-L2 i.
@A0[I . @=-/BHBH2 : -4- 5 KN<=KN2 5 2N@ . 6F410 Y 0;4=KA@�<>26R32Z2N@ :;. <�I;2-L2�2Z<=->-L2

i
2A@34]@12 V @ . BCBH26-G4]@12 : KN<10M2�2Z<=2\h<>2N@ : 2A6`4B0 Y 25BH2�-D4=09-1ghKN<10M2�2Z<=2W^ �

θi0
IM2:-L2�2L<>-4-Z2

i2N@q4 . 6`4B0mg + = � = Tθ,i(x) ∼ 1;
\h<>2N@ : 2N6`4B0 Y 25BH2�-D4�08- . 6F410;g + = � = Tθ,i(x) ∼ −1).@A0	I . 6F-42R698L2 5 2�@q-G<q4B0;2 5 2�<>KN@=2 . 2 : <>KN6FK 5 25BHBH2�-D4 5 KN65<10;4?2A@34�21410MI90k@=K52�6F-/BHBH2 65-42Z698Z2 5 + 2�-?U4=<>K52 5 + 27-l<=KA@q2 . 2 � k

26-G4><=KN2N@N_
0
65-42Z698Z2H6 . 698LKN2/_n254

m
@q-G<q4B0;2A@5_�-L-/4=K

Tθ̃ : Rk → Rm;
I .gh-4-Z6F410M-4-p-/.14>2�-A2L2

Tθ̃ ◦ Tθ
<>2 : <>KN@=2�-D4>2 . I;-G<>@�27-p<=KA@q2 . 2p�

d �!�	 M4'0'�!� " n ��%I4� M+-�!�Q�! 1 ��%�(&�����
���A����0��$DB� k �5��(*4�%��)��� =  -�6F-/B : -G@ . -D4 5 2�4=2NIM@!<>KN@=2 . 21o�-4-�65-4-Z@q4=<B270;4 . 09-Z@10 5 2A@�<=KA@q2 . 21o��6F->2Z698L2N@76 . 698LKN@NT¥*,+ 09-D4=KN<=Q54 5 2N@7<>KN@=2 . 2Lo{�C6F->2Z698L2A@76 . 698LKN2N@ : <>- Y 0M2�-D4 5 2�g . 0m4Xi�2U+ 0;Ik@!6F->-Z@34B0TU412L26-D4 5 2A@ ./:L: <>-Wo?0;B . 4>2�2L<9@\27-;0 Y 25<9@q2NIM@N_[6/+ 2A@341U ��U 5 0M<>2�i�2L2�4>-4214>2�gh->-Z6`4B0;->- T : R

k → R
m6F->-G4B09-A2L2G_¥2F4 5 0k@q->-Z@!�C@12 :L: -/<=4X6F-GB :/. 6`4A_ : 26214XQF4><=2$27-70;gh-/<>BHK5BH2�-D4 .f:L: <=-1698LKN2 :;. <#27-�<>K3U@q2 . 2p�{6F-42R698L2N@!6 . 698LK52A@�\ Y ->0;<���8;0m4>2 � ªZ¨ � ^FT

X

1

X

2

X

k

� � �R [¢a£ ��VU��<0�������( DA�$�)�!(*4�%I�5�!�<���I��� �'%I(&���&���'�B���&0�� =



�����?�v���
*<!#�	�����'N����%�� �����
\!���	)'(��� 	�!#" ����!\�����,��� 	������ ¨��Gª

X

1

X

2

X

k

� � �	 ~¢a£ ������?0!���'�I( DA�Q�5��(*4�%��)��� ��Y����Q(*�)�Q��%�(&���������A����0�� =

* . : <>-/.LIMS5B . 4B0Mi�2L2 5 2 � / ��#A#)4��!�	 M+�������H��<��(>#���4�Y>+��!0 2N@q4,I . @1270 YW. -G4>2/T4@¥->0m4 µ
27-L2�IM-40L@12L<

E×S,

5 -4-D4J-4-C-/.Z@=25< Y 2�27-L2�@1270;4=2#0jT 0bT 5 T 5 2!<=K . I80M@ . 4B0;->-Z@ {(X1, Y1), (X2, Y2), . . .}
6F-4-R@34B0m4B2 . -D4e27-L2
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fE�!�! #"4L07!-21P$�-�1(G�5B7! 9&K��&j�'7 :=)C,�N2 4-�,g� �+,�)+��&("#)�*�,�-j&(-2$%$�*!)+ #)�[+"#-T�/-2D�-�:=�! #-=�0M ��M#���R-2&U��7 X!��*!,�"9&U�
,�-�7�DZX�1K��5R�/-2D�-�:=�! #-P�CM ��M �+�AM



� �������	��
� �

� � &������ )�������� � � % � � $ ���'& &���� � �
 � � � % � � ��� �! #"

* .�: -D@=@10;.;0;I80m4>K 5 2C@N+ . <=<>QF4>25< -42 5 2C<>2 :/. <=410M< �v27- 4>25B : @ . IMK . 4=->0;<>2�@ . -Z@�BH- 5 0TSR25<�gh-4-?U
5 . BH26-G4 . IM25BH2�-D4,IM2N@ : <=- : <10MKF4>KN@EB . < �G- Y 0M2�-;-L2N@O-42+rqB . <=4108-LP . I90M2�-;-L2N@)s 5 2A@ @1270m4>2N@ . I;K . 4>-40M<=2A@6F->-Z@d0 5 KN<=KN2N@ 5 -4-;-L2]��I . 4=8LKN-/<B0;2 5 2A@�B . <=4108-LP . I;2A@?4=-42L4=2]@ .C: 2;0M@>@ . -Z6F2GT*U2A@L032621o 5 278 . @ . < 5 gh-42Z<1-70k@>@q26-G4 27-c4><=SA@OP/< . - 5 -Z-/B�.Z<=2 5 + 25o125B : IM2N@ 5 + .f:L: I80k6 . 4B0;->- 5 2!6F254q4=2: <>- : <B0;K54=KGT�O IR2A@347< . 0M@=-4-;- . .LIM2 5 2�r=632ZI;B:08-L25<dss@d2L<?I . 4=8LKN-/<B0;2 5 2sIb+ . <=<>QF4 - : 410MB . Ib_Gi�270 5 K3S/-70m4i�2L25IMI;2]<>S5PGI;2=214B0;I80k@q2N<s@d0~-4-�698L25<9698L2]�{@N+ . <=<>QF4>25< . 2.	-4-BH-/BH2�-D4NTR*U2c698 ./: 0m4><=2c@1270 YW. -D4 5 K3UY 2NI;- :L: 2�26- 5 K54 . 0MIZIb+ 2Fo125B : IM2 5 2A@,B . 4>8LK5B . 410ki>2Z2N@eS/- . -Z6�0;SN<=2A@5_ 5 -/B . 09-L2sP/< . - 5 214B0;I80M@ . 4>2�2L<
5 2�B . <=4108-LP . I;2A@5_1@q4=< . 4=KNP40M2N@72F4 . 214=<>2N@!->21410MIk@5T

!�u5v "��~xJ��� ��	 	F|�} |7���[|X� }����q�]xOx$#7�
%#bdceb1c &+n �7g �,k 
 oAo 


*U2N@O032621o 5 2�6 . @109-Z-H@=-4-D4 5 2A@!2Fo125B : IM2N@743e : 0ki�2L2N@ 5 2!032621o 5 2]8 . @ . < 5 _ 5 . -Z@!IM2N@>i�2L25Ik@!I .@34>< . 4=KNP40M2 5 2C03-42Z2�2L<�@=25B�.ZI;2 .WY ->0;< 5 2�Ib+ 0MB : -G<q4 . -Z652/T¥d . @>@q->-Z@!i>2Z25Iki>2Z2N@�09-R@34 . -D4>@�� 5 KA6F<B0;<>2I;2703262 5 2]I . <>-42LIM2F4=4=2/T
¨+�G©



¨�� � ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

T £¥¤�¢FZ �	¡ £¥¤+HO£¡ � ¢W�	 O¡ £D�5�A£ *U2 4 ./: 0M@ 5 2�<>-42LIM2F4=4=2�@q2�6F-GB : -D@q2 5 2 ª�� -�2ZBCKN<=-D@ <>K :/. <=410k@2�- ª 6F-GI;->-7-L2A@ 5 2 ¨ _L-A2LBHK5<>-G@ : -42L<sI;2A@�-A2LBHK5<>-G@ 5 2 ¨ � ª � _1IM2 �5K5<>-HKF4 . -D4 : I . 6FK]26-8 . 214
5 2 4 .f: 0k@H@d2L<�I . I . <>P/2�2Z< 5 2N@�4=<>-40k@C6F-/IM-4-;-L2N@NTO� 2�698 . i�2L2�6�]f4>K 5 2 4 .f: 0M@C@q2�4=<>-42 Y 2�-D4�IM2N@� 698 . -Z6F2A@!@d0MB : I;2A@ � i�270~@=-4-D4 �L<>-42LPG2/_A-L-40M<A_ :;. 0M<N_?0MB :;. 0M<A_1B . -Zi�2L2/_ :/. @>@q2GT��0 � K5<>2�-D4>@ :;. <B0M@ 5 2 < .f:L: -/<=4>@ YF. <10 . .ZI;2A@�@q->-D4 : -D@=@10M.LI;2A@ X T7Vs-42Z@ -L-42Z@ . 4=4 . 698Z25<>-4-Z@ : I82Z@@ : KN6�0 . I;2NBH2�-D4 . 21o�@q4=< . 4>K5P>0;2A@7@1270 YW. -D4=2A@[�
� IM2=-�2ZBCKN<=-H26- � : I;2609- � �1->-�B:0k@q2]@12L<�27-�@=2�2LI -A2LBHK5<>-ZT1*~2]< ./:L: -G<q4!2N@q4 5 2 ªG© gh-40k@!I .B:0k@q2 �
� IM2N@�698 . -Z6F2A@�@d0MB : IM2N@N_ :;. <�25o¥2NB : I;2]IM2�<=->2LP/2GT1*U2]< .f:L: -/<=472A@34 5 + 27-Z2�gh-40k@!I . B:0k@q2 �� IM2]<1]GI;2 :;. <q4B0M6�2LI90M25< 5 2 0

�*~2N@ :/. <B0M@X@=-4-D4 : 25< 5 . -D49@�I;-G<>@ 5 2cI . @q-G<q4B0;2 5 2 �5K5<>-Z_R@ . 21gE.70;26- @ �Z< @10~-4- . B:0k@qK�@d2L<^ TdJ-42Z<�IM2N@ :;. <10k@ : I . 6FKA@ @12L<�I;2A@�698 . -Z652N@�@d0MB : IM2N@N_	I . @q-G<q4B0;2 5 2 �NK5<>-�2�-D4>< .W[ -L2�27- 6 . @:;. <q4B0M6�2LI80;2N<N_Li�2L2�Ib+ ->-�0MIMI92Z@q4=<>2]@d2Z<�27-2Fo125B : IM2���,-{B:0k@q2X@12L<,IM2X<>-42LPG2 �fIM2 �5K5<>-c@=-/<=4NT/* . B�0k@=2s@d2Z<,I;2s<=->2LP/2!2N@q4 � 2�-1gh2N<=BHK52 � T � 2�6F->2 :@1270 YF. -D4N_R@10OI;2�<=->2LP/2c@=-/<=4N_LI . B:0k@q2�2N@q4 I80;.	K5<>K52c254 2A@34�<=2NB�0k@=2c2�-H03262UT�@?09-L->-U_	25IMI;2c2A@34: 25< 5 2L2GT	*~-/<9@=i�2L2cI . B:0k@q2�2N@q4 � 2�-1gh2N<=BHK52 � _R-4- : 2�214]@=-40;4 I . I . 0k@=@=25<X26-1gh25<>BHK52�2F4 . 4dU4>2�- 5 <>2!Ij+ 0k@=@12L2 . 2c4>-42L<,@1270 YW. -D4N_a@=-40;4O<>KN65I . BC2N<JI . BH-40;410MK 5 27@ . B:0k@q2#0MBHBCK 5 0 . 4=2NBH2�-D4NT
@¥-40;4

A
Ib+ 26-Z@=25B�.ZI;2 5 2A@ . 6F410M-4-Z@ : -G@>@10;.LIM2N@NTZ*~2N@�<>S5PGI;2A@ 5 2H032�2�i�2L2<-L->2Z@ Y 26-L-4-R@ 5 + K Y -1i�2L2N<: 262 Y 26-D4�@=2�<=2 : <>KN@=2�-D4=2N< :/. <�27-L2�gh->-Z6`4B0;->- 5 2]P . 08-

g : A × {0, . . . , 36}→R,

w��({�� {}�}���
	 ��~��8yt�G���B{���yt~>��~Fyt���z�)~$��yt~F~Fyt~F�z���������}{}��
� ����~��F� � �}y#�)~��q�F���)��~����Fyt~,�������z���F���F~,���)�F�A~��F� � �}y���A�e�}�|�F��yt�G{ �d�G{��F� /����9yt�����������������
� �F�)���L~6�F� � �Gyt���=� ��� �|�|���?yt~:�F���|�)���F~F���F���)�)���)~3{��G�$���d�6��~��F� � �}yt�d�7�������|���4yt� {��)�}{��F� �"!#�8yt����������������
� �����q�d�|�G� � ���;�F~Q�����d�)�\�|�Q���������)�:�$	 �F~Q�d�|�}� � �F�,�6�W�B{}�G�\~6�F� � �Gyt�1�;�F~Q�}�|�F��yt�G{��F�#%\�){#�4�d�|�F�)yt�F��
	 �|��{}�}�)���)yt~�&
+t�F�}�B{}��yt~F�1� ��yt~�{������q���('d�|��~��)�+� ��� �|�|� �}�F�#�F�)��� ��� +t~F�)���F��{��Gyt���+*9���|�F��yt� {$���+�-, �K���
�q�Fyt��'d�|��~F�-�|��yt~$�F�|�}���e�}�F���F~F���F�)��{}�Gyt���z�Fyt��'1�|��~��d�d�����3�)���F~,���|�F��yt� {��F� 0�((

� ���)�����W�|~F�)�)� �����������d�.�
� �Gyt�,+t����{}yt�F�����)��~��F� � �Gyt�z���F�
&
+t���}�)~3{ �)~$�Gyt�,+t�
���F����� {��|�F���d�
� ~�yt���/�6{�yt���z���)��~6��� � �Gyt���6�F�$&
+t�F�G�d~3{z�d~,~Fyt���
� �F�|���/�6{�yt���z���)��~6��� � �Gyt���W�|���}�d�
� �����F�|���}�.�6{�yt�F�����)�z~��F� � �Gyt�������F�|���}�d�
� ���|~��6�F���F���)�z~��F� � �Gyt�������/�)�0%
� �F�|�����e���)��~��F� � �}yt���F���01�� /�2�A�e�}�|�F��yt�G{ �d�G{��
	 �F~F�.�9yt����������������



�����4���������� ��*#	q�����$� � �
'(���&%�� �����,� ¨�� �
-��

g(a, y)
2N@q4sI .HYF. I;262L< 5 2�P . 08- . @>@q-16�0;KN2c�:27-L2�B:0k@q2 5 2 1

@12L<sIb+ . 6`4B0;->-
a
2F4 . 2�<=KA@d2ZIm4 . 4

y.
� 08-Z@d0

g(
B:0k@q2N<�2�- : IM2�08-@12L<

x, y) = 351{y=x} − 1{y 6=x}2F4
g(
B:0M@=25<X@12L<�<>-42LPG2

, y) = 1{y
2N@q4�<=->2LP/2

} − 1{y
-U+ 2N@q4 :;. @!<=->2LP/2

}@d0n->-�25o165I92L4XI;2 �5KN<=-RT7@A0U-4- : <>2�- 5 2�-�6F-GB : 4=2�IM2�<B]/IM2 :;. <=410k632LI80M25< 5 2 �5KN<=-C2F4si�2U+ -4- 5 KN6�0 5 2
5 2�<=KA6FI . BH25<�@ . B�0k@=2c@qe1@q4=K5B . 410ki>2Z25BH2�-D4N_ . I;-G<>@7IM2�P . 08-p2N@q4 : I92R@7g .WY -/< . .ZI;2

g(
B:0M@=25<X@12L<�<>-42LPG2

, y) = 1{y
2A@34X<>-42LPG2

} − 1{y
-U+ 2N@q4 :;. @!<>-42LPG2 254

y 6=0} −
1

2
1{y=0}.

T £ �	�L� ��J � �	£¥� dO->2L<�2N@q410MBH25<�I;2HP . 09- BC-aeG2�- 5 + 2;-L2{@34>< . 4=K5P>0;2G_/-Z-42Z@$08-G4><=- 5 2;0M@=-4-Z@ I .@d2;0m4>2 5 2 YW. <B0 . .LIM2N@ . IMK . 4=->0;<>2N@#0bT 0bT 5 T (Y1, . . . , Yn), 5 2]IM-40z27-70;gh-/<>BH2c@d2L< {0, . . . , 36} _1<=2 : <>K3U@q26-D4 . -D4,IM2N@�-A2LBHK5<>-G@E-G.14=26-�2R@ :;. <,I;2�6F<>-42 : 0;2N<N_f25476 . Ik632LIM-4-Z@,Ij+ 2N@ : KN< . -Z6F2 5 2sI . gh-4-Z6F410M-4- 5 2P . 09-UT

��� £AJ��J¡ £ � ����� *,+ . 6`4B0;->-�� 9�+��!��4$��� #)����+2� �,@12L<�2;-N-�2ZBCKN<=-{P . P>-L2 35
@d0[I;2+-�2ZBCKN<=-H2A@34698L-40k@10	254 : 2N< 5 1

@109-L->-U_L@=-40;4#2;-pP . 08-�BH-aeG2�- : ->2L<�27-L2]B:0k@q2 5 2 1 5 2
Vplein = E(g(

B:0M@=25<�26- : I;2609-�@12L<
x, Yn)) = 35

1

37
− 36

37
= − 1

376F-GB : 4=23Ub4=26-A2 5 2pg . 0m4si�2L2 ª�� -A2LBHK5<>-G@ : 2�2 Y 2�-D4s@=-/<=410M<NT*,+ . 6F410M-4-�� 9$+�����4���(*4�4�%I(AHB��� -L2{P . P4-Z2Ci�2L2 5 . -Z@ ¨+� 6 . @]@12L< ª�� _~@10E-4-l2FoL6FI8214cIM2 �5KN<=-2F4: 2N< 5 1 5 . -R@!I;2A@ . 214><=2A@!6 . @NT
V 1

rouge =
18

37
− 19

37
= − 1

37
.

@A0 -4- : <>2�- 5 2�-6F-/B : 4>2�I;2�<1]GI;2 :;. <q4B0M6�2LI90M25< 5 2 �5KN<=-C2F4�i�2U+ -4- 5 KN6�0 5 2 5 2�<>KN6FI . BH2N<!@ . B�0k@=2@qe1@q4=KNB . 410ki�2L25BH2�-D4A_ . IM-/<9@?IM2�P . 09-p2N@q4 : I82Z@7g .WY -G< . .LI;2
V 2

rouge =
18

37
− 18

37
− 1

2

1

2
= − 1

2 × 37
.
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¨���� ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

T £¥¤�¤N�5¢a�1�A� �	� £¥¤ d,<>KN6�0M@=-4-R@�I . -Z-f410M-4- 5 2�@34>< . 4=KNP40M2/T � YW. -D4XI;2 n− 0MS5BH2]4B0;< . PG2\27-H03-42Z2�2L<
5 0k@ : -G@=2 5 2N@	032F4>-4-Z@ @d2L<JIM2!4 ./: 0M@NTfVX-/4=->-Z@ φn(a)

I . s B�0k@=2ts7698L->0M@10M2 :/. <JI;2O03->2L2�2L<,@12L<EIb+ . 6`4B0;->-
a
2F4

φn = (φn(a))a∈A.d . <E2Fo12NB : I;2G_f@d0LIM2J03-42Z2�2L< 5 KA630 5 2 5 2�B:0k@q2N< 10
27-70;4=KN@ @d2L<EIM2 �5KN<=-�254

5
@12L<EI . 6F->2LI;262L<E<>-42LPG2�CIj+ KF4 .f: 2

n
. IM-/<9@

φn(
B�0k@=25<X@12L<�<=->2LP/2

) = 5, φn(
B:0M@=25<s@12L<

0) = 10,

2F4
φn(a) = 0

: -42L<EIM2N@ . 214=<>2N@ . 6F410M-4-Z@NTa*U2 : <>-16F2N@>@12Z@
φ = (φn)n≥1

@N+ ./:L: 25IMI;2#27-L2 �� ,4��� 801HI+-� =r + 2A@34$27- : <>-16F2A@=@12Z@ : <=K Y 0k@10;.LIM2 . 2 @q26-Z@ -�� I . B:0k@q2C��Ib+ 08-Z@q4 . -D4
n
2N@q4�698L->0M@10;2�2�- gh->-Z6`4B0;->-

5 2 (Y0, Y1, . . . , Yn−1)
@=2�2ZI;2NBC26-D4NT*U2�P . 09- 5 2C03-42Z2�2L< ./: <=SA@ n

:;. <q4B0;2A@72N@q4XI .CYW. <B0 . .LIM2
Xn(φ) 5 K�S;-70M2 :;. < X0(φ) = 0

254
Xn(φ) =

n∑

i=1

〈φi, g(Yi)〉

: ->2L<
n ≥ 1

-��
〈φi, g(Yi)〉 =

∑

a

φi(a)g(a, Yi).

VX->2Z@ Y 2�-Z-4-Z@ 5 2 Y ->0;<!i�2L2�I;2A@?<>S5PGI;2A@ 5 2p6 . @109-L-H@=-4-D4 . 09-R@d0	g . 0;4=2A@!i>2Z2 : -42Z<?4>-4214>2 . 6`4B0;->- a

E(g(a, Yn)) ≤ 0.

� 08-Z@10j_ : 2;0M@>i�2L2
Yn+1

2N@q4�09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2 5 2 Fn
2F4 5 ->-Z6 . 2Z@>@10 5 2 φn+1

E (Xn+1(φ) − Xn(φ)|Fn) = E(〈φn+1, g(Yn+1)〉|Fn) =
∑

a

φn+1(a)E(g(a, Yn+1)) ≤ 0.

{Xn(φ)} 2A@34 5 ->-Z6$27-L2 ¤N [¢>�BJ �L¢A�A� ���R�Z¡ £ T¥dO->2L<74=->214=2]@q4=< . 4=KNP40M2/_¥IM2?03262<=2A@34>2 : 25< 5 . -G4!2�-BH-ae/2�-;-L2/T

%#bdceb�� ��o��;nzo?j���l 
�m 
 o � n �7o?l1p��nek 
�m

VX-42R@ Y 26-L-4-R@ 5 2 5 KN6F<B0M<=2,IM2N@[@34>< . 4=KNP40M2N@ 5 2X032�2 5 2?I . <=->2LI;254q4>2/TN*~2N@[BHQ5BH2N@�0 5 KN2N@ : 262 Y 26-G4QF4><=2 5 2 Y 25IM- :L: K52A@ 5 . -Z@7I;2�6 . 5 <=2 : I92R@?PGK�-LKN< . I 5 2 I . 4=8ZK5-/<B0M2 5 2N@7B . <=4108-LP . IM2N@NT  - :;. <=410k632?UI90M25<A_ . 2Z6327-Z2�@34>< . 4=KNP40M2\-L2 : 2�214 4=< . -Z@qgh-/<>BH25<�27-H03262 5 K5g .WY -/< . .ZI;2{\ @12L<1UbB . <q4B09-LP . IM2A^?2�-N2;-032�2KNi�270;4 . .LIM2/_12F4X<>KN6�0 : <=-1i�2L25BH26-G4AT



�����4���������� ��*#	q�����$� � �
'(���&%�� �����,� ¨����

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � ����� W %�+2 (Xn) (*�:#)4�%>�'�!����( �$�ADA��#5 80�+2�& 801HI4'�A@���� " 4��8#54�0!���!�	 1�I�& Z�����[HB�I+2���
�!(*9�(*��0!�[%B@! 8�!�	( �<��%I4��QDE/ (*� ����(�DB� �&������4'D = � �5��¤N�5¢a�1�A� �	� £ (φn) �!�� G(*�)� ��(*+2 1�L#)4�0�YO+���+-@����
� φn ∈ Fn−1

��+ n ≥ 1, �� φ0
��%I���� 1�I�& �A=�� � �	�L�j� ��( ����( %A@� 1���&( �I(�@�%I(* ZDA� n #��I4� M+-�!�$���

��(*+2Y��I�& G�V���� M4'�� 80,HA+-� φ �!�� L�V�:Y = � =

Xn(φ) = φ0X0 + φ1(X1 − X0) + · · · + φn(Xn − Xn−1).

W	+ (Xn) �!�� Z(*�5�Q9:��4� ,+2��H������ �14��!�,# = ��%�( �	�1��(*4	�89:��4� ,+2��H������ ��" +2� ��� �!�� DB��9���9���DA� Xn(φ)
#�%I(*4[ 1%I(* 1� �� ,4��� 801HI+-��@�%�4��)0'� �14����,# = @�%I4��50��Z#&%���+2 ,+2Y�� �A= $� #5�C( � " (*�)�Q��%��)D�+2 ,+-%��S�)0��'�!������+24��
�! <��(�� ���I�& 8� #&%�(*4�6�(&� (Xn) ��%�+2 [(*�)� 9:��4� ,+2��H��������14��!�,# = ��%�( �	�1��(*4	�89:��4� ,+2��H������ � ���� 6!(&�
#�%I(*4[ 1%I(* 1� �� ,4��I 101HA+-�$@�%�4��)0��$�� #&%���+2 ,+2Y�� φ " �� E#&%�(*4[ 8%�(* n

E
(
Xn(φ)

)
= E

(
X0(φ)

)
(≥,≤).

\ � T ¨ ^
�����	��
������������
��

⇒ Q �' 4$27! #)+*�5
E
“
Xn+1(φ) − Xn(φ)|Fn

”
= E

“
φn+1(Xn+1 − Xn)|Fn

”
= φn+1E

“
Xn+1 − Xn|Fn

”
.

� )�7!5	�%3�)+*�5.7�&("# #"#5BGU #- � ��"9&SLC7�- φn+1 G2&K�'"#& Fn 8;:=-�5B7�1K�'X! #-P�I)+7�1	 #-J5B)�1B&("91F,�-P /� -�5B�IG21K�'*!$�-
$�)+*!,�"9&("#)+*�*!-� # #-+Mg���=��1(-�:="#N21(-R���'1B&("#-Y,�-R 4�W��1()+�I)�5B"#&("#)�*i5B7�"#&F"#:=:=G%,�"4��&(-�:=-�*0&	-�*_,�"#5?&("#*�8
[+7!��*0&R #-�$%��5R:Z��1B&("4*�[��' 4-j)��r"# �*�� -�5?&R�!��5J*!G2$�-�5B5(��"91(-W,�-��/�'"#1(-Z"#*0&(-21(3�-�*�"91J #-�5B"#[+*!-Z,�-� 4�
5?&B1K�'&(G�[�"#-+M

⇒ �C-�7! #-R 4�=1(G2$�"#��1()CL07!-U,�-2:Z��*�,�-RL07!-� 4L07!- � 7!5?&("9d�$%��&("#)+*�M �  �5�� �'[+"9&R,�)�*!$U,�-J:=)�*0&B1(-21E$�)+:�8
:=-�*0&67!*�-E��1()+��1("4GA&(GE301K�'"4-	-�*=-25B�IG21K��*�$�-	�I)+7�1�&()+7�&(-	5?&B1K�'&(G�[�"4-EXI)�1(*�G�-	�I)+5B"9&("#3�-	"#:=�! #"4LC7�-
7!*�-P��1()���1("#G2&(GR,�-S h� -�5B�IGA1K��*!$2-U$2)+*�,�"9&("4)�*!*�-� # 4-�M
��)�"#& A ∈ Fn -A& φ  4��5?&B1K�'&(G2[+"#-U,�G2d!*!"#-P����1

φ(k) = 0, si k 6= n + 1, φ(n + 1) = 1A.

� �'1E 4�j$�)�*�,�"9&("#)+*r� � M#���
E
“
1A(Xn+1 − Xn)

”
= 0 (≥,≤).

� 7�"#5(LC7�-�$�-2&B&(-j$�)+*!,�"9&("#)+*r-25?&Y301K�'"4-j�I)+7�1J&()�7�&Uf ,�- Fn Vg$�-� 4��"#:=�! #"4L07!-j7�*!-�$2)+*�,�"9&("4)�*
5B7�1E /� -�5B�IG21K��*�$�-J$�)�*�,�"9&("#)+*�*!-� # #-

E
“
Xn+1 − Xn|Fn

”
= 0 (≥,≤).

%#bdceb
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d . <=B:0Z652N@?@34>< . 4=K5P>0;2A@5_aIM2N@ : I82Z@ @10;B : IM2N@ @q->-G4 6525IMI;2A@ i�270	6F-4-R@d0k@34>2�-D4 �]698L->0M@10;< I;2XBH-GBC26-D4-���->-�65-/BHBH2�-Z652��X03-42L2N<7254!6525I8270n-���-4-�@N+ . <><=Q54=2/T
	 Y 0 5 25BHBH2�-D4N_1IM2�698L-40;o 5 2�652N@�08-Z@34 . -D4>@



¨ �>^ ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

-L2 : 26214s@q2 g . 0M<>2�i�2U+ . 2 Y 2 5 2]6F2]i�270 . KF4>K -G.Z@q2N< Y K . 2�BH-/BH26-G4!-��p-4- : <>2�- 5 I . 5 KA630k@d0M-4-U_6F2]i�270~65-4- 5 2;0m4�- . 412L<>25IMI;2NBH2�-D4s�CI . -L-/410M-4- 5 2�4=2NB : @ 5 + . <><=Q54NT
� ���J�[� �N�j�R� ������� � ���N£AJ��J¤�H �M�1¢W¢��D���,�)%� 80  = � = � �!�� G(*�5�QY���4�+-�A@��������V0'�I 1%I+24��

T : Ω→N ∪ {∞}

 1���2����6!(&� #�%I(*4  1%I(* Z���& ,+-�!4 n ∈ N

{T = n} ∈ Fn.

�Z�  1��4�9:���$DB���� M4��I 101HA+-� " (*�5�$Y = � = T �!�� �(*�  = � = ��+L�V����(*+2 8� {aT (n) = 1]0,T ](n)}n≥0
�!�� 

(*�5� �� ,4��I 101HA+-� =

�����	��
������������
��
� )+7�1� /� G%L07!"#3��� #-�*!$2-+V."# S5B7 ��&^,�-^1(-�:Z�'1KL07�-21`LC7�- {aT (n) = 0} = {n > T} -25?& Fn−1

:=-�5B7�1K�'X! #-+V�5B"�-A&	5B-�7! #-�:=-�*0&	5B" T -�5?&E7!*`&%M �CM
VX->2Z@ .WY ->-Z@ 5 K30q�:214B0;I80M@=K 5 2\-L-GB�.L<>2�2R@q2A@ gh->0M@!IM2N@74>25B : @ 5 + 26-G4><=KN2/T
��� £AJ��J¡ £ � ����U \ 
 £�J �O¤\H �;£¥� �5¢a�¥£ HO�L�O¤� O� £¥�[¤A£AJ �J¡ £ ^FT>@¥-40;4 X = (Xn)

27- : <=-1652N@dU@d2R@ . 5 .f: 4>K � F � YW. I;262L<>@ 5 . -R@
27-�2�-Z@=25B�.LI;2  254 D ∈ E .
� I;-G<>@

TD = inf{n ∈ N : Xn ∈
D} \ .WY 2N6{I . 65-4- Y 26-D410M-4- 8 . .70m4B2L25IMIM2�i�2L2�Ib+ 09-1g 5 2 Y 0 5 2�2A@34 +∞ ^c2N@q4L27- 4=25B : @ 5 + . <><=Q54N_.f:L: 25IMK�I;2�4>25B : @ 5 + . 4q4=2609-D4>2 5 2 D

TR*~2 : <=2NB:0;2N<!4=25B : @ 5 2c@q-G<q4B0;2 5 2 D
_
σD = TDc

i�270n2A@34I;2�4>25B : @ 5 + 2�-D4><=KN2 5 . -Z@!IM2c6F-GB : I;KNBC26-D4 . 0M<>2 5 2c� 2N@q4 . 2Z@>@d0�27-p4AT . T
{TD = n} = {X0 6∈ D, X1 6∈ D, . . . , Xn−1 6∈ D, Xn ∈ D, }
{σD = n} = {X0 ∈ D, X1 ∈ D, . . . , Xn−1 ∈ D, Xn 6∈ D }

��¢a� �O¢a� £D�N�¥¤ @¥->0m4
T
27-p4NT . T

� ��� {T ≤ n} = ∪i≤n{T = i} ∈ Fn ;
� �j� � {T > n} = {T ≤ n}c ∈ Fn ;
� �j� � � {T = ∞} =

⋂
n{T > n} ∈ F∞ ;

� �GE � @=-40M2�-D4 T1, T2 5 2N@ 4=2NB : @ 5 + . <=<>QF4AT � I;-G<>@ inf(T1, T2)
2F4

sup(T1, T2)
@q->-D4 5 2A@s4>25B : @

5 + . <><>QF4NT @A0 {Tn}
2A@34L27-L2�@1270;4=2�65<=->0M@>@ . -D4=2�\ 5 KN6F<>-40k@>@ . -G4>2A^ 5 2�4=25B : @ 5 + . <><=Q54 . IM-/<9@

T = limn→∞Tn
2N@q4�27-p4=25B : @ 5 + . <=<>QF4AT



��� �7�u��� �,!#���'N� %�� �����,� �,� �����
��	������ 	�!#",� ¨ �Z¨
� ���J�[� �N�j�R� �����(� � �Q M4�+-@�(+HO£D¤]��E	�D�O£AJ £¥� �N¤��L� �A�G¢a�j£D [¢a¤:P T �1�)%� 80'� FT � ���� ���$ M4�+-@�(
DA�!�Q0!Y�0!�)�!9:���& M� A ∈ F∞  8�!� � 6�(&�

A ∩ {T = n} ∈ Fn.

� �!�[Y = � = FT
�89:����(*4��B@!�V���[��%��	 ZDA�$���?N!%�4�9:� XT " %�� X �!�� Z(*��#)4�%O���!����( � �ADB�'#) 10 =

�����	��
������������
��
' )+*0&B1()+*�5P 4�`$%��1K��$2&(GA1("45(��&("#)+*�,�-�5P3IM ��M FT 8;:=-�5B7�1K�'X! #-�5�M �  b-�5?&R$� 4��"91UL07!-U5B" X -�5?&J�+,!�'��&(G+V
XT 1{T=n} = Xn1{T=n} -�5?& Fn 8e:=-25B7�1K��X� #-+M � G�$2"4��1()CL07!-�:=-�*0&%Vg5B"��]-�5?& FT 8;:=-�5B7�1K�'X! #-+V
Xn = Z 1{T=n} -�5?& Fn 8;:=-�5B7�1K�'X! #-+M���W5B7�"#&(- (Xn) -�5?&R,�)+*!$U7!*T��1()0$�-�5B5B7!5R��,!�'��&(G�,�)+*0&
 4�j3+�' #-�7�1	�'7`&(-�:=��5.�� #G%��&()+"91(- T -�5?&	G�[+�� #-R� Z M �  -�5?&	$� 4��"91FL07!-F$�-2&B&(-S1(-���1(G�5B-�*0&K�'&("#)�*�*�� -�5?&
���'5E7�*!"4L07!-+M

!�u�� � � ��ycx��X��|����q�]xOx$#7� |7� ��� � 	Fz7��� 	Fyc�p}
%#b �#b1c � ��j�g������ 
 i � n ����� o


 ¦O�D�R¢WZAJ £ ��(���� � 
 ¦[�¥�R¢FZAJ £ H �;�L¢A¢ �D� HO£ � �U� � �,7W)%I+2 X (*�5� ��%�( �	�89:��4� ,+2��H������
�19��I4� M+2� HB�I��� � �� T (*�  8��9 #5� DJ/ ��4�4 �� = � ��%�4��
� ��� (Xn∧T )n

�!�� G(*�)� ��%�( �	�89:��4� ,+2��H������ �19��I4� M+2� HB�I��� � �
� �j� � ��+ S ���� (*�K�I(* M4��? 8�!9?#	�<DJ/ ��4�4 �� 3�! N ∈ N (*�)�<��%I���� 1�I�& 8�  8��� �?6!(&� T ≤ S ≤ N �I��%�4��

E(XS |FT ) ≥ (=)XT ;
� �j� � � ��%�+2 T (*�  = � = @�%�4��50 =�� �$��(*+2 1� (Xsup(n,T ))n

�!�� (*�5�<��%�( �	�89:��4� ,+2��H������ �19:��4� ,+2��H������ �
#&��4 4'�'#A#&%�4� P ��� �G�C ,4��� ,+-%�� Gn = Fsup(n,T ) = � / �!�� �V����%�( �	�89:��4� ,+2��H������K6�(*+ #��I4� [P
� / +2�&�� 1�I�& �����0��� 8%�+24'� T =

�����	��
������������
��
⇒ "c� Q )+*!5B"4,�G21()+*�5Y 4�^5?&B1K�'&(G2[+"#- aT L07�"�3���7�&=�+V�5B" n ≤ T -2& 0 5B"4*�)+*gM � ��1j$�)�*!5?&B1(7�$2&("#)+*

Xn(aT ) = Xn∧T M Q � -�5?&Z #-^��1()0$�-�5B5B7!5 Xn ��1B1(<2&(G �T /� "#*�5?&K��*0& T L07!" $�G21("9&(-^,�)�*!$�,�-�5
��1()���1("#G2&(G�5E,�- Xn V!,g� �'��1(N�5	 4����1()��I)+5B"9&("#)+* � M4��M �CM

⇒ "#"c����)+"9&>f 7�*jG� #G�:=-2*C&�,�- FT -2& φA  4�S5?&B1K�'&(G2[+"#- φA(n) = 1A1{T<n≤S} �/)+*�$�)�:=:=-�*!$2-
� �?)+7�-21.�'��1(N�5 T -2&>5B-�7! #-�:=-2*C&>5B" A -�5?&>1(G%�� #"#5BG+VC-2&@)+*Z5�� �'1B1(<2&(-F-�* �!�AMC���J3+�' 4-27�1>-�* N ,�7
��1()0$�-25B5B7!5 X(φA) -�5?& XN (φA) = 1A(XS − XT ) M���W��1()+�I)+5B"9&("#)+*\� � M#��M ���S*!)�7!5J�'5B5B7�1(-
L07!-

E
“
XN (φA)

”
= E

“
1A(XS − XT )

”
(≥,=)E

“
X0(φA)

”
= 0.
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Q )+:=:=-�$2-�5Y"#*�G�[��' 4"9&(G�5Y5B)+*0&U301K��"#-�5U�I)+7�1R&()�7�&Uf ,�- FT V� 4�^��1()+��1("#G2&(GZ,�-�5R-�5B�IG21K�'*!$�-�5
$�)+*!,�"9&("#)+*�*!-� # #-�5E-�*^,�G�$�)+7� #-+M

⇒ "#"#"c� �  g5B7 ��&F,g� �����! #"4L07!-21	 /� "#*!G�[+�� #"9&(GU��1(G�$�G%,�-�*0&(-J��7�DZ&%M �CM�XI)'1(*!G�5 sup(n, T ) -2& sup(n +

p, T ) M
*U2c65-/<>-/IMI . 0;<>2�@1270 YW. -D4s2N@q4�0MBHBCK 5 0 . 4�\ 2F4 @=-42 Y 2�-D4�214B0;IM2A^F_;-L-/4 . BHBH2�-D4 5 . -Z@�I . 4>8LK5-G<10M2 5 2N@698 .F[ -L2A@ 5 2 � . <��/- Y T
� �Z¢a�	¡ ¡ �Z�h¢a£ ��(��(� W %�+2 (Mn) (*�?#)4�%>�'�!����( �Z�ADB�'#5 80 " +2�	 101HA4��A@���� = (Mn) �!�� J(*�5�L9��I4� M+2� HB�I���
�,�!%I( �	�89��I4� M+2� HB�I��� � ��+G�� 3���!(*�V�!9:�!�	 3��+5#&%�(*4  8%�(* G = � = T @�%I4��50

E(MT ) = (≥)E(M0).

�����	��
������������
��
⇒ �C" M -�5?&^7�*!-T:Z�'1B&("#*�[��� #-+V  c����1()+��1("#G2&(G_-�5?&�7!*!-T5B"#:=�! #-_�����! #"#$%�'&("#)�* ,�7 & $!G�)'1(N�:=-
,g� �'1B1(<A&S,�-POP)0)�X�M

⇒ � )�7�1Z 4�i1(G�$�"#��1()CLC7�-+V�"# F5B7 ��&Z,�-�$�)+*�5B"c,�G21(-21W7!*]&%M ��M@,�G2d!*!"	,�-^ 4�i:Z��*�"#N21(-^5B7!"#3���*0&(-+M
��)�"#& A ∈ Ft VH-2& T = t + h 5B7�1 A V t 5B7�1 Ac M # * � �� #)'1(5Y7�*!-=,�-�5B$21("#��&("#)+*�5B"#:=�� 4-Z,�-
MT = Mt +1A(Mt+h −Mt) M � ��1 $����I)�& $!N25B-+V E(MT ) = E(Mt) -2&.,�)+*�$ E(1A(Mt+h −
Mt)) = 0 V!$�-RL07�"g$��'1K��$A&(G21("#5B- M $�)+:=:=-F:Z�'1B&("#*![+�� #-+M

%#b �#b�� � � �,kdl ��n o?ldg
p�m�i � o ��j�g ��� � 
�i��Gn � ��� o

T � ¢a [�j�[£(HO ��A�R O£¥ ~¢
*U2N@ �/2Z6`4B2 . 4B0;->-Z@ 5 + 27- 032�2�@q->-D4{@=-42 Y 2�-D4 5 KN65<10;4=2A@ :;. <Q2;-L2�@d270;4=2 (Yn) 5 2 YF. <10 . .ZI;2A@09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2A@�KNP . IM2N@p� +1

-42 � −1
\
+1

: -42Z<�2;- @12Z6565SN@N_ −1
: -42Z<v27- KN698L2A6N^FT!*~2

-L-/B�.L<>2 5 2 : -408-D4>@]P . P>-LKN@ ./: <=SA@ n
:;. <q4B0;2A@�2N@q4 5 -4-R6 Sn = Y1 + · · · + Yn

TO�,- @12 :L: -G@=2
P(Yn = +1) = p

_
P(Yn = −1) = q

_[\
p + q = 1

^!2F4s->- : -D@q2
S0 = 0.

*U2cP . 08- 5 2{03-42Z2�2L<2N@q4 5 -4-Z6�BH- 5 K5I80k@ . .LI;2 :;. <�I .C: <>-/BH26- . 5 2 . I;K . 4=->0;<>2�@d2L< Z
T r + 2A@34�27-L2c698 .F[ -L2 5 2 � . <��/- Y Tr?-/BHBH2�I;2A@ Y T . T

Yi
@=-4-D4�09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2A@5_?0MIU2N@q4�g . 6�0;IM2 5 2 Y KN<109SZ2N<!i�2L2�IM2N@X@1270;4=2A@
Mn = (q/p)Sn et Wn = Sn − n(2p − 1)@q->-D4 5 2A@�B . <q4B09-LP . IM2N@NT � 09-R@d0b_ :;. < .f:Z: I90k6 . 410M-4- 5 2 4>8LK5-G<=SNBC2 5 + . <><=Q54N_ : ->2L<C4=->214�4>25B : @

5 + . <><=Q54 T
.R-G<1-ZK/T

E

[(
q

p

)ST

]
= 1, E[ST ] = (2p − 1)E(T ).

\ � T�_/^



��� �7�u��� �,!#���'N� %�� �����,� �,� �����
��	������ 	�!#",� ¨ �Gª

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � ���V� W %�+2 a ∈ N∗ ���<N!%�4� ,(*�5�Q+2�&+2 ,+-���V�:D�( ��%�(&��(*4Q�� b > a ���?N!%I4� M(*�)�$6�(&�
��� ��%�(&��(*4<��%I( ����+2 8���� , 1��+2�5DI4�� = � ��#54���9�+-�!4  8��9 #5� DB� ��%I4� M+-��DA� ] − a, b[

σa,b = inf{n : Sn = −a %I( Sn = b}

4��8#54�0!���!�	 1� ��� 9:%�9:���& Z% ����� ���!( ��/ ��4�4 �! 8� = � ��%�4��
� ��� σa,b

�!�� G(*�  8��9 #5� DJ/ ��4�4 �� �3�&+5# = � = �
� �j� � ��+ p 6= q " ��� #)4�%A@��A@�+2�C+2 80:DA�Q4�(*+2�5� r = P(Sσa,b

= −a; σa,b < +∞) �!�� Z01H�������P

r =
1 − (q/p)b

(p/q)a − (q/p)b
,

�� G��+ p = q = 1
2 , r =

b

a + b
;

� �j� � �.���Q 1��9 #5� 9�% �A�!� DA� ���!(S�!�� #&%�(*4 p 6= q,

E(σa,b) =
1

p − q
(b − r(a + b)),

�� E#&%�(*4 p = q = 1
2 , E(σa,b) = ab.

��£AJ �1¢
	n O£ ��(��VU ��2NB . <9i>2Z-4-Z@Ji�2L2�IM-/<9@=i�2L2
b→∞ \ 0MB : <12 5 2�-D4U03->2L2�2L<�� ^F_ : -42L< p < 1/2

r→1
_ :;. <�6F->-D4=<>2�@10

p > 1/2, r→(q/p)a .

�����	��
������������
��
⇒ ���`5B7!"9&(- Sσa,b∧M -�5?&RXI)�1(*�G�-��!�'1 sup(|a|, |b|) M���*i�����! #"4LC7!��*0&=� � M ���J� σa,b ∧ M V�)�*
3�)+"9&UL07!-Y�I)+7�1J&()+7�& M V sup(|a|, |b|) ≥ (2p − 1)E(σa,b ∧ M) M # *_-�* ,�G%,�7�"#&P[�1K��$2-Z��7
& $!G�)'1(N�:=-J,�-P$�)+*C3�-A1([+-�*�$�-J:=)+*�)�&()+*�-JL07!-P5B" p 6= 1

2
V νa,b -�5?&	d�*!"�gM 5�M!���Y5B7!"9&(- Sσa,b∧M

$�)+*C3�-A1([+-U,�)�*!$U��M 5�MI3�-21(5 Sσa,b
-2&F���'1S #-R& $�G�)�1(N2:=-Y,�-R$�)+*C3�-21([�-�*!$2-j,�)+:="#*!G�-�VH� � M ���E-�5?&

301K��"#-J�I)+7�1 σa,b M
��" p = 1

2
V>)+* 7�&("# #"#5B-  c�i:Z�'1B&("#*![+�� #- Vn = S2

n − n -A&Z)+* � ��"9&W-2D���$2&(-�:=-2*C&� 4-�:=<�:=-
1K��"#5B)+*�*!-�:=-2*C&%M � ��1F5B7�"9&(- σa,b -�5?&F��7�5B5B"gd!*!"g,!�'*!5	$�-J$%�'5E-A&Y� � M �+� 3+�'7�&	�I)�7�1 σa,b.

⇒ 
  /� "#*!5?&K�'*C& σa,b V@��7!"#5(L07!- σa,b < +∞ �gM 5�M#V@ 4- � )+7�-�7�1W-�5?&Z1(7!"#*�G (Sσa,b
= −a �j)+7

[��'[+*��'*0& (Sσa,b
= b) ��M 5�M �  01(-�5?&(-	�S$%�' #$�7! #-21> 4�S��1()�X���X�"# 4"9&(G	,�- 1(7!"#*!- r = P(Sσa,b

= −a) M# *�1(- � ��"9&P 4�=:=<�:=-J,�"45?&("#*�$2&("#)+*�M���" p 6= q VI)�* �I-�7�&E7�&("4 #"#5B-21j� � M �+�E���!�� #"cL07�GR� σa,b �I)�7�1
:=)+*0&B1(-21EL07!-

1 = (q/p)−ar + (q/p)b(1 − r)

-2&
E(σa,b)(2p − 1) = −ar + (1 − r)b.



¨ �4� ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

Oj� )��^)�*^,�G%,�7�"#&EL07�- r =
1 − (q/p)b

(p/q)a − (q/p)b
M

��" p = q = 1
2 V!)�*^7�&("# #"#5B-J #-�5F:Z��1B&("#*![��' #-�5 Sn -2& (Sn)2 − n V��I)+7�1F-2*^,�G�,�7!"91(-RL07!-

E(Sσa,b
) = 0 = ar + b(1 − r), E(S2

σa,b
− σa,b) = 0.

# *�-�*�,�G%,�7!"9&EL07!- r = b
a+b

V�-2&EL07!- E(σa,b) = a2r + b2(1 − r) = ab.

⇒ �C"  #- �?)�7!-�7�1=�T7!*�)�X � -�$2&(" �P,�-`[+��"#*\"4*�d�*�"hV � b→∞ �J 4�_��1()+X!��X!"# #"9&(G^,�-W�I-A1B&(- r→1 -A&
E(σa,b)→∞.

r?-/BHBH2s6F->-Z@=KNi�2L2�-R6F2 5 2A@ 6 . Ik632LIk@,2��	2A6`412ZKN@76309U 5 2A@=@12Z@N_4-L->2Z@,<>2F4><=->2 Y ->-Z@EIM2�4=8ZK5-/<>S5BH2�6FI . @dU@d0ki�2L2]@d2;0 YW. -D4c\ 5 K30q�HKF4 . .LI80 5 . -Z@!I . @=2N6F410M-4-N_1T ª ^FT

 ¦O�D�R¢WZAJ £ ��(��(� � ��� � %�(*4 p 6= q �V�:9:��4����������V0'�I 1%I+24�� Sn

�!�� Z ,4����&��+-���& 8� =
� �j� � � %�(*4 p = q = 1/2 ��� 9��I4����&������0��� 8%�+24'� Sn

�!�� Z4�0���(*4�4��!�	 1� �&(*�2��� =

*,+ 2Fo125<9630k6F2�@1270 YW. -G4 : 25<>BH2F4 5 2 : <>KN6�0M@=25<!I . I;->0 5 2�4=25B : @ 5 2]<12;09-L2 5 2C03->2L2�2L<AT
��� £D¢a�/�j�/£ � ��� � # * 5B7!���I)+5B- p ≤ 1/2 V	-2&^)�*v*�)�&(- T = νa,∞ = inf {n ≥ 0 : Sn = −a}.' )�*C&B1(-A1ELC7�-P 4�j&B1K��*�5 � )�1(:=G2-R,�-J�����! 4�'$�-U,�- T -�5?&F,�)�*!*�G�-P����1

E (exp−(αT )) = exp(−af(α))

) � f -�5?&E 4� � )�*!$2&("#)+*^1(G2$�"#��1()CL07!-R,�-P 4� � )�*!$2&("#)+*
g(β) = ln(E(exp(−βY1)) = ln(pe−β + qeβ).

# *W�I)+7�1B1K�j"#*C&B1()C,�7!"91(- Mn = exp(−βSn − ng(β)) -2&	1(-�:Z�'1KL07!-A1ELC7�- Mn -�5?&E7�*!-P:Z��1B&("4*�[��' 4-�M

*U2A@J4=2A6987-70ki>2Z2N@ 5 2XB . <=4108-LP . I;2�214B0;I80k@qKN2N@e0k630 @q2�PGK�-LKN< . I90k@=2�-D4 . 0k@qKNBH2�-D4 . 21o{@=-/BHBH2N@ 5 2 Y T . T09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2A@5T
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � ����� ��� HO£D� �A�h�A� H[£�� �L¡GH �,JW)%�+2 (Yn) (*�5� ��(*+2 1� DA�<Y = � = +2�)DA08#����5DB���	 1�!� "
+2�& 801HI4��B@!�V��� " DA�Q9 �!9:� �V%�+L�� T (*�  8��9 #5� DJ/ ��4�4 �� Z+2�& 80,HA4��B@!��� =
W)%I+2 Sn =

∑n
i=1 Yi

���:��%�9�9���DA�!� Yi

E(ST ) = E(T )E(Y1).

W	+ ���!� Y = � = ��%��	 ZDA������4�4�0Q+2�& 801HI4'�A@���� "

Var(ST ) = E(T )Var(Y1).



��� �7�u��� �,!#���'N� %�� �����,� �,� �����
��	������ 	�!#",� ¨ �D©

��£AJ �1¢
	n O£ ��(�� � �[-42147@q2 :;. @>@q2�26-�BH-ae/26-7-L2s65-/BHBH2s@d0	IM2�4NT . T
T
KF4 . 0;4
09- 5 K : 2�- 5 . -D4 5 2I . @1270;4=2

(Yn)
TJr?2N630E2A@34 . @=@=2 �CKF4>-4-7- . -D4N_ : 2;0M@>i�2L2�@d0 :/. <]2Fo12NB : I;2

T = inf{n ; Yn ≥ K}\ @12 :L: -G@=K�S;-70 : T @5T ^`_DI . I;->0R6F->- 5 0;410M-4-L2NI;IM2 5 2 (Y1, . . . , Yn−1)
@ . 698 . -G4 i�2L2 {T = n} 2N@q476525IMI;2

5 2 Y T . TW0jT 0jT 5 T>09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2N@ 5 2�I;->0j_fI . I;->0 5 2 Y1
@ . 698 . -D4,i�2L2 {Y1 ≤ K} _ 5 -4-D4EI . BC-aeG2�-7-Z22N@q4 5 0 � K5<>2�-D4=2 5 2H6F2NI;IM2 5 2 Y1

T�� . 0k@�K Y 0 5 25BHBH2�-D4c��Ib+ KF4 ./: 2 n
->- -G.1410M2�-D4]i�2L25Iki�2L2{698L-G@=2i�270n2N@q4 : I82Z@!P/< . - 5 i�2L2 K

2F4XIM2N@X698L-D@q2A@ Y -4-D4X@=2�65-/B : 2�-Z@=25<�26-�BH-ae/26-7-L2GT
�����	��
������������
��

� )'&()+*!5 m  h� -�5B�IGA1K��*!$2-Y,�- Y1 M
⇒ Zn = Sn−nm -�5?&�7�*!- :Z��1B&("4*�[��' 4-�V��P 4�+L07�-� # 4-.)�*��I-�7�&����!�� #"cL07�-216 #-	& $�G�)�1(N2:=-.,g� �'1B1(<A&%V
�I)+7�1	 c��5B7�"9&(-R,�-S&%M ��M�XI)�1(*�G�5 inf(T, k)

E(ST∧k) = E(T ∧ k)E(Y1).

�  !1(-25?&(-S�J���'5B5B-21.�J 4�J #"4:="9&(-F,!�'*!5�$�-�5@-AD���1(-�5B5B"#)+*�5�M���"� #-�5>3M �CM Yi 5B)+*0&>�I)+5B"9&("#3�-�5�VC 4�J5B7!"9&(-
Sn -�5?&R$21()�"#5B5(��*0&(-+V��I)+5B"9&("#3�-+V�-2&J #-=���'5B5(��[+-Z�W 4�` #"#:="#&(-j:=)+*!)'&()+*�-j-�5?& � 7!5?&("9d�G+MgOJ�'*!5J #-
$%��5	[�G�*!G21K�' /V�)+*^���!�� #"cL07�-P #-P1(G�5B7! 9&K�'&F� Y + -2& Y − M

⇒ �C"S #-�5�3IM ��M@5B)+*0&�,�-T$%�'1B1(GT"#*0&(G�[�1K�'X! #-+V ∆Zn = Yn − E(Yn) -A& E((∆Zn)2|Fn−1) =

Var(Yn) = Var(Y1) M'���F5B7�"9&(- (Z2
n−Var(Y1)n) -�5?&67!*�-@:Z��1B&("4*�[��' 4-�M+�g-@& $!G2)�1(N�:=-@,g� �'1B1(<2&

-�*0&B1K���c*!-RL07�-
E(Z2

n∧T ) = Var(Y1)E(n ∧ T ),

��-J�!��5B5(��[�-U�j 4�j #"4:="9&(-J5B- � ��"9&F,�-J 4�j:=<�:=-��/���2)+* L07!-S$�"98 ,�-�5B5B7!5�M

��� £D¢a�/�j�/£ � ����� �C)+"9& (Yn) 7!*�-=5B7!"9&(-Z,�-Z3IM ��M�"hM "/M ,gM6,�-Z��)�[^&B1K��*!5 ��)�1(:=G�-W,�-Z������ 4��$�-+Vb,�G2d!*!"#-
�I)�7�1 u 1(G�-� g����1

Φ(u) = lnE(exp(uY1)).

Φ(u) �I-�7�&E��1(-2*�,�1(-F 4��3+�' 4-27�1 +∞ V!:Z�'"#5.����5 −∞ V!-A& Φ(0) = 0 M� ��1@ /� "#*!G�[+�� #"9&(GP,�-����+ 4,�-A1%V0 4� � )+*�$2&("#)+* Φ -�5?&@5?&B1("#$2&(-2:=-�*0&>$2)+*C3�-2D�-+V�-2&> h� -�*�5B-�:jX� #- {Φ(u) < +∞} V
�'�!�I-� #GR,�)�:Z��"#*!-P,�- Φ V�-�5?&E7!*`"4*0&(-21(3��� # #-R�j /� "#*C&(GA1("4-27�1F,�7!LC7�-� Φ -�5?&E"4*!,�G2d!*!"#:=-�*0&.,�G21("#3+�'X! #-+M
�%� ' )+*0&B1(-21E�I)+7�1.&()+7�& u &(-2 �L07!- Φ(u) < +∞

Zn(u) = exp (uSn − nΦ(u))

-�5?&	7�*!-P:Z��1B&("#*![��' #-Y,� -�5B�IG21K��*�$�- 1 V!L07!"$�)�*�3+-21([+-J�gM 5�M�3�-21(5 0 5B" u 6= 0

��� ��" 0 ��������1B&("4-2*C&P�W /� "#*0&(G21("#-�7�1R,�7_,�)+:Z�'"#*!-Y,�- Φ V�:=)�*0&B1(-21PL07�-Y #-�5J,�G21("#3�G�-�5S5B7!$�$�-25B5B"43+-�5J-�* 0

,�- Zn(u) 5B)�*C&F,�-�5.:Z�'1B&("#*![+�� #-�5�M� -2&B1()+7�3�-21. #-�5	1(G�5B7� #&K��&(5E,�7 � -�7 ,�-P�!"# #-J)+7 � ��$�-�M



¨ � � ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

%#b �#b
	 � � 
�m �\j���
�� ��nem ��n �
p
 � n � ��nemAldp�g��

��2 : <>2�-Z-4-Z@�Ij+ 2Fo125B : IM2 � T ¨ T ¨ 5 2 03->2L2�2L< 03-42 . -D4�� I . <>-42ZI;254q4=2GTO��-L2 �� ,4��� 801HI+-� : -42L<�I;203-42L262L<�2N@q4sI . 5 -4-;-LK52 5 + 27- : <>-16F2A@=@12Z@ : <>K Y 0k@d0M.LIM2 {φn}
\hI . @d2;0m4>2 5 2N@�B:0k@q2A@ 5 2H03->2L2�2L<`^72F4

5 + 27-H4=2NB : @ 5 + . <><>QF4 T.
��-L2s@q4=< . 4>K5P>0;2�< . 0k@q->-7- . .LI;2�2A@34�27-L2 @q4=< . 4>K5P>0;2!4>25IMI;2si�2L2

E(T ) < ∞.��-L2C6F->-Z@qKAi�2L2�-Z652 5 2 4=8LKN-/<>S5BH2 5 + . <><>QF4 2A@34�i�2U+ 0MI�-U+ 2Fo?0M@q4=2 . 2Z6�27-L2C@34>< . 4=K5P>0;2�< . 0M@=-4-7- . .LIM2P . P4- . -G4>2/T * . < . 0k@q->-�2�- 2N@q4i�2L2 I;2A@�B:0k@q2A@ . 214=-G<10k@=K52N@ :;. <pIM2 6 . @d08-L- -4-D4 5 2A@ YW. I;262L<>@.R-G<1-ZK52N@NT7@¥-40;4
K
I .CYW. IM2�2Z<�B . o?0;B . IM2 . 214>-/<B0M@=K52 :;. <�I;2c6 . @109-L-RT � IM-/<9@

|Xn∧T (φ)| ≤ T sup
a

|g(a, Yi)| ≤ 35KT.
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limn→∞E(Xn∧T(φ)) = E(XT(φ)).
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E(XT (φ)) ≤ 0

6 . <
E(Xn∧T (φ)) ≤ E(X0(φ)) = 0
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T = inf{k ≥ 1 : Xk
2A@34�<>-42LPG2 }. � I;-G<>@

P(T = n) = (1/2 + 1/37)n−1(1/2− 1/37)
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E(T ) = 2 × 37/35 < ∞.
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XT (φ)(ω) = m1


−

T (ω)−1∑

i=1

2i−1 + 2T (ω)−1


 = m1 > 0 !
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E
(
f(Xn, Xn+1, . . . , Xn+k)|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn

)

= E
(
f(xn, X1, . . . , Xk)|X0 = xn

)
= Exn

(
f(X0, X1, . . . , Xk)

)
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E
(
Φ((Xn+k)k≥0)|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn

)
= Exn

(Φ((Xk)k≥0)) .
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E(Φ((Xn+k)k≥0)|Fn) = EXn

(
Φ((Xk)k≥0)

)
.
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“
Φ((Xn+k)k≥0); {X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn}

”

= P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)Exn

“
Φ((Xk)k≥0)

”

= E
“

EXn

“
Φ((Xk)k≥0)

”
; X0 = x0, X1 = x1, ...Xn = xn

”
.
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Φ((Xk)k≥0)
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E
(
Φ((XT+k)k≥0)|Fn)1{T=n} = E

(
Φ((Xn+k)k≥0)|Fn)1{T=n}

= EXn

(
Φ((Xk)k≥0)

)
1{T=n} = EXT

(
Φ((Xk)k≥0)

)
1{T=n}.
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E (Φ((XT+k)k≥0)|FT )1{T<+∞} = EXT

(
Φ((Xk)k≥0)

)
1{T<+∞}.
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� � ������X2�)� (XT
n = XT+n) �!�� ?(*�5� �����IX2�5�7DB���S�I4��A%IY #&��4�4���#A#&%�4� P FT+n
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(dy) DI+��� ,4�+-@�(* M+-%I�

DB� XT =
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W	(*4 � / ��������9�@���� {Ty < +∞}, ���K���&��X2�5� (X
Ty

n = XTy+n) #&��4� DB� y P7� / +2�&�� 8���	 0 " �� ���� 
+2�5DB01#&�!�)DA�I�& 8�$DB� FTy

= � �:��%I+L��%��)D�+2 ,+-%��&�)�!�2�V�:DA�Q���������IX2�5� (X
Ty
n = XTy+n) ���A�����I�& �6!(&�

{Ty < +∞} �!�� G��� #54�%B@��A@�+2�C+2 10 Py =
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n
_
f(Xn)

@q->0m4e08-G4>K5PG< . .LI;2GTA��+ .f: <>SN@[I . 5 KA6F-/B : -G@10TU410M-4- 5 2X� -¥-/. \ : <=- : -D@d0;410M-4- � T�_1T � ^F_fI . @1270;4=2X@=2 5 KN65-/B : -G@=2�2�-HI . @=-/BHBH2 5 + 27-L2XB . <q4B09-LP . IM2
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254 5 + 27- : <=-1652N@>@d2Z@ : <>K Y 0k@d0M.LIM2=09-D4=KNP/< . .LIM2 In
4=25Ik@�i�2L2

f(Xn) = f(X0) + Mn + In,

∆In = E
(
f(Xn − f(Xn−1)|Fn−1

)
= Pf(Xn−1) − f(Xn−1)

\ � T � ^
∆Mn = f(Xn) − Pf(Xn−1)

\ � T � ^
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f(Xn)
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∀x ∈ M, Pf(x) ≤ f(x).

W	+ A �!�� (*�)��#&��4� ,+-�:DA� M � @�%�4�0��C+-���&�)�$��+ M ���� �5%I� DB0!�)%�9:@!4'�A@���� ��" f ���� E¤A ~¢a¦O�1¢WJ ����[��	n [£�¤A [¢ � ��+
∀x ∈ A, Pf(x) ≤ f(x).
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@��A@�+2�C+2 10!� Px

� x ∈ M ��" f(Xn) �!�� ?(*�5����(*4	�89:��4� ,+2��H������<#&%���+2 ,+2Y�� " DB� #54'%O���!�'��( �:�!4�%I+����!�I�& 
#54�0�Y>+���+-@���� An =

∑n
k=1 (f(Xk−1) − Pf(Xk−1)) =

�����	��
������������
��
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G = I + P + P 2 + · · · + P n + · · · =

+∞∑

k=0

P k,
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G(x, y) =

∞∑

k=0

P k(x, y) ∈ [0,∞].

dJ-42L<74=->214=2�gh->-Z6`4B0;->- : -D@d0;410 Y 2
f,
-4-&-L-/4=2

Gf
I . gh-4-Z6F410M-4- 5 K3S/-70;2 :/. <

Gf(x) =
∑

y

G(x, y)f(y).

d . <�6F->- Y 25<>P/26-Z6F2 BC->-L-f4>-4-L2G_1-4- .Q. 2Z@>@10
Gf(x) =

∞∑

k=0

P kf(x).
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G = I + P

 
+∞X

k=0

P k

!
= I + PG � � M �+�

# *�-�*�,�G%,�7!"9&E��"#5BG�:=-2*C&FL07!- P (Gf) ≤ Gf.
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f = h + Gg.

� �!�GN!%��)�! ,+-%��&� h �� g DA�:���! , 8��DB0��'%I9 #&%���+2 ,+-%��.��%��	 (*�&+-6�(&�!9:�!�	 DA0� 1��4�9$+2�)0�����#&��4����!�Q4�� �
���� ,+-%��&� h = limn ↓ Pnf �! g = f − Pf =
$��#5�C( � " #&%�(*4S�����B6!(&� #)4�%A@��A@�+2�C+2 80 Px " limn f(Xn) �� limn h(Xn) �'FA+��� 8�!�	 �# = � = �! $��%��& 
01HB�I����� =

�����	��
������������
��
⇒ � )�5B)+*!5 g = f − Pf V.$�-iL07!"F�\,�7�5B-�*!5`$%�'1 f -A& ,�)�*!$ Pf 5B)�*0&`d!*!"#-�5�M.OP-T�� 47�5�VPn−1

k=0 P kg = f −P nf M Q )�:=:=- g -�5?&.�I)�5B"#&("#3�-F�!7�"45(L07�- f -25?&.5B7�1 $!�'1(:=)+*�"4LC7�-+V�)�*`�I-27�&
���'5B5B-21 �P 4�J #"#:="#&(-	,���*�5> #-	:=-�:jX�1(- ,�-E[+��7�$%$�-F,�-.$�-2&B&(-	G%L07���&("#)+*�V+-2&�)+X�&(-�*!"91> c� ��)+*!$A&("4)�*
Gg M

#"�?���}�F� {}�e�F�e�)�){G{}���}�d�q{}��yt~$�)�}{z���|��+t�d���)~3{���~F���F��� � �e�F�$��� �6�G�e�F��xz� �3�)��- 01/�2 



�����?�v'(���� 	)"+*��,����� ��� �
'N���&%�� ��� �,� �,� ���,���)"����&%�� 'I���� !�� _ ^Z¨

⇒ ���P5B7!"9&(- P nf -�5?&>,�G2$21()+"#5B5(��*0&(-	$%��1 f -�5?&�5B7�1 $!�'1(:=)�*!"4L07!- �I)�5B"#&("#3�-.-A&>5(�P #"#:="9&(-.�I)+5B"9&("#3�-
h -�5?&E7!*�- � )�*!$2&("#)+* $��'1(:=)�*!"4L07!-+V�$%��1 h = limn ↓ Pnf = limn ↓ Pn+1f = Ph M

⇒ �6� 7�*!"#$�"9&(GP1(G�5B7� #&(-R,�7�$%��1K��$2&(NA1(-U*�G�$�-�5B5(�'"91(-Y,�-J 4�j$�)+*�5?&B1(7!$2&("#)�*�M
⇒ � )�7�1 $%$!�+L07!- ��1()+X!��X!"# #"9&(G Px Vj #-�5\5B7!"9&(-�5 f(Xn) V Gg(Xn) V h(Xn) 5B)+*0& ,�-�5]5B7�1B8
:Z�'1B&("#*![+�� #-�5.�I)�5B"#&("#3�-25FL07�"�+,�:=-A&B&(-�*0&@7�*!-S #"#:="9&(-P��M 5�M��Y /� "#*�d!*!"/M � )+7�1	:=)�*0&B1(-21  /� G�[��' #"#&(G
,�-�5	 #"#:="9&(-�5�V!"# g5B7 ��&E,�-R,�G�:=)�*0&B1(-21	L07!-P 4�j #"#:="9&(-J��M 5�M!,�- Gg(Xn) -�5?& 0 M # 1

Ex(Gg(Xn)) = P nGg(x) =
X

m≥n

P mg(x)

&(-�*�,W3�-21(5 0 ��7!"#5(L07!-P 4�j5BGA1("4-R-�5?&E$�)�*C3�-21([+-2*C&(-j� Gg(x) < +∞ �AM
���J5B7!"9&(- Gg(Xn) $�)�*C3�-21([+-F,!�'*!5 L

1 3�-A1(5 0 M �  !-2D�"#5?&(-P,�)+*�$E7�*!-E5B)+7�5?8e5B7�"9&(-SL07!"�$�)+*C3�-A1([+-
��M 5�M�3�-21(5 0 V!L07!"-�5?&F,�)�*!$P 4��3��� #-�7�1E,�-P 4�� #"4:="9&(-J,�-J 4�j5B7!"9&(-J$�)�:=�! #N2&(-+M

� <BPG6F2s��6F2 <=KA@d2LI;4 . 4N_�-L-42R@ : -42 Y -4-R@,<>2F4=<>-42 Y 25< I;2A@ : <108-Z630 :;. 21oC<>KN@12LI;4 . 4>@7@d2L<7I . <>KN632Z<=<>2�-Z652
5 2N@�698 .F[ -L2N@ 5 2 � . < �G- Y 5 K�-Z-/B�.Z< . .LI;2A@5T
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� �� � �G#54'%A@��A@�+2�C+2 80?DE/ �I M 8��+2�& 8� DE/ (*�7��������9�@���� D #��I4L(*�)�����&��X2�)�?DA� � �I4	�
�A%IY " �	/ �!�� � P � DI+24��$��� N!%I�5�� M+-%I�

eD(x) = Px(TD < +∞) = Px(∃k, Xk ∈ D)

���� <(*�5� N!%I�5�� M+-%I� ��(*4 �&��4�9:%��&+-6�(&� " ��%�9?#54�+���� �!�	 M4�� 0 �� 1 = W)�S��%I9 #&%������	 1� ���I4�9�%I�&+-6�(&�
Y��I(* 

hD(x) = Px(ND = +∞),

%�� ND
DB0���+ HA�5�$���Q�5%I9�@�4��QDB�$YO+���+2 8���QDA�Q���K���&��X2�)��P � / �������!9:@���� D = $� #5�C( � "

limn→∞hD(Xn) = 1{ND=+∞}.

� � N!%��5�� ,+-%�� gD
DA�Q��� DB0��'%I9 #&%���+2 ,+-%��.DA� �<+-��� �$DA� eD " DB0	�G�&+-�Z#&��4 eD = hD + GgD

Y���(* 

gD(x) = Px(Xn 6∈ D, ∀n ≥ 1) si x ∈ D

= 0 si x 6∈ D.

�����	��
������������
��
⇒ � ��1j 4�^��1()���1("#G2&(GZ,�- ' �'1���)�3IV P neD(x) = Px(∃k ≥ n, Xk ∈ D) MH���^5B7�"#&(-Z,�-�5RG�3�G28
*!-�:=-2*C&(5 {∃k ≥ n, Xk ∈ D} =

S
k≥n{Xk ∈ D} $�)+*C3�-21([�-�-�*i,�G�$A1()+"#5B5(��*0&U3�-21(5P /� G�3�GA8

*!-�:=-2*C& {ND = +∞} =
T

n

S
k≥n{Xk ∈ D} M � �'1P:=)+*!)'&()+*�"4-�VI$�-Y1(G25B7! 9&K�'&J�!��5B5B-j��7�D

��1()�X���X�"# 4"9&(G�5�M



_ ^ _ ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

⇒ �  1(-�5?&(-^�TG2&(7�,�"#-21= 4�_ #"#:="9&(-^�T /� "#*�d�*!"	,�-� 4�T5B7!"9&(- hD(Xn) M ' ��"#5=�!�'1=$�)�*!5?&B1(7�$2&("#)+*�V
��1(-�*!��*0&R-�* $2)+:=��&(-�LC7�-� /� G�3�G�*�-�:=-�*0& � �e #-=*!)�:jX�1(-=,�-=3C"#5B"9&(-Z� D �'��1(N�5 n -�5?&U"4*�d�*�" �
*!-U,�G2�I-�*�,^�!��5P,�- n V�-2&P 4�=��1()���1("#G2&(GY,�- ' �'1���)�3IV�"# b3C"#-�*0&PL07!- hD(Xn) = PXn(ND =

+∞) = P(ND = +∞|Fn) -�5?& 7�*!-E:Z�'1B&("#*![+�� #-EXI)�1(*!G2-+V�L07!"!$2)+*C3�-21([�-S,�)+*!$E��M 5�M0-A&.,!�'*!5
L

1 3�-21(5.5(��3��'1("4��X� #-P&(-21(:="#*��� #-+M
⇒ � )�7�1E #-R,�-21(*�"4-A1F�I)�"#*C&%V�"# �5B7 ��&E,g� )�X!5B-21(3�-A1SL07�-

eD(x) − PeD(x) = Px(∃k, Xk ∈ D) − Px(∃k ≥ 1, Xk ∈ D)

= Px(X0 ∈ D, ∀k ≥ 1, Xk 6∈ D)

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� �� � ����%�( �	� �������!9:@���� D ���� ZDI+2 [�N¢a�L�[¤A� £¥� �7��+5#&%�(*4  8%�(* F�DB� �
Px(ND = +∞) = 0.

� �)�$��%��)D�+2 ,+-%�� �50����!�'���I+24����! Z��(�� ���I�& 8� #&%�(*4�6!(3/ (*� �!�&�!��9:@!��� D �!%I+2 � M4'������+-���& ����� 6�(3/ +2�
��FB+��� 8� (*��#&%� 8�!�	 M+-��� Gg  8���J6!(&� Gg ≥ 1 ��(*4  = ��Z#)�C( � ��� N!%I�5�� M+-%I� g #���(* G 8%�(���%I(*4����� ,4��
#54�+����Q�&(*�2�����!� DA����%�4���DA�  =
�����	��
������������
��

���R$�)+*!,�"9&("#)+*`-�5?&.5B7 ��5(��*0&(-+V�$%�'1.,g� ����1(N�5. 4�j,�G2$�)+:=�I)�5B"#&("#)�*�,�- � "4-25 � V� c�R #"#:="#&(-S,�-F c�U5B7!"9&(-
Gg(Xn) L07!��*�, n→ + ∞ -�5?&jG�[��' 4-`� 0 M ' ��"#5� /� "#*!G�[+�� #"9&(G Gg(Xn) ≥ 1D(Xn) -2*C&B1K� �c*!-
L07�� "# �-�*`-�5?&F,�-J:=<�:=-S,�-P 4�j #"#:=5B7!��,�-J 4�j5B7�"#&(- 1D(Xn) M!��� G�3+G�*!-�:=-2*C& lim sup{Xn ∈ D}
-�5?&F,�)�*!$R,�-S��1()+X!��X�"4 #"9&(GR*C7! # #-P�I)+7�1E&()�7�&(-J��1()+X��'X!"# #"9&(G Px M ' �'"45E$�-2&EG�3+G�*!-�:=-2*C& -�5?&E-2D���$28
&(-�:=-�*0&. /� -�*!5B-2:jX! #- {ND = +∞} V�$�)+:=:=-F*!)+7�5	 h� �%3�)�*!5	3C7^,!�'*!5. 4����1(-27!3�-F��1(G�$�G�,�-�*0&(-+M� G2$�"#��1()CL07!-�:=-2*C&%VH5B" D -�5?&=&B1K�'*!5B"#-�*0&%V> c�_$�)+:=�I)�5(��*0&(- $!�'1(:=)+*�"4LC7�-^,�-� 4� � )�*!$2&("#)�* 5B7�1B8
$���1(:=)+*!"4L07!- eD -�5?&S*C7� 4 #-+M � �'1P5B7�"9&(-j,� �'��1(N�5E #-U& $�G�)�1(N2:=-Y,�- � "#-�5 � V eD -�5?&F7!* �I)�&(-2*C&("#-� 
�I)+5B"9&(" �6-2&EG�[��' H�`�S5B7�1 D M

 - .f:L: I90ki�2 . -D4X6F2]<>KN@12LI;4 . 4X��27- : -408-G4A_L-4-<>2F4><=->2 Y 2�I . 65I . @=@10TS	6 . 4B0;->- 5 2A@�KF4 . 49@�i>2Z2\-L-42Z@.WY ->-Z@ 5 K5BH-4-D4=<>K52 . 2p698 ./: 0;4=<>2\_ 5 . -Z@!I . @=2N6F410M-4-(_1T ª T
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� �� � � %I(*4: 1%I(* 0� 1�I x ∈ M " ���QN!%I�5�� M+-%I� ex(= e{x}) ���� ?�!%I+2 [(*� #�% �
 1���& ,+-��� " ��%�+2 [(*�5� N!%I�5�� M+-%I� �&��4�9:%��	+-6!(&� = W5+ ex

�!�� <(*�S#&%� 8�!�	 M+-��� " ��/ 0! 8�� x ���� [ ,4����&��+-���& "
�&/ �!�� � P � D�+24���6�(&�

∀y ∈ M, Py(Nx = +∞) = 0.

W	+ ex
�!�� Z(*�5�GN!%��)�! ,+-%�� ����4�9:%��	+-6!(&� " ��/ 0! 8�� x �!�� G4�0���(*4�4��!�	 " �	/ ���� � P � DI+24���6!(&�

∀y ∈ M, Py(Nx = +∞) = 1.

� ��4� 8���	 3DE/ (*� 0! 8�� 4'0'��(*4�4����& x " %�� �$���!(*�V�!9:�!�	 3DA��(AF<#�%�����+-@�+2�C+2 80��G#�%I(*4?(*� ��(* ,4��[0� 1�I y :



�����?�v'(���� 	)"+*��,����� ��� �
'N���&%�� ��� �,� �,� ���,���)"����&%�� 'I���� !�� _ ^Gª

� ��%I+2 Ny = 0 Px p.s. ;
� ��%I+2 Ny = +∞ Px p.s.

� %I 1%I��� Cx
� / �!�&���!9:@!�V��DB�$ 1��� �Q0! 8�� M� = � ��%�4��  8%�(* y DB� Cx

�!�� 34�0���(*4�4��!�	 G�! Cx = Cy =�� / �!�&���!9:@!�V� Cx
��/ �'#A#&���2���$���]�/¡j�L¤A¤N£�H[£p¢a�¥�/ [¢W¢W£¥�O�/£ DA�

x =

�����	��
������������
��
⇒ �6� )�X!5B-21(3��'&("#)�*�5B7!"#3+�'*0&(-=-�5?& ��)+*!,!��:=-2*C&K�' #-+M �C)+"9& f 7�*!- ��)+*!$A&("4)�*]5B7�1 $���1(:=)+*�"cL07�-��I)�8
5B"9&("43+-Yd�*�"#-+Mg���Z #"4:="9&(-j,�-j 4�W5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #- f(Xn) �Z /� "4*�d�*�"b-�5?&JG�[+�� #-=� f(x) V Px ��M 5
5B7�1E /� -�*!5B-�:YX! #- {Nx = +∞} V�$%�'1E5B7�1E$�-A&	-�*!5B-�:YX! #-+V�"# �-2D�"#5?&(-J7!*�-P"#*�d!*!"9&(GJ,�- n &(-� �L07!-
f(Xn) = f(x) M � �'1E5B7�"#&(-�V�"# �-AD�"#5?&(-R7!*�-P5B)+7�5?8;5B7!"9&(-RL07!"g$�)+*C3�-21([�-J3�-21(5 f(x) M Q )+:=:=-S c�
5B7!"9&(-J-�5?&E$�)�*�3+-21([+-�*0&(-+V � � D�� -�5?&E,�)+*�$J c�Y 4"#:="9&(-R,�-S c�Y5B7!"9&(-J-�*0&("#N21(-+M

⇒ �C)+"9& x 7!* G2&K��&Y1(G2$�7�1B1(-�*0&%V�-2& y 7!*r�I)+"#*0&U&(-2 L07!- hx(y) = Py(Nx = +∞) 6= 0 MH���
:Z�'1B&("#*![+�� #-��I)�5B"#&("#3�- hx(Xn) $�)+*C3�-A1([+-��gM 5�M�3�-21(5 1{Nx=+∞} MgOj� ����1(N�5J 4�`1(-�:Z��1KLC7�-Y$2"#8
,�-�5B5B7�5�VH5B7�1Y /� -�*�5B-�:jX� 4- {Nx = +∞},  4�^ #"#:="9&(-=-�5?&��'7!5B5B">G�[��' 4-W� hx(x) M � )+7�5U��3+)+*!5
,�)�*!$J:=)+*0&B1(GRL07!- hx(x) = 1 M �  g1(-�5?&(-U��7�&("# #"#5B-21P 4�=,�G2$�)+:=�I)�5B"#&("#)�*T,�- ex �I)�7�1S,�G%,�7!"91(-
L07!- gx(x) = 0 -A&.,�)�*!$E����1B&()+7�&@�!7�"45(L07�-F�!�'1 $2)+*!5?&B1(7�$2&("#)+* gx -�5?& *C7! # #-S-2*`,�- $!)'1(5 ,�- x M

⇒ �C)+"9& &()+7 �?)�7�1(5 x 7!*ZG2&K��& 1(G�$�7�1B1(-�*0&%M���)�7!5> c�R��1()�X��'X!"# #"#&(G Px VC c�R5B7�1B8;:Z��1B&("4*�[��' 4- ey(Xn)

$�)+*C3�-A1([+-=��M 5�M�3�-21(5 1{Ny=+∞} V�:Z�'"#5jL07!"�,� �'��1(N�5U 4�^��1(-�:="#N21(-���5B5B-21B&("#)+*\,�-= c�`��1(-�7�3�-
3+�'7�&R�'7!5B5B" ey(x) M Q -2&B&(- ��)+*�$2&("#)+* 3���7�&R,�)�*!$=5B)+"9& 0 V�5B)+"9& 1 M��b&j,�-��! #7�5J5B" ey(x) = 0 V
Px(Ny = +∞) = 0 -2&E5B" ey(x) = 1 V Px(Ny = +∞) = 1 M

⇒ �C" y ∈ Cx V! 4� � )�*!$2&("#)�* hy L07�"�*g� -25?&	����5	"4,�-2*C&("4L07!-2:=-�*0&.*C7! # #-P3+�'7�&J�R�'7^�I)+"#*0& x M � �'1
 #-�5E1(G25B7! 9&K�'&(5F$�"98 ,�-�5B5B7!5�V�$�-� 4��-�*0&B1K���c*!-UL07!- x -�5?&E1(G�$�7�1B1(-�*0&%M �C"H,�-U�� #7!5 z ∈ Cx VI,g� �'��1(N�5
 4�J1(-2:Z�'1KL07!-	��1(G2 4"#:="#*��'"91(-S,�-E 4�J��1(-27!3�-+V hz(Xn) $�)�*C3�-21([+- Px 8;��M 5�M�3+-21(5 1{Nz=+∞} = 1 V
L07!"-�5?&EG�[��' b� hz(y) ��7!"#5(L07!- Px(Ny = +∞) = 1 M � �'1E5B7�"#&(- hz(y) = 1 V!$2-RLC7�"�5B"#[�*!"9d�-
L07!- z ∈ Cy M # *^,�G�:=)+*0&B1(-SG23�"4,�-�:=:=-�*0&.,�-P:=<�:=-PL07�-P5B" z ∈ Cy ⇒ z ∈ Cx M

 -(214B0;I80k@ . -G4 I . B . 4=<B0M652 : -/4=26-G4B0;2NI;IM2/_R-4- . 2;- K�-L->-Z6FK+27- : 262 : I82Z@�6FI . @>@d0ki�2L2/T/@?0[->-N-L-f4>2i�2L2
G(x, y) = G(1y)x = Ex(Ny)

- �
Ny

2A@34XIM2=-L-/B�.L<>2 5 2 Y 0k@d0;4=2A@X�CIj+ KF4 . 4 y
_?0MI Y 0;26-G4 �

� �Z¢a�	¡ ¡ �Z�h¢a£ ����������W)%�+2 �� (*�)�Q�����IX2�5��DA� �S��4��B%�Y�+24�4�0�D�(&�� M+-@���� = � ��%I4��
� ��� ��%�+2 E#�%I(*4  1%I(* � F " � �>" G(x, y) < +∞ "  8%�( �[����� 0� 1�I -� ��%��& L M4'������+-���& M�[�� G�������&��X2�)���!�� 

DI+2 1�Q M4'������+-���& 8� �
� �j� � ��%I+2 5#�%I(*4? 8%�(* � F " � ��" G(x, y) = +∞ "  1%I( � ���!� 0! 8�� M����%��	 4�0��!(*4�4����& M�?�! ���:�����IX2�5� �!�� 

DI+2 1�Q4�0��!(*4�4'�!�	 1� �
� �j� � ��� �!4�+2 B�!4'� DB�<4�0��!(*4�4����5��� � �������&��X2�5� �!�� 4�0��!(*4�4����& 8� ��+ �! ���!(*����9:�!�	 ��+E�V��������(*�����JN!%I�5� �

 ,+-%��&� ��(*4 �&��4�9:%��&+-6�(&�!� ��%I�& G�V���Q��%��&�� 8���	 1�!� =

�����	��
������������
��



_ ^4� ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

⇒ � ��1Y"91B1(G%,�7!$2&("#X�"4 #"9&(G+V� #-�$%�'1K�'$2&(N21(-�d!*!"6)+7i"4*�d�*�"6,�- G(x, y) *!-�,�G��I-�*!,_�!��5R,�7i$�)�7!�� 4-
(x, y) $2)+:=:=-P*�)+7!5. /� �%3�)+*�5E,�G �?��:=)+*0&B1(GP,���*!5	 4�j��1(-�7!3�-P,�-P 4�j��1()+�I)+5B"9&("#)+*_�0M ��M#���CM

⇒ �C" G(x, y) = ∞,  4�J��1()��I)+5B"9&("#)+* � M ��M �R:=)+*0&B1(-	L07�� "# !*g� -AD�"#5?&(-F��7�$�7!*=G2&K��&>&B1K�'*!5B"#-�*0&%MC�g-�5
G2&K�'&(5E5B)+*0&S,�)�*!$J1(G�$�7�1B1(-�*0&(5�M �C" G(x, y) < ∞,  c� ��)+*!$A&("4)�* g = 1y 3�G21("9d�- Gg(y) ≥ 1 -A&
y -�5?&F,�)+*�$S&B1K��*�5B"#-�*0&%V�&()�7 �?)�7�1(5E����1E���!�� #"4$��'&("#)+*T,�-P 4����1()+�I)�5B"9&("4)�* � M �CM �CM

⇒ �C"> 4�`$&$�� �c*!-=-�5?&J&B1K�'*!5B"#-�*0&(-+V� c� � )+*�$2&("#)+* ex -25?&R5B7�1 $���1(:=)+*�"cL07�-��/��1()��I)+5B"9&("#)+* � M ��M#���+�
-2&	*!)�*�$�)�*!5?&K�'*C&(-J$��'1	-� # #-R3+�'7�& 1 -2* x -A&	-�5?& < 1 ��"# # #-�7�1(5�M ��" 4�j$%$!���c*!-J-25?&.1(G�$�7�1B1(-2*C&(-�V
 /� )�X!5B-21(3��'&("#)�* �/��"9&(-U��7T,�G�X!7�&E,�-J 4�j��1(-�7!3�-R,�-J 4�j��1()��I)+5B"9&("#)+* � M ��M#���Z:=)�*0&B1(-JL07!-S&()�7�&(-
� )�*!$2&("#)+*�5B7�1 $���1(:=)+*�"cL07�-P-�5?&E$�)+*�5?&K��*0&(-+M

��� £AJ��J¡ £ � V� �� � \ � ¦O�¥§b�O£ H[£ EU� £�£D� HO£ J �R¢W� � � � � � �, Vs-42Z@l<>2 Y 2�-L->-Z@u0M6�0�@d2L<Ij+ 2Fo12NB : I;2:_1T ª T�_ ª 08-D4=<>- 5 270m4 5 . -Z@sI . @q2A6`410M-4-u_1T ª T 5 2 698 ./: 0;4=<>2�_1T~�,- 65-4-Z@10 5 S5<>2�I . 698 .W[ -Z2
5 2 � . <��/- Y (Xn)

� YW. I;262L<>@ 5 . -Z@ N 5 2�4=< . -Z@10m4B0;->- Q

Q(x, x − 1) = qx Q(x, x + 1) = px Q(x, x) = rx px + qx + rx = 1.�,- @12 :L: -G@=2�i�2L2
px > 0

: -42Z<s4>-4214
x ≥ 0

_
qx > 0

: -42Z<s4>-4214
x ≥ 1

254
q0 = 0.

Vs-f4>-4-Z@
γ0 = 1,

γx =
q1 . . . qx

p1 . . . px
.

@¥-40;4N_ .WY 2N6 I;2A@�-L-/4 . 4B0;->-Z@ 5 2]Ib+ 25o¥2NB : I;2+_LT ª T _ ª _
γx =

p0

pxλx
.

dJ-42L<
x ≥ 1,

-L->2Z@#-L-f4>-4-Z@
u(0) = 0,

254
u(x) =

∑x−1
i=1 γi.� IM-/<9@7I . gh-4-R6`410M-4-

u
2A@34X8 . <=BH->-70Mi�2L2�@12L<

N − {0} _16f+ 2N@q4X� 5 0;<>2]i�2L2 Qu(x) = u(x).dJ-42L<74=->214
a < b ∈ N

∗,
-L-/4=->-Z@

Ta = inf{n ≥ 0 : Xn = a} 2F4 Ta,b = Ta ∧ Tb.@A2 :L: -G@=-4-R@
X0 = x ∈ [a, b].

� IM-/<9@ IM2 : <>-¥652N@>@d2R@
(u(Xn∧Ta,b

)
2N@q4\27-L2HB . <=4108-LP . I;2C2F4]26-< . 0M@=-4-;- . -D4765-/BHBH2 5 . -R@!Ij+ 2Fo125B : IM2 � T�_1T�_1_?-L->2Z@!-/.L4=2�-Z-4-Z@

P(Ta,b = Ta) =
u(x) − u(b)

u(a) − u(b)
.

d . < . 0MI;IM2�2Z<>@N_ {T0 = ∞} = {∀n : T0,n = Tn}.
��+ - �

P(T0 < ∞) = limn→∞P(T(0, n) = T0) = 1 − limn→∞u(x)/u(n).VX->2Z@ .WY -4-Z@H-G.14=26-�2D27- 6F<B0;4=S5<>2 5 2 <=KA632L<><=26-Z6F2 i�270�6F-GB : I;S54=2 IM2 <>KN@12LI;4 . 4 : <>-42 Y K 5 . -Z@Ij+ 2Fo12NB : I;2<_1T ª T�_ ª _

 ¦O�D�R¢WZAJ £ ������� � � �����&��X2�5� (Xn) ���� Z4�0��!(*4�4'�!�	 1� ��+G�� G����(*����9����& G��+

∑

i≥1

γi = ∞.



�����?�v'(���� 	)"+*��,����� ��� �
'N���&%�� ��� �,� �,� ���,���)"����&%�� 'I���� !�� _ ^D©
%#b 	#b�� � �7g �,k ��� 
�m&i
���n ������� 
 oIi
�� l �/l ���,k 
 o �\g ���k 
zm ����n��1p�
�m(i�


fhn �	�
g � i�j�p�g ����;n��$k 
�m

VX-42R@�-Z-42Z@�08-G4>K5<>2N@>@q->-Z@ . 2�6 . Ik632LI�-A2LBHK5<B0ki>2Z2 5 2A@?gh-4-Z6F410M-4-Z@!i�270¥03-42Z2�-D4�2;-�PG< . - 5 <B]/IM2
5 . -R@!I;2A@ .f:L: I80k6 . 4B0;->-Z@N_L6F-/BHBH2 Ex(f(Xn))

->2�I . gh-4-Z6F410M-4- : -/4=26-G4B0;2NI;IM2
Gf.

��¢a� �J¡GZAJ £�H[£ � �Z [�W¦��
�s->-7-L-4-R@)U -L-42R@,2;- 8Z-/<B0 �N-4-(S/-70

T
254<27-L2�698 .W[ -Z2 5 2 � . <��/- Y (Xn) 5 K6-L-/B�.L< . .LIM2 5 2B . 4=<B0k6F2 5 2�4=< . -Z@10;410M-4- P

@12L<
M × M

T
� ���J�[� �N�j�R� ��������U � �)�7N!%I�5�� M+-%I� u(k, x) �!�� ���%��C(* ,+-%�� D�( #54�%B@!�c��9:� DA� �3��(&��� � " DA�
��%��5DI+2 M+2 ,+-%��  1��4�9�+2�5���V� f ��+G���2���$Y�0�4�+ �L�

(P − I)u(k, ·)(x) + u(k, x) − u(k − 1, x) = 0, u(T, x) = f(x)
\ � T � ^

%�( DA�Q9:���&+;��4�� #5� ( � �'F!#5�C+-��+2 8� " u(k, ·) �!�I M+�� N!�I+2 Z�V� 4������I M+-%I� DA�Q4�0���(*4�4��!�)��� 4�0� M4'%�HA4��ADB� "

u(k − 1, x) =
∑

y∈M

P (x, y)u(k, y), u(T, x) = f(x).

��£AJ �1¢
	n O£ ������� � * . 5 0 �	KN<=26-Z6F2 u(k, x) − u(k − 1, x)
: 2�214�Q54=<>2:09-D4=2N< : <=K54=K52�65-/BHBH2

27-L2 5 KN<10 Y KN2 5 0k@=65<=S54=2{2�- 4>25B : @NT[*,+ - : K5< . 4>2�2L< P − I
<>2 : <=KA@q26-G4>2Q27-L2�@=-/<=4=2 5 2 YF. <10 . 4B0;->-BH-ae/2�-;-L2H2�- 2A@ :;. 6F2{IM2�IM-4-LP 5 2A@]4>< . 032N6`4>-40M<=2A@5TU* . <>KN@=-/I821410M-4- 5 2 : <>-/.ZI;SNBC2 5 2���0M<B0M698LIM2F4: ->2L<�IM2�I .f: I . 630M2�-i>2Z2\-L-42Z@ : <=KA@q26-G4>-4-Z@!6�0TU 5 2N@>@=-42Z@�0MI;I82Z@q4=<>2�652N@�0 5 KN2N@NT

* . 5 2621o?0;SNBC2Hgh-G<=BL2LI . 410M-4- BH-4-D4=<>2{i�2L2/_ 5 . -Z@�IM2�6 . @�-��lIj+ 2N@ :;. 6F2 M
2A@34\S/-70j_~I . 5 ->-7-LKN2

5 2�I . 65-4- 5 0m4B0;->-�4=2N<=B:08- . IM2�@12 V 4�� 5 K3S/-70;<�I . @1270;4=2 :/. <�<=KA632L<><=26-Z6F2�<=K54=<>-/P/< . 5 2]2F4�i�2L2CI .@q-GI92L410M-4-p2N@q4 5 -4-7-LKN2 :;. <
u(k, x) = P T−kf(x) = E(f(XT )|Xk = x).

\ � T ¨6^ ^
� . -Z@!IM2�6 . @7-��pIb+ 2A@ :;. 6F2�2N@q4 5 K�-Z-/B�.Z< . .LI;2G_¥-4-�<>KN@=-42L4!I . 5 2�2LoA0MS5BH2�KNi�2 . 410M-4- : ->2L< |f | _12F4I;-G<>@>i�2L2�I . @=-/I821410M-4-p2N@q4�S;-70M2]2�-�4=->214 : ->09-D4X->-�<>2 : <>2�- 5 IM2 : <>-/.LIMS5BH2 .WY 2N6 f

2�-KF4 . -D4X@ �L<
5 2]6F->-Z@34><12;0;<>2,2;-L2c@q-GI92L410M-4-vS;-70M2]2�-p4=->214 : ->09-D4ATd,I82Z@!P/K6-LK5< . IM25BH2�-D4A_¥@10

E
(
f(XT )) +

∑T
k+1 g(n − 1, Xn−1)|Xk = x

)
= v(k, x),

- �
f
2F4

g@q->-D4!@12 V @ . BHBC26-D4�09-D4=KNP/< . .LIM2N@N_ . IM-/<9@
v
Y KN<109SZ2

(P − I)(v(k, ·)(x) − g(k − 1, x) + (v(k, x) − v(k − 1, x)) = 0, v(T, x) = f(x)
\ � T ¨/¨ ^



_ ^ � ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

*U-G<>@>i�2L2�Ij+ 8L-G<10��5->- 2N@q4v08-?S;-70b_!-4- -~+ . : I92R@ 5 2 6F->- 5 0;410M-4-�4>25<>B:09- . I;2G_74=-42L4=2Fgh->0M@�-4- . I .: <>- : -G@10m4B0;->-�@1270 YW. -G4>2/T
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� �� � � %I(*4 f ≥ 0 "�� N �!�� 3���[#5�C( �Z#&�! ,+2 1� ��%��C(* ,+-%���#&%���+2 ,+2Y���DB� � / 0�6�(&�� ,+-%��

v = f + Pv
\ � T ¨ _/^

�Z� #&��4� ,+-�!(*�C+-��4 " #&%�(*4Z 1%I(* y ∈ M " G(x, y) = G(1y)(x) ���� E���Z#5�C( �J#��� M+2 8�Z��%�� (* M+-%I�[#�%���+2 M+2Y��
DA�Q� / 0�6!(&�I M+-%I�

v(y) = 1 + Pv(y), v(x) = Pv(x) x 6= y.

�3�! , 1�KDA��4��&+;��4�� #54'%'#54�+-0� 80 #&��(* 3#&�!4�9:�� M ,4��7DB� N!%�(*4��&+247(*� 9�% �A�!� DA�K��������(*����4 ���S9��I M4�+-���
#�%I 1���& ,+-���2��� =

�����	��
������������
��
�  C-�5?&6$� 4�'"#1>L07!- Gf -�5?&65B)+ #7�&("4)�*�V��/G�3�-�*0&(7�-� # 4-2:=-�*0&�"#*�d!*!"#- -�*Y$�-21B&K�'"4*�5b�I)+"#*0&(5K�H,�-  /� G%L07���&("#)+*
� � M#�����AM Q )+*�5B"c,�G21()+*�5�7!*�-W��7�&B1(-W5B)+ #7�&("4)�*]�I)+5B"9&("#3�- v M Q  c�'"91(-�:=-�*0& v ≥ f M � 1(-�*�)+*!5Y$�-2&B&(-
"#*!G�[+�� #"9&(G@$�)�:=:=-��I)�"#*C&H,�-�,�G2���'1B&H,g� 7!*�- $ ���I)'& $!N�5B-�,�-61(G�$�7�1B1(-�*!$2-@,�-6& ���I- v ≥Pn

k=0 P kf M� �'1E #-�5E��1()+��1("#G2&(G�5E,�- v V�$�-� 4��-�*0&B1K� ��*�-JL07!-

v = f + Pv ≥ f + P

 
nX

k=0

P kf

!
=

n+1X

k=0

P kf.

��� $����I)�& $!N25B-S,�-	1(G2$�7�1B1(-�*�$�-E-�5?&.5(�'&("#5 � ��"9&(-+M���*Z�!��5B5(��*0& �R 4�R #"4:="9&(-+V�)+*Z3�G21("9d�-FL07!- v ≥ Gf M

� �j¤5�N¢a� �J ~�A� �	� HO£ ¤A�Z¢W�N�j£�£D���O¢a� �J¡GZAJ £&HO£ � � ¢W�j�W¦[¡j£G�
@¥-40M2�-D4

(Xn)
27-L2c698 .F[ -L2 5 2 � . <��/- Y 5 2\-L-ae . 2 5 2�4=< . -Z@10m4B0;->- P

2F4
D
27- 5 -/B . 09-L2 5 2

� T�� .f:L: 25IM-4-Z@ i�2L2�IM2 : <>25B:0M25<�4>25B : @ 5 2�@=-/<=410M2 5 2 D
_
σD = TDc

2A@34,27-�4NT . T i�270 Y K5<B0TSR2
{σD = n} = {X0 ∈ D, X1 ∈ D, . . . , Xn−1 ∈ D, Xn 6∈ D } TJVX->2Z@ .WY -4-R@c.	2 . 2R6F-42 :KF4B2 5 0MK�I . gh->-Z6`4B0;->- @d2Z<=8 . <=BH->-70Mi�2L2 eDc

T	d I92Z@�PGK�-LKN< . I;2NBC26-D4N_;-Z-42Z@,-L-42R@,08-D4=KN<=2A@=@=25<>-4-Z@s�I . 5 0k@q4=<B0;.72L410M-4- 5 2c@q-G<q4B0;2 5 2 D
_R6f+ 2N@q4dU �WU 5 0;<>2���I . B . 4=<B0k6F2]@q->2Z@dU,B . < �G- Y 0;26-7-L2

PD(x, y) = Px

(
XσD

= y; σD < ∞
)
,

2F4 . 2Lo�gh-4-Z6F410M-4-Z@
PDf(x) = Ex

(
f(XσD

)1{σD<∞}
)
.

O In2N@q4�- . 4B2L<>25I 5 + 09-D4><=- 5 270M<>2�I . gh<=->-D410MS5<>2 5 2 D
_Z6F-GBCBH2

∂P D = {y ∈ M \ D , ∃x ∈ D, P (x, y) > 0}



�����?�v'(���� 	)"+*��,����� ��� �
'N���&%�� ��� �,� �,� ���,���)"����&%�� 'I���� !�� _ ^ �

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� �� � W)%I+2 f (*�5�)N!%��)�! ,+-%�� #�%���+2 ,+2Y��  8�!�2�V� 6!(&� f(x) �� Pf(x) �!%I+-�!�	 �3�	+-���
#�%I(*4[ 1%I(* x = � ��%�4��
� ��� ��+ f ���� L��(*4 ����4�9:%��	+-6!(&� ��(*4 D " (f(Xn∧σD

))n≥0
�!�� G(*�)�[��(*4	�89��I4� M+2� HB�I����#�%���+2 ,+2Y����

� �j� � ��+ f ���� �&��4�9:%��&+-6�(&�<��(*4 D " (f(Xn∧σD
)))n≥0

�!�� (*�)�?9:��4� ,+2��H����V� = W	+ �'�� , 1�<9:��4� ,+2� �
H��������!�� G(*�&+ N!%I4�9�0�9:�!�	 L+2�	 101HA4��A@���� "

f(Xn∧σD
) = E(f(XσD

)|Fn∧σD
) = EXn∧σD

(f(XσD
)) = PDf(Xn∧σD

) ;

� �j� � � ��%�+2 D (*� DA%�9:��+2�)�K 1���Z6�(&� #�%I(*4  8%�(* x ∈ D, σD
�!%I+2 �3�&+ Px

# = � =�" #�%I(*4  1%I(* 1�
N!%I�5�� M+-%I� h @�%I4��50�� DA0 �3�	+-� ��(*4 ∂P D " PDh = f ���� (*�5� N!%I�5�� M+-%I������4�9:%��	+-6!(&�QDA���&�
D.

�����	��
������������
��
⇒ Q )�*!5B"4,�G21()�*!5E 4�=,�G�$�)�:=�I)+5B"9&("#)+*�,�-JOP)0)�X ,�-P 4�j5B7�"9&(-J�I)+5B"9&("#3�- f(Xn∧σD

) V!-2*

f(Xn∧σD
) = f(X0) +

nX

i=1

1{i≤σD}(f(Xi) − f(Xi−1))

= f(X0) +

nX

i=1

1{i≤σD}(Pf(Xi−1) − f(Xi−1))

+
nX

i=1

1{i≤σD}(f(Xi) − Pf(Xi−1))

Q )+:=:=- f -�5?&�5B7�1 $!�'1(:=)+*�"4LC7�-T5B7�1 D V Pf(Xi−1) ≤ f(Xi−1) �I)�7�1 i ≤ σD V	-2&^ #-
&(-21(:=-`,�-W c�_,�-27�D�"#N�:=-Z 4"#[�*!-^-�5?&�*!G�[+�'&(" � M Q � -�5?&=7�*\��1()0$�-�5B5B7�5Z,�G�$21()�"#5B5(��*0&%M>��-Z&(-21(:=-
,�-U 4�Z&B1()�"45B"#N�:=-Y #"4[�*!-Y-�5?&J 4�W:Z��1B&("#*![��' #- (Mn(aσD )) ,�G%,�7!"9&(-U,�-j 4�Z:Z�'1B&("#*![+�� #- Mn ,�-
3+��1("4�'&("#)+* f(Xn) − Pf(Xn−1) �!�'1E 4�j5?&B1K�'&(G2[+"#- aσD = 1]0,σD ] M

⇒ ' )�*C&B1()�*!5`L07!- PDh -�5?& $���1(:=)+*!"4L07!- 5B7�1 D M � )+7�1`$2-� 4��V.*�)+7!5W����1B&()+*�5�,� 7�* �I)�"4*0&
x ∈ D -A&�$%�' 4$27! #)+*�5 P (PDh)(x) M � ��1= 4�_��1()+��1("4GA&(G^,�- ' �'1��+)'3]L07�-`*�)+7!5Y7�&("# #"#5B-21()+*�5
,!�'*!5	 #-J����5B5(�'[+-U,�-S c�Y��1(-�:="#N21(-R�U c�=,�-�7�D�"#N�:=-F 4"#[�*!-+V

P (PDh)(x) = Ex

“
PDh(X1)

”
= Ex

“
EX1

“
h(XσD

””

= Ex

“
Φ((Xp+1)p≥0)

”

)��^ 4�j3IM ��M Φ((Xp)p≥0) = h(XσD((Xp)p≥0)) M # 1
σD((Xp+1)p≥0) = inf{p , Xp+1 ∈ Dc} = inf{n ≥ 1, Xn ∈ Dc} − 1.

Q )+:=:=- X0 6= Dc V inf{n ≥ 1, Xn ∈ Dc} = inf{n ≥ 0, Xn ∈ Dc} V!-A&
σD((Xp+1)p≥0) = σD((Xp)p≥0) − 1.



_ ^�� ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

OP-P:=<�:=-�V
XσD

((Xp+1)p≥0) = XσD((Xp+1)p≥0)+1 = XσD((Xp)p≥0).

# *�3�GA1("#d!-J,�)�*!$JX�"4-2*^L07!-
P (PDh)(x) = Ex

“
Φ((Xp+1)p≥0)

”
= Ex

“
Φ((Xp)p≥0)

”
= Ex

“
h(XσD

)
”

= PDh(x).

� �Z¢a�	¡ ¡ �Z�h¢a£ ������� � � ��¢a� �J¡GZAJ £+H[£ � � ¢a� �W¦[¡j£D� �,�W)%I+-�!�	 D (*�7DA%I9��I+2�5�?�� f (*�5� N!%I�5� �
 M+-%I� @�%I4��50��:DA0 �3�	+-�$��(*4 ∂P D.


 � �'%I����+-D���4����V�?#54�%B@!�c��9:�:DA� Q+24�+-���*���! ;G��%��&�� ,4�(*+24��$(*�5�
N!%��)�! ,+-%�� u : D ∪ ∂P D→R @�%�4��50��Q 1���2����6!(&�

(I − P )u = 0 dans D, u = f sur ∂P D.
\ � T ¨Nª ^

W	+L#&%�(*4  1%I(* x ∈ D, Px(σD < +∞) = 1, ����#)4�%A@��c��9�� �ADI9��� �(*�5� (*�	+-6!(&���!%I�C(* ,+-%��
DA%I�&�50�� #��I4 u(x) = PDf(x) #�%I(*4 x ∈ D ∪ ∂P D.

�����	��
������������
��
���R5B-�7! #-F$%$�)+5B-P�R:=)+*0&B1(-21@-�5?&. /� 7!*�"4$2"#&(G�M # 1 7!*�-S5B)� 47�&("#)+*WXI)�1(*!G2-P,�7Z��1()+X! #N�:=-E,�- Q ��7�$%$��
,�G2d!*!"9&Z7!*�-^:Z�'1B&("#*�[��� #- (u(Xn∧σD

))n≥0 L07!"	-�5?&W /� -�5B�IG21K�'*!$�-T$�)�*�,�"9&("#)+*�*!-� # #-_,�-^5(� 3IM ��M
&(-21(:="#*��' 4- u(XσD

) = f(XσD
) M!fF"#*!5B" u(Xn∧σD

) -�5?&F,�)+*!$SG�[��' H� PDfXn∧σD
M

��� £AJ��J¡ £ � V� �� � @¥->0m4
(Xn)

27-L27698 .F[ -L2 5 2%� . < �G- Y 0M<><=K 5 2Z6`4B0;.ZI;2?2F4J<=KA632L<><=26-D4=2 5 2�-L-ae . 2
5 2�4=< . -Z@10m4B0;->- P.

dJ-42L<
x ∈ M,

-L-/4=-4-R@
Tx = inf{n ≥ 0, Xn = x}. @¥-40M2�-D4 a

2F4
b 5 2�2Lo: ->09-D49@ 5 0M@q4108-Z6F4>@ 5 2 M.

� I;-G<>@!I . gh-4-Z6F410M-4-
h 5 K�S;-70M2 :;. <

h(x) = Px(Ta < Tb)2N@q4�I . @=-/I821410M-4- 5 2 : <>-/.LIMS5BH2 5 2c�,0;<B0M698ZI;254[�
(I − P )u = 0 5 . -Z@ M \ {a, b}, u(a) = 1, u(b) = 0.

\ � T ¨�� ^
��� £AJ��J¡ £ � V� �� � � � 	n O�1�N�j�R� H[£p¡ ���W¦O�L¡ £¥ [¢{£G���[¢a� �O¡}ZAJ £ HO£ � �h¢a� �W¦O¡ £D�+HO� ¤A�f¢a£D� �
Vs-42Z@ 5 ->-7-L->-Z@$27-l2Fo125B : IM2 5 2 : <=-G.LIMS5BH2 5 2{��0M<10k698LIM2F4�r 5 0M@>6F<>KF4B0M@=K 5 + 2;- : <=-G.LI;SNBH2 : I82Z@6F-GB : I;25o¥2G_ : -D@qK]@12L<!4=->214�27- 5 -GB . 09-Z2 5 2 Rd 2F4�-L->-@=2�2ZI;2NBC26-D4�@12L<�27-Z2]P/<B0;IMI;2GT
@¥-40;4

D ⊂ Rd 2;- 5 -GB . 08-L2<r3<>K5P>2LI90M25<ds�2F4 ∆
I;2HI .f: I . 6�0;26- 5 2 Rd _U6f+ 2N@q4dU �WU 5 0M<=2CIb+ - : KN< . 4=2�2Z<25IMI90 : 4B0Mi�2L2G_

∆ = 1
2

∑d
i=1 ∂xixi

T
@¥-40;4

f : ∂D→R
27-L2 gh-4-Z6F410M-4- 5 ->-7-LK52GT *U2 : <=-G.LIMS5BH2 5 2 �,0;<B0M698ZI;254 . @>@q-16�0;K . 2 65-42 : I;2

(D, f)
65-4-Z@10k@34>2�26-I . <>2N698L2N<>698L2 5 + 27-L2�gh->-Z6`4B0;->- h : D ∩ ∂D→R

4=2NI;IM2ci�2L2
∆h(x) = 0, ∀x ∈ D, h(x) = f(x), ∀x ∈ ∂D.

\ � T ¨A© ^
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*,+ 09-D4>25< : <=K54 . 410M-4- : 8¥e1@10Mi�2L2]6F->2L< . -D4=2 5 2]6F2 : <>-/.LIMS5BH2�2N@q4�I . @1270 YF. -D4=2��L@d2 :L: -D@q->-Z@!i�2L2 D<=2 : <>KN@=2�-D4=2=27- 65-4- 5 2Z6`4>2�2L<�4>8L25<>B:0Mi�2L2�\ 27-L2 : I . i�2L2 5 2cBHK54 . I ^�254 f(x)
27-L2c4=25B : K5< . 4B2L<=2

0;B : -G@=K52�2�-�27- : ->09-D4
x 5 2p.R-G< 5�5 2�I .�: I . i�2L2GT � IM-/<9@5_1��Ij+ KNi�270MI90M.L<>2�4=8L2N<=B:0ki>2Z2�I . 4=25B : K3U< . 412L<>272�-�27- : ->09-D4

x 5 2�I . : I . i>2Z272A@34 5 ->-7-LKN2 :/. < u(x)
- �

u
2A@34,I . @q-GI9214B0;->- 5 2 : <>-/.ZI;SNBC2\ � T ¨W© ^`TRVX-42R@X6F->-Z@d0 5 KN<=->-Z@#0M6�0�27-Z2 Y 2N<>@10;->- r 5 0k@>6F<>KF410k@=K52ts 5 2 : <>-/.LIMS5BH2 5 2���0M<10k698LIM2F4ATZdJ-42L<

x, y ∈ Zd,
-4-�-L-f4>2

x∼y
@10n2F4s@=2�2LIM25BH2�-D4s@10 |x − y| =

∑d
i=1 |xi − yi| = 1

T
@¥-40;4

D ⊂ Zd T D
2N@q4 5 0m4 �'%I�&�)��F � @10 : -42L<{4>-4214p6F-42 : I;2 x, y ∈ D

0MIs25oA0k@q4=2N27-L2 @1270;4=2
x = x1, . . . , xk = y ∈ D

4=25Ik@�i�2L2
xi+1 ∼ xi.

* . N�4�%��	 M+;��4�� 5 2 D
2N@q4�Ij+ 2�-R@q2NB�.LIM2

∂D = {y ∈ Z
d \ D : ∃x ∈ D : x ∼ y.}

��-L2�gh->-Z6`4B0;->-
f : D ∪ ∂D→R

2A@34 5 0m4>2 ∆ � �&��4�9:%��	+-6!(&� 5 . -Z@ D
@10 : ->2L<!4=->214

x ∈ D

Lf(x) = 0

-��
Lf

<>2 : <=KA@q26-G4>2 IM2�r3I .f: I . 630M2�- 5 0M@>6F<>2F4ds 5 2 f

Lf(x) =

[
1

2d

∑

y:y∼x

f(y)

]
− f(x).

� �7����#5���B�!+-��� D�+����!4'�! �!�� <� / %'#&0�4��� 8�!(*4 P − I DA������#54�%I9����5�BDA���I��0��� 8%�+24����	��9:0! ,4�+-6!(&� ��(*4
Zd 5 K3S/-70;2 :;. < Sx

n = x +
∑n

i=1 Ii,
-�� IM2N@ Y T . T {In}n≥1

gh-/<>BH2�-D4�27-L2C@d2;0m4>2 5 2 Y T . T/0jT 0jT 5 T
5 2�I;->0

P(In = ei) = P(In = −ei) = 1/2d, i = 1, . . . , d-��
e1, . . . , ed

2N@q47I . . . @=2�6 . -L->-70ki>2Z2 5 2 Rd.
* . gh<>-4-D410MS5<>2 5 0k@>6F<>SF4=2 5 K�S;-70M2]6309U 5 2A@=@12Z@!6F- �}-7U630 5 2 .WY 2N6EI . gh<>-4-D4B0;SN<=2 . @>@q-1630MK52?�XIb+ - : KN< . 4=2�2Z< P
TaVX->2Z@ : -42 Y -4-R@ 5 ->-Z6 ./:L: I80Mi�2L2N<~IM2?<>KN@12LI;4 . 4: <>KN6FK 5 2�-D4c\ 65-/<>-/IMI . 0;<>2 � T ª T ¨�� ^ . 2 5 -/B . 08-L2 D
2F4��HI .H: <>-/BH26- . 5 2 . I;K . 4=->0;<>2/TL*~2 : ->09-D4s2A@)U@q26-D410M25In2N@q4 5 2]BH-4-D4=<>25<�i�2L2 : -42L<!4>-4214 x ∈ D
_
σD

2N@q4�S;-70
Px
: T @NT

T £AJ J £ �����(��� � %I(*4 ��� #)4�%�9:�!�)�ADB���I��0��� 8%�+24��Q�	��9:0! ,4�+-6!(&�

∀x ∈ D, Px(σD < +∞) = 1.

�����	��
������������
��
� )+5B)�*!5 α = infx∈D Px(σD < ∞).

� 7!"#5(L07!- D -�5?&	XI)�1(*�GJ$�)+*�*!-2D�-+V α > 0.� �'1F��"# # #-�7�1(5
{σD = ∞} =

n\

i=0

{Si ∈ D}
\

{σD = ∞}.
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Oj� )��gV!-�*`7�&("# #"#5(��*0&S 4�j��1()+��1("4GA&(GR,�- ' ��1���)�3V
Px({σD = ∞}) = Px

 
n\

i=0

{Si ∈ D}
!

Ex (PSn(σD = ∞)) ≤ Px

 
n\

i=0

{Si ∈ D}
!

(1−α).

��*�����5B5(�'*0&S�Y c�Y 4"#:="9&(- n→∞ $�-2 c�j,�)+*�*!- (1 − α) ≤ (1 − α)2. Oj� )�� α = 1.

��2�65-/<>-/IMI . 0;<>2 � T ª T ¨+� _A-L-42R@ 5 K 5 2;0M@=-4-Z@ 5 -4-Z6�IM2]<=KA@d2LI;4 . 4X@d270 YW. -D4NT
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R� � V� ���� W)%I+2 D ⊂ Zd (*� �������!9:@���� �3�&+ " �'%I�&�)��F ���! f : ∂D→R. � � �'FB+��� 8�
(*�5�<(*�&+-6�(&� N!%I�5�� M+-%I� u : D∩ ∂D→R �&��4�9:%��	+-6!(&� ��(*4 D ��  8�!�2���$6!(&� u|∂D = f, �! G���� M 8�
N!%��)�! ,+-%�� �AD�9:�� L���74��8#54�0!���!�	 1�I M+-%I�

u(x) = Ex (f(SσD
)) .

!�u�� � xOx #7� y��� 	5�����
r?2F4q4>2]@q2A6`410M-4-�2N@q4�2;-L2=09-D4=<>- 5 2Z6F410M-4- . 2 : I82Z@�65I . @=@10Mi�2L2 5 2N@ : <>-/.ZI;SNBC2A@ 5 + - : 410MB:0M@ . 4B0;->-@34>-1698 . @q410ki�2L2/_ ��@ .WY ->0;<�6F2NI92;0 5 2H698Z-40k@d0M< IM2HBH2�0MI;IM2�2L<\08-Z@q4 . -G4 : -42L< : <>2�- 5 <=2�27-L2 5 KA630k@d0M-4-UTVX->2Z@�6F-GBCBH26-;RF->-Z@ :;. <�27-25o¥2NB : I;2GT

%#b���b1c fhn o ��j � n o7l ����
�m�� � n �;l)n � 
 g � ��g � � 
�p�o ����g
ldmAl ���

r?-/BHBH2XI;2�<>25B . <>i�2L2X� .WY 0 5
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U 0MS5BH2]6 . <=4=2GT

� � ��%�(&��(*4�DB%�+2 DA0���+-DA��4K��(.Y>( DB�K���!�7%A@!�!��4�Y��� ,+-%����7�*/ +2� HB�I4�DA�K�V� ����4� 8�K�! ��9 #&%O�����7��%��
9�%I�& 8���	 %I(7�5%I� = W %�� %A@	�����! ,+ N[���� 3DA� 9:��FB+29�+��!��4 ��� #54�%B@'�B@!+2� +2 10 DJ/ �!�)����+������!4 ���G#5� ( �ZHI4'���5D
9�%I�& 8���	 )#�%�����+-@���� =*,+ 0 5 K52 08-D41270;410 Y 2�2N@q4�I . @1270 YW. -G4>2/TzO I g . 214C<>2F4>-42L<B-L2N<<27- 6525<=4 . 08- -L-GB�.L<>2 5 2p6 . <=4=2A@ : -42L<@q2Hg . 0;<>2 27-Z2 0 5 K52 5 2A@cBH-4-D4 . -D4>@�2�-032�2 254�26-Z@d2;0m4>2 . 6N6F2 : 4=25<�I . 6 . <=4=2{I . BH2�0MI;IM2�2Z<=2 \ :;. << ./:L: -/<=4!�H6F2NI;IM2N@ 5 2N@X6 . <=4=2N@7-G.Z@q2N< Y K52A@>^?i�270U2N@q4�<=254=->2L<1-ZK52/T
* . i>2Z2N@q410M-4-�2A@34 . IM-/<9@,K Y 0 5 2NBCBH26-G4 5 2�6 . IM6�2LI;2N<?65-/B�.;0;26- 5 + -/.Z@=25< YW. 410M-4-R@ M 5 ->0m41Ub->-{g . 0M<>2.WYW. -D4 5 2 : <>2�- 5 <>2�27-L2 5 KN6�0M@10;->-UTJVX-42R@ 5 KN@10;P>-L-4-Z@ :;. < P (M, N)

I . : <=-G. . .;0;I80m4>K 5 + .WY ->0;<698L-40k@10 IM2�BH2�0MI;IM2�2Z<CBH->-G4 . -D4 ./: <=SA@ .WY -40M<c-/.R@q2N< Y K
(M − 1)

6 . <q4>2N@N_[254 :;. <
Pk(M, N)

I .



_ ¨ _ ��������	���������&�������� �,*#	q������� ��'N���&%�� �,���,� �,� !��,� 	)'N	d�?��� 	�!#"

: <>-/. . .70;I80;4=K�i>2Z2c6F2]698L-40;o�@=2]@q->0m4�g . 0m4 .f: <=SA@ .WY -40M<7<=254=-42Z<1-LK�I .
k
U�0MS5BH2]6 . <q4>2

(M ≤ k)
Td . <XI . @=e¥BCK54=<B0;2 5 2 : <>-/.LIMS5BH2/_RI;2A@ Y T . T U1

_
U2, . . . , UN

@=-4-D4�08- 5 K : 26- 5 . -G4>2N@ 2F4 Uj
. 27-L2I;->0 27-70;gh-/<>BH2�@12L< {1, 2, . . . , j} _L6/+ 2A@341U ��U 5 0M<>2�i�2L2 P(Uj = k) = 1/j

T�,- P . P4-Z2�� Ij+ 08-Z@34 . -D4
k
./: <=SA@ .WY -40M<�<>2F4>-42L<B-LK

M − 1
6 . <=4=2A@5_E@10�I;2A@H6 . <=4=2A@C<=254=-42Z<1-LKN2N@

. 21ov09-Z@q4 . -D4>@
j ∈ {M, . . . , N} \ {k} @q->-D4 5 2]< . -LP{@34><10k6`4>25BH2�-D4 : I82Z@XPG< . - 5 i>2Z2 1

_L6F2ci�270@q2 : <=- 5 270;4 : -42L<�698 . 632;-L2 .WY 2N6�27-Z2 : <>-/. . .70;I80;4=K 5 2 1 − 1/j
_~2F4�@10,I . 6 . <=4=2{<>2F4>-42L<B-LK52{�Ij+ 08-Z@34 . -D4

k
2N@q4 5 2]< . -LP�B . oA0MB . IbT

Pk(M, N) = P (UM > 1, UM+1 > 1, . . . , Uk−1 > 1, Uk = 1, Uk+1 > 1, . . . , UN > 1)

=
M − 1

M
× M

M + 1
× · · · × k − 2

k − 1
× 1

k
× k

k + 1
× · · · × N − 1

N − 1

=
M − 1

k − 1
× 1

k
× k

N
=

M − 1

N

1

k − 1
.

* .C: <>-/. . .70MI90;4=K 5 2]P . P4-L2N<!2�-�21410MI90k@ . -D4�27-L2�4>25IMI;2c@q4=< . 4>K5P40M2�2N@q4
P (M, N) =

M − 1

N

N∑

k=M

1

k − 1
.

��-�@10MB : I;2�6 . Ik632ZI BH-4-D4=<>2 i�2L2
P (M, N) > P (M + 1, N)

@d0 2F4 @q262LI;2NBH2�-D4 @10
∑N

k=M+1
1

k−1 < 1
T[*~2v-Z-/B�.Z<=2 5 + -G.Z@q2N< YW. 410M-4-Z@�- : 4B0;B . I72N@q4 5 -4-Z6�Ij+ 09- 5 0M652 M

: -42Z<�IM23Ui�2L25I
N∑

k=M+1

1

k − 1
< 1 ≤

N∑

k=M

1

k − 1
= GM .

* . 5 K54=25<>B:09- . 410M-4- 5 2 � @=2Hg . 0;4�� :;. <q4B0;< 5 2 6 . Ik632LI 5 2N@c@=-/BHBH2N@ :/. <=410M25IMI;2A@ GM
g . 0m4 5 2B . -70MS5<>2 <>KF4><=-GP/< . 5 2 � :/. <=410M< 5 2 M = N

T;@?2 :L: -G@=-4-Z@
N
4=<>SN@!P/< . - 5 T � I;-G<>@!IM2 ��- : 410MB . IY KN<109SZ2/_

ln(M/N) ∼ 1
TLd . <�@d2;0m4>2

M ∼ N
e

_ 5 + -��pI;2�g . BH2�21o 37%
i�270U<>2 : <=KA@q26-G4>2

e−1 T

%#b���b�� � ��� � o g ��o7l � nek 
�p ��g �/l � g
p��$p,l

�,2U+ e . Uj41U�0MI 5 2 PGK�-LKN< . I90k@ . .LIM2 5 . -Z@!6F2F4!2Fo12NB : I;2 ��* .�: <=KA@q26-G4 . 4B0;->-�i�2L2,-Z-42Z@?2�- .WY -4-R@
5 -4-;-LK52:-L2 : 25<>BH2F4 :;. @ 5 2{I;2 5 K54=2A6`4=2N<c@d0MB : IM25BH2�-D4NT[*U2 : <>-/.LIMS5BH2 5 2lBH2�0MI;IM2�2Z<c698L-40;o @=2: <>KN@=2�-D4=2s65-/BHBH2,2;-�6 . @ :/. <=410k632LI80;2N< 5 2 6F2�i�2U+ 0;I 2N@q4�2R@d2L2NI 5 + ./:L: 25IM25<�27- : <>-/.ZI;SNBC2 5 + . <><=Q54- : 4B0;B . IL�	I . i�2L2N@q410M-4- 2A@34 5 2C698L-40k@d0M<sIM2CBC-GBH2�-D4 5 2�g . 0M<>2+27-L2 . 6F410M-4- 5 ->-7-LKN2/_	. . @=K52C@d2L<Ij+ -/.R@q2N< YW. 4B0;->- 5 + 27-L2H@d270;4=2 5 2 Y T . T;_ . S;- 5 2CB . o?0;B:0k@q2N<�27- P . 08- BH-ae/26-UT 	 Y 0 5 2NBHBC26-D4N_nI .
5 KN6�0M@10M-4- 5 + . <><=Q54#-Z2 : 26214sQ54=<>2 : <B0M@=2ci�2U+ 26- : <=26- . -D4X26- 6F-/B : 4>2cI . @qKN<10M2 5 2N@X-/.Z@=25< YW. 410M-4-R@g . 0;4=2A@ .WYW. -D4 5 2�@N+ . <=<>QF4>25<AT�@¥-42 Y 2�-D4cIM2 : 8LK6-L-/BHS6-L2�-/.R@q2N< Y KC2A@34 5 KN65<10;4 :;. <+27-L2�@1270;4=2 5 2Y T . T

(Xn)
i�270,2�-ZP/2�- 5 <=2�27-L2:SRIm4>< . 410M-4-�\ Fn

^FT~*U2HP . 09- . 4=4=26- 5 2l2�- @N+ . <=<>QF4 . -D4 . 2 4>25B : @
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n
2N@q4L27-Z2 Y T . TJi>2;0�-Z2 5 K : 26- 5 i�2L2 5 2 (X1, . . . , Xn)

_J2�- 5 + . 214><=2A@c4>25<>BC2A@�I . @1270;4=2 5 2N@P . 09-Z@
(Yn)

2A@34�27- : <>-16F2N@>@12Z@ . 5 ./: 4=KGTL*U2N@!<>S5PGI;2A@ 5 + . <=<>QF4�-L2 : -42 YW. -G4 : <>2�- 5 <=2�26-65-/B : 4>2I;2�g 214B2L<s@=-4-D4�-LKN652N@>@ . 0;<>25BH26-G4 5 2A@!4=2NB : @ 5 + . <=<>QF4AT*U2 : <=-G.LI;SNBH2 . .Z@q4=< . 0;4 5 . -Z@ I;2�6 . @ 5 + 2;- 8L-G<10��5->-vS/-70j_K-U+ 2N@q4 :;. @ : I92Z@ 5 0 V 630MI;2C�{<=KA@q->2 5 <>2i�2L2�I;2 : <>-/.ZI;2NBC2 Y 0 . IM2N@�698 .F[ -L2N@ 5 2 � . < �G- Y T¥Vs-42Z@!26- : <=KA@q26-G4>-4-Z@ 5 -4-Z6�I . @=-/I8214B0;->-UT
� ��E	£¥¡ ��� � £NHO£IC~�[£¥¡ ¡

@¥-40;4
(Yn)

27-Z2s@d2;0m4>2 5 2 Y T . T . 5 .f: 4>K52X�=27-L2�SZIm4>< . 410M-4- (Fn)
_/<>2 : <>KN@=2�-D4 . -D4 :;. <,25o125B : IM2I;2CP . 09- 5 + 2;-�03->2L2�2L< . 2 6F->2L<>@ 5 + 27-L2{@=K5<B0;2 5 2 N

:;. <=410M2N@NTn*U2 03-42L262L<]698L25<9698L2cIM2HBH2�0MI;IM2�2L<BH-/BH2�-D4 5 2�@N+ . <><=Q54=25<A_G6/+ 2A@341U ��U 5 0;<>2sIM2 BH-GBC26-D4!i�270nI8270 P . < . -G4B0m4�27-�P . 08-�BH-ae/26-�B . o?0MB . IjT
� ���J�[� �N�j�R� ��VU �� � � #54�%B@!���!9:�&H �M�1¢W¢ �G�(���[�A�GJ �L¡����� :�'���C(*+$DB�.DA0� 1��4�9�+2�5��4 ���  1��9?#	�
DE/ �I4�4 �! T ∗ ≤ N 6�(*+ 9:��FB+29$+����:#��I4�9$+  8%�( �K���!�  = � = T ∈ TN

+2�ON!0�4�+-��(*4�� P N ����H���+2�
9�% �A�!� E(YT ) = � � �	�L�j� J � � �GJ �Z¡Z�!�� J0 = supT∈TN

E(YT ) = � �� = � = 6�(*+ 4�0���� +��!�Q��� ��(># "
��/ +2� ��FB+��� 8� " �!�� L(*��� ;��J���[�A�GJ �L¡ =
*,+ 0 5 K52]2N@q4 5 2 : <=-16FK 5 25< :/. <�<>KN632Z<=<>2�-Z652�<=K54=<>-/P/< . 5 2/_¥2�--/.R@q2N< YW. -D4Xi�2U+ �:27-L2 5 . 4=2 5 ->-7-LKN2-4- YW. 25o¥2N<>6525<X@10~IM2�P . 08-pB . oA0MB . I[2N@ : KN<=K : -42Z<XI;2�g 21412Z<s2N@q4 BH->09- 5 <=2ci�2L2C6F2�i�2U+ -4- : 2�214-/.14>2�-70M<!4=->214 5 2c@1270m4>2/T

 ¦O�D�R¢WZAJ £ ��VU (� W	(>#B#�%���%����S6�(&����� ��(*+2 8�S�BDA��#5 80'� (Yn)n≤N

��%�+2 Q+2�	 101HA4��A@���� " �&/ �!�� � P �
D�+24���6�(&� ∀n ≤ N, E(|Yn|) < ∞ =
� �	 M4�%>D�(*+���%I���[������(*+2 8� �3�	+-�$DB� Y = � = �ADB�'#5 80����$DB0	�G�&+-��#��I4 4�0��!(*4�4'�!�)�'� 4�0� M4�%'HA4��ADB� #&��4

Zn = sup(E(Zn+1|Fn), Yn), ZN = YN
\ � T ¨ � ^

�! L���Q = � = T ∗ = inf{k ≤ N ; Zk = Yk} =
� �V%�4��

� ���.���:��(*+2 1� (Zn∧T∗) �!�� L(*�)� 9:��4� ,+2��H������ " �� 

E(Z0) = E(ZT∗) = E(YT∗) = sup
T∈TN

E(YT )
\ � T ¨�� ^

% � TN
�!�� G� / ��������9�@�����DA�!�  = � = +2�ON!0�4�+-�!(*4��Q%I(S0,H���(AFKP N �

� �j� � � �  = � = T ∗ ���� :%'#) M+29:��� = � �.Y = � = Zn
�!�� �¡��M£¥��ER£¥¡ ��� �?£ HO£ CU�O£¥¡ ¡7DB� Yn " DB0	�G�&+-�

��%�9�9:� ���[#5�C( �Z#&�! ,+2 8� ��(*4	�89:��4� ,+2��H�������6!(*+ 9:����%I4�� Yn =

�����	��
������������
��
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⇒ � ��1=$�)+*�5?&B1(7!$2&("#)�*�V6 4�_5B7�"9&(- (Zn) -�5?&�7�*!-W5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #-`LC7�"@:Z���?)'1(- Yn -2&�LC7�" -�5?&
:Z� � )�1(G�-J�!�'1E 4�j:Z�'1B&("#*�[��� #-J7�*!" � )'1(:=G�:=-�*0&."#*0&(G�[�1K�'X! #- M∗

n = E(E

„PN
j=1 |Yk||Fn

«
MQ )+:=:=-Z�%3���*0&j #-Z&(-�:=�!5 T ∗ VH&()+7 �?)�7�1(5j�!�'1Y$�)+*�5?&B1(7!$2&("#)�*�V Zn = E(Zn+1|Fn) Vb #-`��1()�8

$�-�5B5B7�5`$21()�"#5B5(��*0&^��1(G�3C"45B"#X� 4-_�'5B5B)0$�"#G �  4��5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #- Zn ,!��*�5` 4��,�G�$�)+:=�I)�5B"9&("4)�*
,�-WOP)0)+XgV −An =

Pn−1
k=0 (E(Zk+1|Fk) − Zk) -25?&=,�)�*!$`*�7� �?7�5(L07�� �_ /� "#*!5?&K�'*C& T ∗ M����

5B7�1B8;:Z�'1B&("#*�[��� #- Zn �'1B1(<2&(G�-i�  /� "4*�5?&K��*0& T ∗ -�5?&�,�)+*�$T7!*!-T:Z��1B&("4*�[��' 4-T7�*!" � )'1(:=G�:=-�*0&
"#*C&(G2[�1K��X� #-+M

⇒ Oj� �'��1(N�5	 #-J& $!G�)'1(N�:=-P,� ��1B1(<2&F,�-JOP)0)�X�V
Zn∧T∗ = E(ZT∗ |Fn∧T∗ ) = E(YT∗ |Fn∧T∗).

� 1(-2*!)+*�5	 4-25E-25B�IG21K��*�$�-�5�M � )+7�5E)�X�&(-�*�)+*�5
sup
T∈T

E(YT ) ≤ sup
T∈T

E(ZT ) ≤ E(Z0) = E(ZT∗ ) = E(YT∗) ≤ sup
T∈T

E(YT ).

��� "#*!G�[+�� #"9&(GR,�-J,C1()+"9&(-S-25?&.&B1("43C"4�� #-+M Q -� # #-R,�-F[���7�$%$�-S1(-��I)�5B-P5B7�1. #- � ��"9&FL07!- (Zn) -�5?&	7!*�-
5B7�1B8;:Z�'1B&("#*�[��� #-ZL07!"�:Z���?)�1(- Yn VH-2&YL07!"�3�G21("9d!-= h� "#*!G2[��� #"9&(G`,�-�5U5B7�1B8;:Z�'1B&("#*�[��� #-�5R5B7�1j #-�5
&%M ��M�XI)�1(*!G25�M

⇒ �C)+"9& Vn 7�*!-W��7�&B1(-Z5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #-Z"#*C&(G2[�1K��X� #-�L07!">:Z� � )�1(- Yn 5B7�1 [0, N ] M Q )+:=:=-Z�
$%$!�+L07!-P,!�'&(-�V Vn ≥ sup(E(Vn+1|Fn), Yn) V�"# �-�5?&	$2 c�'"91PL07!-S h� "#*!G2[��� #"9&(GUL07!"-�5?&E301K��"#-R�j 4�
d�*`5B-P1(G2&B1()+��1()+���'[+-U�Y&()�7�&(-�5. #-�5F,!��&(-�5	"4*0&(-21(:=G�,�"4��"91(-�5�M

��£AJ �1¢
	n O£ ��VU �� ��� ¡?� �;£¥¤N� �A�7J �L� ¤C�5¢a�����N�1¢WH � �	 [¢�¤ �M�1¢W¢ �G�A£D¢ �

 4s@10U-4- .WYW. 0;4�4=<>- :&. 4=4=2�- 5 2 ��6/+ 2A@341U ��U 5 0;<>2�@10U->- .WYW. 0m4 :;. @=@=K T ∗ _Ze . Ub4dU 0MIU2�-Z65-/<>2]i>2Z25Iki>2Z2698L-G@=2]�Cg . 0M<=2 �]I . <=K : ->-Z@q2�2A@34s->270b_L.70M2�- @��L< �  -�2 � 2F4N_RI . BHQNBC2 : <=- : <10MKF4>K YW. 214s� :;. <q4B0;<
5 2cIb+ 08-Z@q4 . -G4 n

_Z2�-�2A@ : K5< . -R6F2�65-4- 5 0;410M-4-;-L25IMI;2G_R@=-40;4s@d0 T ∗
n = inf{n ≤ k ≤ N ; Zk = Yk}

2F4@d0
Tn

2N@q4�27-p4NT . TLi�2L25Ik6F->-Zi�2L2 : I82Z@�P/< . - 5 i�2L2 n
\ 2F4 ≤ N

^
Zn = E(ZTn

∗ |Fn) = E(YTn
∗ |Fn) ≥ E(YTn

|Fn) p.s.
\ � T ¨�� ^

r?-/BHBH2 : -42Z<{Ij+ 09-R@34 . -D4
0
_E-4- . 0MBH25< . 0;4 5 0;<>2�i>2Z2 Zn = “ sup′′

Tn
E(YTn

|Fn)
B . 0k@H6F254q4=2i�2 . -D410;4=K -U+ 2A@34 :;. @�.70M2�- 5 K�S;-70M2�6 . <+2;-�rq@12 : s -L->- 5 K6-L-/B�.L< . .LIM2 5 2 Y T . T -U+ 2A@34 :;. @L-LK3U6F2A@=@ . 0M<=2NBH2�-D4?BH2N@12L< . .LIM2/TR�,-p<>25B : I . 6F2�I . -Z-f410M-4- 5 2�r=@d2 : s :;. <�6F25IMIM2 5 + esssup
_Zi�270n2N@q4�I;2: I82Z@�P/< . - 5u5 2A@c@d2 : 5 K6-L-/B�.L< . .LIM2N@NT[r + 2A@34 . 2Z@=@10EIM2 : I92R@ : 25410;4 5 2A@�B . 03-/< . -D4>@ : T @NT 5 2{I .g . B:0MI;IM2 5 2 Y T . TOr?254q4=2 5 25<B-70MS5<>2�6 . < . 6F4=KN<10k@ . 410M-4- YF. 214�65-/BHBH2 5 K3S;-;0m4B0;->-UTJ�,- : 2�214 . IM-/<9@P/K6-LK5< . I80M@=25<!�CIj+ 08-Z@34 . -D4

n
Ib+ 2�-Z@=25B�.LI;2 5 2A@�K5P . I80m4>KN@ Y < . 0;2A@!2�- 0

T
Zn = E(ZTn

∗ |Fn) = E(YTn
∗ |Fn) = esssupTn

E(YTn |Fn) p.s.
\ � T ¨ � ^

*,+ K5P . I80m4>K
Zn = esssupTn

E(YTn |Fn) 5 -4-;-L2:27- . 214=<>2 : <=-165K 5 K 5 2{6F-4-R@34><12Z6F410M-4- 5 2HIj+ 2�-?UY 2NI;- :L: 2 5 2<@A-Z25IMIjT
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� �Z¢a�	¡ ¡ �Z�h¢a£ ��VU VU � T £��G�L¤\J �1¢��R�AEU�j£¥� �
 W	(>#B#�%��!%I���<6�(&�<� / %A@	�����! ,+ N Yn

��%�+2 3DA�<���LN!%�4�9:�
Yn = gn(Xn) % � X ���� �(*�5�������IX2�5�7DB� �S��4��B%�YKDB���5% �A��( DA�� ,4����&��+2 M+-%I� P = � ��%�4��Q��/ �!� �
Y�����%�#A#&�$DB�[W	�)�!�2� Zn

���� ZDB� ��� N!%�4�9:� vn(Xn) = � � N!%��5�� ,+-%�� vn
�!�� ZDA0 �3�	+-� 4�0���(*4���+2Y���9����& 

#��I4

vn = sup(Pvn+1, gn), vN = gN
\ � T�_ ^ ^

� �L = � = %'#5 ,+29:���*���� )���J#54'�!9�+-�!4L+2���� 8���& E% � (k, Xk) ��#A#&��4� ,+-�!�	 JP<� / �!�&���!9:@!�V� {(k, x); gk(x) =

vk(x)} " #)�C( �Z#54�0���+���0!9:�!�	 

T ∗ = inf{k; vk(Xk) = gk(Xk)}.
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Yn = P
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σ(n) = 1|Fn
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Yn = P

(
σ(n) = 1|Fn

)

= P
(
Un = 1, Un+1 6= 1, . . . , UN 6= 1|Fn

)

= 1{Un=1}
n

n + 1
× n + 1

n + 2
× . . . × N − 1

N

=
n

N
1{Un=1}.
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vN = gN ,

vn = sup(
1

n + 1

n+1∑

k=1

vn+1, gn)
: -42Z<

n < N.

*U2]6 . IM6�2LI :;. <�<=KA632L<><=26-Z6F2 5 ->-7-L2
vM (j) =

M − 1

M

N∑

k=M

1

k − 1

: ->2L<
j ∈ {2, . . . , M}, 254

vM (1) = sup(
M − 1

M

N∑

k=M

1

k − 1
,
M − 1

M
) =

M − 1

M
= gM (1)

4 . -G4Xi�2L2
N∑

k=M

1

k − 1
< 1.
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M∗ 2N@q4XI;2 : <>25B:0M25<�26-G4B0;2N< M
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N∑

k=M

1

k − 1
≥ 1.
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sup
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(*� #)4�%>�'�!����( �KDA�:H���+2� ���� ,+�� N!��+������	 � / � �'#&%� ��!���$#54'0'��0 �
DA���& 8� = W %�+2 ZN

n = esssupn≤T≤N∧ζE(YT

∣∣Fn) ���<HB�I+2�S9:��FB+29��I�JDE/ (*� ����( ��4�4 �� 80QP�����DA�I 1�
N = � ��%�4��
� ���.��� ��(*+2 8� (ZN )N

���� :(*�)� ��(*+2 8�.��4�%�+��������	 1� DB� ��(*4	�89��I4� M+2� HB�I�����.DA%I9$+2�)0'�!� #&��4 (*�5�
9:��4� ,+2��H������ (*�	+ N!%�4�9:0!9:���& +2�& 801HI4��B@!�V� " �� ��� �C+29�+2 8� Z∞ �!�� (*�)����(*4	�89:��4� ,+2��H������[6�(*+
DB%�9�+2�5� Y ��(*4 [0, ζ] ;

� �j� � Z∞ ���� <� / �!�	Y�����%�#A#&�KDB�:W5�5���2�GDA� Y " �	/ ���� � P � D�+24'� ����#5�C( �<#&�! ,+2 1�:��(*4	�89��I4� M+2� HB�I���76�(*+
9:����%I4�� Y �! 

Z∞
n = esssupn≤T≤ζE(YT

∣∣Fn).

W)%I+2 T ∗
N

�V�  = � = %�#5 ,+29��I� DI( #54�%B@!�c��9:�.DE/ ��%I4�+ �>%�� �3�	+ � � = R � �A= � ��%�4������ ��(*+2 1� (T ∗
N) �!�� 

�!4'%�+��������& 8� " DA�Q�C+29$+2 8� T ∗
∞ = inf{n ≤ ζ, Yn ≥ E

(
Z∞

n+1|Fn

)
}, �! G��+GDA� #5�C( �

P(∃n ≤ ζ|Yn ≥ E
(
Z∞

n+1|Fn)
)

= 1,

���Q = � = T ∗
∞

�!�� Z%�#5 ,+29��I� =

�����	��
������������
��
⇒ � ��1P,�G2d�*�"#&("#)�*^,�-25E5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #-�5 ZN V��I)�7�1.&()+7�& n ≤ N  4��5B7!"9&(- (ZN

n )N -�5?&E$21()�"45?8
5(��*0&(-+V.:Z���?)'1(G�-_���'1` 4��:Z�'1B&("#*![+�� #-i7gM "hM E

„
supn≤ζ |Yn||Fn

«
< +∞ M.�6 # 4-_$�)�*�3+-21([+-
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⇒ � ��1b$�)+*�5?&B1(7!$2&("#)�*U$2-2&B&(->5B7�1B8;:Z�'1B&("#*![+�� #-@,�)+:="#*!- Y a�-� # 4-@,�)�:="4*�-�,�)+*�$���7!5B5B"0 /� -�*C3�-� #)��!�I-
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|Fn) = ZN

n $�)+*C3�-A1([+-�*0&
��M 5�M'3�-21(5 Z∞

n L07!"0-�5?&b,�)+*�$@"#*���G21("#-�7�1(-	�	 /� -�*C3�-� #)+���I-.,�- ��*!-2 4 /M'�6*j�!�'1B&("#$�7! #"#-21%V'*!)�7!5b�%3�)�*!5
L07!-

Z∞
n = esssup{n≤T≤ζ;T born}E(YT

˛̨
˛Fn) = esssup{n≤T≤ζ;}E(YT

˛̨
˛Fn)

⇒ �  0-�5?&H$� 4�'"#16�!�'1�$�)+*�5?&B1(7!$2&("#)+*YL07!-� #-�5�&%M ��M T ∗
N � )'1(:=-�*0&�7�*!-�5B7!"9&(-@$A1()+"#5B5(��*0&(- L07�"�$�)+*C3�-A1([+-

3�-21(5 T ∗
∞ -2&EL07�- T ∗

∞ -�5?&	 #-R,�G�X�7�&%VC5�� "# �-2D�"#5?&(-J,�-P /� -2*!5B-�:YX! #- {n ≤ ζ|Yn ≥ E
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Z∞

n+1|Fn} M
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T ∗
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I . @d270;4=2�65<=->0M@>@ . -D4=2 5 2N@�B . o?0MB .:;. <=410M25Ik@ �

c 5 KA@d0MP4-L2+27- <>K52NI > 0
TRdJ-G@=-4-R@

Yn = An − cn
_	2F4

Zn
Ib+ 26- Y 25IM- :Z: 2 5 2�@A-Z25IMI 5 2

Yn
T

T £AJ J £ ��VU � � �7��%I�5D�+2 ,+-%�� E(U2
1 ) < ∞ +29 #)�C+-6�(&��6�(&�Q���:Y = � = supn Y +

n
���� L+2�& 80,HA4��B@!��� =

$� #5�C( � " ��� ��(*+2 1� Yn
��%I�&Y��!4MH���# = � = Y��!4�� −∞ �IY���� n =

�����	��
������������
��
�� # #-=1(-��I)+5B-=5B7�1U h� )�X!5B-21(3��'&("#)+*]L07�- supn>0 Yn = supn>0(An − cn) = supn>0(Un − cn)

$%�'1 Un − cn ≤ An − cn ≤ supm≤n(Um − cm) MQ -�5E"c,�-�*0&("9&(G�5�V � )+"#*0&(-�5E��7�& $�G�)�1(N2:=-J,�- ��7!X!"#*�"g�I)�5B"9&(" �eV�*�)+7!5	�I-21(:=-A&B&(-�*0&	,�- � 7!5?&("9d�-A1SL07�-
E

„
sup

n
Y +

n

«
= E

„
sup
n>0

(Un − cn)+
«

≤
X

n>0

E
`
(Un − cn)+

´

=
X

n>0

E
`
(U1 − cn)+

´
≤ E

„Z ∞

0

(U1 − cu)+du

«
=

1

2c
E(U2

1 ).

�  .1(-�5?&(- �_:=)+*0&B1(-21ZL07�- Yn &(-�*�,]3�-21(5 −∞ �_ /� "#*�d�*!"/M ��)�"9& c > ε > 0 M � 7!"#5(L07!- Yn =

(An − nε) − (c − ε)n ≤ sup(An − nε)+ − (c − ε)n -2&RL07!- sup(An − nε)+ -�5?&Jd!*!"b�gM 5�M
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3C"#&(-RL07�- −(c − ε)n M

�,- : -G@=2
f(a) = E
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(U1 − a)+
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E(Yn+1|Fn) − Yn = f(An) − c.*U2]4AT . T
T ∗
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Tf*U274NT . T

T ∗
c
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c
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c

_DIM2X4NT . T
T ∗
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− ��I . 5 . 4>2 0 V0 = α × 1 + δ S ;

− ��I . 5 . 4>2 1

{
V1(h) = α(1 + R) + δ S h

2�-�6 . @ 5 2�8 . 2Z@=@=2
V1(b) = α(1 + R) + δ S b
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α(1 + R) + δSh = 103, 175

100 = V0
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(1 + R)V0 = 101

α(1 + R) + δSb = 97, 805
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d = 0, 963
T � : <=SA@
27-Z2 : K5<B0M- 5 2I;2A@ YW. IM2�2Z<>@ 5 2sIb+ . 6`4B0;->- -L2 : 262 Y 26-G4 5 -4-R6XQF4><=2�i�2L2 5 2 51, 95

� ->2
48, 13

� Tf� . -Z@?I . BCQNBH2: KN<10M- 5 2�I;2�4 . 21o 5 + 08-D4=KN<=Q54!2A@34 5 2 R = 1%
T

@A0	B . 09-D4>2�- . -G4?-4- 5 KA630 5 2 5 + 08- Y 2N@q410M<
27-Z2s<B0M698L2A@=@=2�08-70m4B0 . I;2 5 2 100
� _ : -42L<

75%
2�- . 6`4B0;->-Z@2F4

25%
26- 6 . @=8U_U->- YW. 5 -4-Z6 . 698L254=25< 1, 5

. 6F410M-4-Z@N_ : -42L<+27- BH-4-D4 . -G4 5 2 75
� _~2F4 : I . U6F2N<]I;2A@

25
� <>2N@q4 . -D4]�I . . . -Zi�2L2/T � : <=SA@\27-L2 : K5<B0M- 5 2/_UI .YW. IM2�2L< 5 2 : -/<=4=25gh2�270MI;IM2{2N@q4 5 2
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� _Z-42 5 2 75× 0, 963 + 25× 1, 01 = 97, 805

� _ . IM-/<9@i�2L2�I;2�BHQNBC2�09- Y 2A@34B0M@>@=25BH2�-D4 : I . 6FK�2;-70Mi�2L2NBH2�-D4 ��I . . . -Zi�2L2 . 2L< . 0m4,< .f:Z: -G<q4>K 5 2�B . -70MS5<>2@ �Z<=2
101

T*U2 #54'%A@��c�!9:� DA� H����� ,+-%���DA�3#&%�4� 8�-N!��(*+2�2��� 65-4-Z@10M@q4=2���698L->0M@10;<EI . @q4=< . 4=KNP40M2?<B0k@=i�2LKN2Xi>2;0Z6F-G<=<>2N@dU: ->- 5 I;2�B:0M2�21oH��Ij+ -/.1032A6`4B0mg 5 2{6FI80;26-D4J26-C4=25<>BH2N@ 5 27<B0k@=i�2L2G_f@q->2 Y 26-G4EBH2N@12L<>K!2�-{6F-GB :/. < . -D4Ij+ 2N@ : K5< . -Z652 5 2]P . 08- .WY 2N6 I .CYW. <B0 . -Z652 5 2c652N@!P . 08-Z@5T

� bdceb�� � �$m�
zp���
 i�� g � �\g �?o �,p�lqo?j�i�� n � �$lqo �7n � 
 � ��� ���

� . -Z@
2;-{B . <>698ZKXI90ki�270 5 2/_ .WY 2A6!.R2 . 2Z65-42 : 5 + 08-G4>25< Y 26- . -D4>@N_/IM2N@ : <B0mo{@q->-D4?6F-G8LK5<>2�-D4>@N_ . 2@q26-Z@E- ��0MI;-~+ e .�:;. @ 5 + . <>.70m4>< . P/2GTGr?2F4q4>2X8¥e : -/4=8LSA@q2�0MB : -D@q2�2;-{BCKA6 . -70M@=BH2 5 2�gh->-Z6`4B0;->-7-L23UBH2�-D4 5 . -Z@XIM2N@sB . <>698ZKN@�I80Mi�270 5 2A@5_/-L-f4 . BHBH2�-D4 IM2N@sB . <>698ZKN@�-G<=P . -70k@qKA@5T  I;IM2�2A@34 ��I . . . @=2
5 2N@!BHK54=8L- 5 2A@ 5 + K YW. I82 . 4B0;->-UTZVs-42Z@ 5 -4-7-L->-Z@!B . 08-D4=2�- . -D4�27-L2 5 K�S;-70;410M-4- : <>KN6�0M@=2 5 2c6F254q4=2-L-f4B0;->- 5 . -Z@#27-B . <9698LK�I90ki�270 5 2]2F4s@ . -Z@�65-A�14 5 2�4>< . -Z@ . 6`4B0;->-UT
� ���J�[� �N�j�R�������VU�� �5� %�#A#&%�4� ,(*�&+2 80 DE/ �I4�@!+2 ,4��OHB���!�	 M4'�[���!�[DA�I 1�!� 0 �! 1 �!�� G(*�5�<�� M4'�� 80,HA+-�



_4_ �K��������	���������$	)"���=!#%v����� 	�!#"�� �z��� 	)"���"�� � %,�����
\!#% �z	��e�:% ���	�� ���

DA��#�%I4� 1�MN!��(*+2�2��� (α, δ) DB%��	 L��� Y��I����(*4 V.
Y�0!4�+ �Z��;

+ � V0 = 0 ;
+2+ � V1(h) �� V1(b) ≥ 0 �� V1(h) %I( V1(b) > 0.

� ��4S��%I����0�6!(&���& " ��� �B@������5��� DE/ %'#B#�%I4� M(*�	+2 10 DE/ �I4�@!+2 ,4��OHB� " DB�!(AF�#�%I4� 1�MN!��(*+2�2����� 6�(*+Q%��	 Q���
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' )+*0&B1()+*�5	$�)+:=:=-�*0&. /� 7!*�"#$�"9&(GR,�-�5	��1("9DW-�5?&E7!*�-P$�)�*!5BG%L07!-2*!$�-J,�-J /� f # fUM
��7��!�I)+5B)�*!5>L07!-	 #-�5.,�-27�DY�I)�1B&(- ��-�7!"# # #-�5	L07!"![�G�*!NA1(-�*0&@ #-�5>:=<�:=-�5 ��7�D Φ �I)�5B"9&(" ��5.�J 4�U,��'&(- 1
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V 1

0 -25?&F 4�j�� #7!5	G� #-�3�G�-�M Q )�*!5B"4,�G21()�*!5E 4�j5?&B1K�'&(G�[�"#- �
� -�* 0 V��$&$���&S,�- θ � � θ > 1 �	,�7^�I)'1B&(- � -�7�"# 4 #- 2 -2&E3�-�*0&(-R,�7��I)�1B&(- ��-�7!"# # #- 1 ,�-P&(-� # 4-U5B)�1B&(-
L07!- V0 = θV 2

0 − V 1
0 = 0 M!��� "#*�3+-�5?&("#5B5B-�:=-�*0&	"#*!"9&("4�� �-25?&F*C7� �a

� �J c�R,��'&(- 1 V0)�*Z1(-23�-�*�,� #-�5>����1B&(5 ,�7=�I)'1B&(- � -27!"# # 4- 2 -2& )�*=1K��$&$!N2&(- 1 M��g-E1(G25B7! 9&K�'&@$�)+*!,�7!"9&
�W7�*T[���"#*i,!�'*!5S&()�7!5P #-�5PGA&K�'&(5J,�7_:=)�*�,�-Y,�- (θ − 1)Φ V5?&B1("#$2&(-�:=-�*0&P�I)�5B"9&(" �@ #)�1(5(L07!- Φ
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b ≤ 1 + R ≤ h
\ � T ¨ ^

� �!� +2�501H����C+2 80!�?��%��	 ��%I+2 �� ,4�+-�� 1�!�  1%I(* 1�!� ���!� DA��(AF " ��%�+2 GDB���[0,H���� +2 10!�< 8%�(* 8��� �V��� DB�!(AF " ��� 6�(*+
��+ HI�	+ �L��6!(&� � / �A�� M+ N��:9 �!9:�Q4��!�)DA��9����& 6!(&�Q��������� � =
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� )�7!5 �/�'"45B)�*!5E7!*W1K��"#5B)+*�*!-�:=-�*0&E,� ��1(X!"9&B1K��[�-+V���1()0$%$�-R,�7W��1(G�$2G%,�-�*0&%M
��7��!�I)+5B)�*!5 1 + R < b V�-2&	$�)�*!5B"4,�G21()�*!5E 4�j5?&B1K�'&(G�[�"#- �
� -�* 0 ��3+-�$J7!*�-P:="#5B-J,�- ��)+*�,�5	*�7� # 4-�V!-�:=��1(7!*0&.,�- S -2&F��$&$��'&F,� 7�*!-J�'$2&("#)+*Ja
� -�* 1 V!1(-�3+-�*0&(-J,�-P /� ��$A&("4)�*TL07!"3+�'7�&E�'7�:=)+"#*�5 bS � V�-2&	1(-�:YXI)+7�1(5B-2:=-�*0&.,�-S h� -�:=��1(7!*0&%M
��-JX�"4 4�'*T�j 4�=,!�'&(- 1 -�5?&F,�-R��7�:=)+"#*!5 (b − (1 + R))S > 0 M Q -2&B&(-J5?&B1K�'&(G2[+"#-Y-25?&S,�)+*�$J7!*!-
)+���I)�1B&(7!*�"9&(GJ,g� �'1(X�"9&B1K��[+-�M
��� ��7�&B1(-J"#*!G�[+�� #"9&(GU5�� )�X�&("#-�*0&E���'1E7�*`1K��"#5B)�*!*!-2:=-�*0&E��*��' #)+[+7�-+M
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X(h) = α(1 + R) + δSh

? = V0
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//

**TTTTTTTTTTTTTTTTT
(1 + R)V0 = α(1 + R) + δS(1 + R)

X(b) = α(1 + R) + δSb

� ��� � � T ª � d <=- 5 270;4 5 KN<10 Y KGT

 ¦O�D�R¢WZAJ £ ������� W	(>#B#�%���%���� b < 1 + R < h =
� � � (AF DB� X(h) DB������� / 0� 8�� �&��(* ��! $DB� X(b) DB����� � / 0� 1�I �@���� �!�� �D�(>#)�C+-���A@���� #��I4K(*�
#�%I4� 1�MN!��(*+2�2��� (α, δ) " DB� Y����V�!(*4 +2�	+2 M+-�I��� V0 = α + δ S 6!(*+ Y�0!4�+ �Z��;

δ =
X(h) − X(b)

(h − b)S
;

\ � T _G^
(1 + R)α = X(h) − δ S h ;

(1 + R)V0 = X(b)
h − (1 + R)

h − b
+ X(h)

(1 + R) − b

h − b
.

\ � T ª ^

� � #54�+ F P:�V��DB�� 8� 0 DJ/ (*� ��%��	 M4'�� Z6�(*+GDA0��C+2Y>4��$(*�  8�!� � (AF����� �DA� V0 =
� �?#&%�4� 8�MN!�!(*+2�2��� (α, δ) ��/ ��#A#&�!�2���7��� � �Z¢W�A£�M £¥ O� ¡ ¡j£IHO£ �/�	 �E	£D¢A�A ~¢a£ � �!� N�4��I��HA����+�� " %I� D�+2 
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���J3��� #-�7�1 �U 4�R,!��&(- 1 ,g� 7�*=�I)�1B&(- ��-�7!"# # #- (α, δ) L07�"�,�7��! #"4L07!- (X(h), X(b)) -�5?&	,�-F 4� � )'1(:=-
X(h) = V1(h) = α(1 + R) + δ S h -2& X(b) = V1(b) = α(1 + R) + δ S b.

��-W$�)+7��! #- (α, δ) -�5?&Z,�)+*�$`5B)� 47�&("#)+* ,g� 7!*�5 ��5?&(N�:=-W,�-`,�-27�D�G%L07!�'&("#)+*�5j #"#*!G%�'"#1(-25Z�_,�-�7�D
"#*!$�)�*!*C7!-�5W�%3�-�$ 5B-2$�)+*!, :=-�:jX�1(-+M �  F�+,�:=-2&Z7!*�-^5B)+ #7�&("4)�*�-2&W7!*�-^5B-�7! #-T$%��1 h > b ���'1
��X�5B-�*!$�-R,� �'1(X!"9&B1K�'[+-+M�  C*�� -�5?&��!��5b*!G2$�-�5B5(��"91(-E,�->1(G�5B)+7!,�1(-. #-.5 ��5?&(N�:=-@$�)�:=�! #N2&(-�:=-2*C&H�I)+7�16$2)+*!*!���4&B1(-. 4�S3��� #-�7�16-2*
0 ,�-@$�-.�I)�1B&(- ��-�7!"# # #-+V���7!"#5(L07!- (1+R)V0 = α(1+R)+δ S (1+R) = V1(b)+δ S (1+R−b) M
��*i7�&("# #"#5(��*0&U c�`3+�' 4-27�1U,�- V1(b) -2&U,�- δ, )�* �I-�7�&S&B1K��*!5 ��)�1(:=-21U$�-A&B&(-�G�[��' #"#&(GZ-�*i$�-� # #-W,�-
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(1 + R)V0 = α(1 + R) + δ S(1 + R)

V1(h) = α(1 + R) + δ S h

V1(b) = α(1 + R) + δ S b,

\ � T � ^
I . 6F->- 5 0;410M-4-Lr V1(h)

254
V1(b) ≥ 0

254
V1(h)

->2
V1(b) > 0

ss2�-D4>< .W[ -L2�i�2L2
V0

-U+ 2N@q4 :/. @�-�2ZIjT
O In2N@q4 : -D@=@10M.LI;2 5 + 08-G4>25< : <>KF4=2N< �	���� �����	�� ������� 652F4q4>2 : <>- : <B0;K54=KGTr?-4-Z@10 5 K5<>-4-Z@ 5 2621o : -408-D4>@ 5 0k@q4108-Z6`49@ Mh = (Sh, V1(h))

2F4
Mb = (Sb, V1(b)) 5 2�i�2 . <q4 5 2: I . - : -D@d0;410;g3_Zi�270�-L2]@=-4-D4 :;. @74>-42Z@XI;2A@ 5 2�21o@d2Z<�Ij+ . o12 5 2N@ x
T* . 5 <>-40;4=2 MhMb 5 + KAi>2 . 410M-4- y = α(1 + R) + δx

i�270 03->09-D4]6F2N@ 5 2�21o : -408-D4>@ 5 K�S;-70;4cI;2A@6F-¥2 V 6�0;26-G49@
(α, δ) 5 2 : -G<q4>2Fgh26270;IMIM2/Ta* . i>2 . -D410;4=K 5 + . 6`4B0;->-Z@ 5 . -Z@[IM2 : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2?2A@34J-/.L4=2�-A2L22�-�6 . Ik632LI . -D4 I .]: 2�-D4=2 5 2s6F254q4>2 5 <>-40;4=2GTG*U2sBC->-D4 . -D4 26-�6 . @q8H2A@34 5 -4-7-ZK :;. <?Ij+ -/< 5 ->-7-LK52 5 2: ->09-D4 5 + 09-D4>25<9@q2A6`410M-4- .WY 2A6sIb+ . o12 5 2N@ y

_ 5 0 Y 0M@=K52 :;. < (1 + R)
T

*,+ � � � 2N@q4JKNi�270 YF. I;26-D4=2 . 2�g . 0;4Ei�2L27IM2 : -408-D4
M0 5 2!652F4=4=2 5 <=->0m4>2 5 + . .Z@=6�0M@>@=2 x0 = S(1+R). 27-L2�-/< 5 -4-;-LK52 y0

\hKNP . I;2��
(1 + R)V0

^`_ni�270z-Z2 5 ->0m4?0 . B . 0k@XQ54=<>2+-A2LIMI;2GT/O IO2N@q4�65I . 0;<�i>2Z26F2A630#-U+ 2N@q4 : -G@>@d0M.LIM2pi�2L2@10
Sb ≤ x0 ≤ Sh

_E6F2i�270�2�-D4>< .W[ -L2 :;. <{65-4- Y 25oA0;4=Kpi�2L2
y0
2A@344=->2a03-42L<9@ : -G@10m4B0mgn-42Q-A2LIbTG� 2 : I82Z@N_/@10 5 2621o 5 2 6F2N@ . .Z@>630k@=@=2N@ @q->-G4 65-4-1gh->- 5 2L2A@5_ :;. <,25o125B : IM2

x0 = Sh
_?2;- : -/<=4=25gh2�270MIMI;2�4>25I~i�2L2

V1(h) = 0
2N@q4�27-L2�- :L: -/<=412;-70m4>K 5 + . <>.70m4>< . P/2GT

��25B . <>i�2L->-Z@ i�2L2H@10E-4- 65-4-7- .F[ 4�I . <B0k698L2N@>@q2�08-70m4B0 . I;2
V0

09- Y 2A@34B0;2 5 . -Z@�I;2 : -G<q4>2Fgh26270;IMIM2/_n2F4I . i�2 . -D410;4=K 5 + . 6`4B0mg?<10k@=i�2LK δ
_K0MIO2N@q4 : -G@>@d0M.LIM2 5 2�<=2A6F->-Z@34><12;0;<>2cP/KN-/BHKF4><10ki�2L25BH26-G4 I;2A@ 5 2621oYW. IM2�2L<9@ : -D@=@10;.ZI;2A@ 5 + 27- : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2 . 214=-4S;- . -;R . -G4!2�-p4>< . R . -D4�I . 5 <=->0m4>2ci>2;0 :;. @>@=2 :;. <�I;2: ->09-D4

M0 5 2X6F-¥-/< 5 -4-;-LK52A@ ((1+R)S, (1+R)V0)
_ 5 2 : 2�-D4=2 δ

T/*~2N@ YW. I;262L<>@ 5 2 : -/<=4=25gh2�270MIMI;2@q->-D4!IM2N@!-G< 5 -4-7-LKN2N@ 5 2A@ : ->09-D49@ Mh
2F4

Mb 5 2c6F254q4>2 5 <=->0m4>2 5 + . .Z@>630k@=@=2N@7<>2N@ : 2A6`4B0 Y 2N@ S h
2F4

S b
T

� ����� ��� � ��� ��� ��� � � ���	� ��� � ���
	
���
����� ��� �
��	 ������� ���������� � 
��
	�� � �!��	���� ��-: <>- 5 270m4 5 K5<B0 Y K 2A@34�6 . < . 6`4>K5<B0M@=K :;. <pIM2N@ �;21o X(h)
2F4

X(b)
i�2U+ 0MI 5 K5I80 Y <>2 � I . 5 . 4>2 1

5 . -R@XIM2N@ KF4 . 4>@ 8 . 2L4�254 . . @5T � K5-GBCK54=<B0Mi�2L2NBH2�-D4N_R-4- I8270 . @>@q-16�0;2cIM2N@ 5 2621o : ->09-D4>@ 5 2 : I . -
MX

h = (Sh, X(h))
254

MX
b = (Sb, X(b))

TJ*,+ KNi�2 . 410M-4- 5 2�I . 5 <=->0m4>2�i�270 :;. @>@=2 :;. <C652N@
5 2�2Lo : -408-D4>@ MX

h

2F4
MX

b

: 2�214!@5+ KN65<10M<=2
y = α(1+R)+ δx

-��
δ
2A@34 I .]: 2�-D4=2 5 2XI . 5 <>-40;4=2GTr + 2A@34?Ij+ KNi�2 . 410M-4- 5 2XI . 5 <>-40;4=2 . @>@q-1630MK52X�<27- : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2 . 2L4=-�S/- . -;R . -D4 5 ->-G47I .cYF. I;262L<,26-

0
B+2ZIm4B0 : I80MK52 :/. <

(1+R)
2N@q4?Ib+ -G< 5 ->-7-LKN2 5 2 : -408-G4 M0 5 2sI . 5 <>-40;4=2G_ 5 + . .Z@>630k@>@q2 (1+R)S

T
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r?->2L<>@ 5 2�Ib+ . 6`4B0;->-

� . IM2�2Z< 5 2 : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2

X(h)

(1 + R)V0

X(b)

Sb (1 + R)S Sh

MX
b

M0

MX
h

-
�����������������������������������

6

� ����� � T � � dJ-/<=4=25gh2�270MI;IM2�<=K : I80Mi�2 . -G4�27- : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K (X(h), X(b))

��£AJ �1¢
	n O£ ������� � � �1¢a�W¦[� � �O�/�KJ��O¡j£D� �, ��6F2@34 . 5 2G_ 2;-L2�i>2Z2N@q410M-4- 0MB : -G<q4 . -D4=2@=2: -D@q2GTLVX->2Z@ .WY ->-Z@!698L-40k@10K2;-�BC- 5 SNI;2 5 2]B . <>698LK .WY 2N6,27- . 6F410;gO<B0M@>i�2LK�2F4s@=2�2LIM25BH26-G4 5 2621oBH-42 Y 25BH2�-D4>@ : -G@>@d0M.LIM2N@ :;. < : KN<10M- 5 2/TLVs-42Z@!26- .WY -4-Z@ 5 K 5 270m4si�2L2�4>-4214 : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K 2A@34<=K : I80M6 . .LIM2 :/. <�27- : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2/_ 5 2 YW. I;262L<�09-;0m4B0 . I;2]I .C: <10MBH2 5 2 : <=- 5 2;0m4 5 KN<10 Y KGTr?2{BH- 5 S5IM2�2N@q4]4=<>SN@c@>698LKNB . 410ki�2L2/_U254�.70M2�- @��L<]4><=SA@]I;->09- .: <10M-/<B0 5 2�I . <=K . I80m4>K/T  4C@10,I;2BH-42 Y 25BH2�-D4 . -D410k630 : K 5 27Ib+ . 6`4B0;->- .WYW. 0m4J4=<>-40k@J-1656�2L<=26-Z6F2A@Z�a8 . 2Z@>@=2/_a. . 0M@>@q2G_f@34 . .LIM2G\ σ ^ � �,2Z2
5 2 Y 0M2�-D4�Ij+ � � � � �,2L2 5 2 Y 0M2�-;-L2�-D4XIb+ K YF. I92 . 410M-4-p2F4XI . 6F->2 Y 2N<q4B2L<=2 �� Y 2N6 5 2N@$-L-/4 . 410M-4-Z@�K Y 0 5 2�-D4>2N@N_	IM2N@ YW. IM2�2Z<>@ : -G@>@d0M.LIM2N@ 5 + 27- : -/<=4=25gh2�270MIMI;2{@=-4-D4�65-4-Z@q410;412ZK52N@
5 2�4=<>-40k@ : -408-D4>@ Mh

_
Mb
_
Mσ

. I80MP4-LKA@5TZ* . 6F->- 5 0;410M-4- 5 2\-L->-?U . <=.;0m4>< . P/2�@q2�4>< . 5 270;4s2�-Z65-/<>2:;. <!IM2�g . 0;4si�2L2]@d0UIM2N@74><=->0M@ : -408-D4>@�@=-4-D4 5 . -R@�I;2 5 2NB:0TU i�2 . 5 < . -D4 : -D@d0;410;g3_ZIM2 : ->09-D4 M0 5 ->0m4.f:L:/. <=4=2�-;0;<]�pI . 5 <=->0m4>2C254 . 2Z@>@10 . 2 5 25B:09U i�2 . 5 < . -D4 : -G@10;410;g3TJr?-/BHBH2{6F2A630 5 ->0m4cQ54=<>2 Y < . 0: ->2L<E4>-4214>2N@,IM2N@ 5 <>-40;4=2N@ 5 2s6F2 5 25B:09U i�2 . 5 < . -D4N_W-LKA6F2N@>@ . 0M<=2NBC26-D4 b < 1 < h
254

(1+R) < h
T

* . i>2Z2N@q410M-4- 5 2pI . 6F->2 Y 2N<q4B2L<>2 5 + 27- : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K -U+ . 5 BH254 : I82Z@ 5 2@q-GI9214B0;->- @10;B : IM2/T@¥-40M2�-D4
X(h), X(σ), X(b)

I;2A@ YW. IM2�2L<9@ : -D@=@10;.ZI;2A@ 5 2�6F2 65-4-D4=< . 47�cI . 5 . 4>2 1
TD��-{4=2NI 65-4-D4=< . 4

-L2 : 2�214�Q54=<>2�<>K : I80Mi�2LK :/. <<27- : -/<=4=25gh2�270MI;IM2�i�2L2�@10,IM2N@�4><=->0M@ : ->09-D4>@
MX

h , MX
σ , MX

b

@q->-D4
. I80;P>-LKN@NT @?07652 -U+ 2N@q4 :/. @cIM26 . @N_ . : <B0;-G<10?-4- -U+ . :/. @ 5 2�<>S5PGI;2 2;-70 Y 25<9@q2NI;IM2 : -42L< 5 ->-7-L25<



_4_ �/��������	���������$	)"���=!#%v����� 	�!#"�� �z��� 	)"���"�� � %,�����
\!#% �z	��e�:% ���	�� ���

I;2 : <B0mo 5 2�652 : <>- 5 270;4NT,�,- 5 0;4Ci�2L2�I;2�B . <>698ZK�2N@q4 � �	
�� ��� �����OT O I7e . 2;-L2 . .R->- 5 . -D4>2I90;4q4>K5< . 4B2L<=2]@12L< 5 0 �	KN<=26-D4=2N@!BHK54=8L- 5 -GI;-GP40M2N@ 5 + K YW. I82 . 4B0;->- 5 . -Z@�652c6F-4-D4>2Fo¥4=2GT��-L2 @=-/I8214B0;->- : -G@>@10;.LIM2 .f:Z:;. < .F[ 4�I;-G<>@>i�2U+ 0;I�25oA0k@q4=2N27- : <>- 5 270;4 5 KN<10 Y Kp4=<>SN@�I90ki�270 5 2/_ \ :;. <2Fo125B : IM2=27-L2]- : 410M-4- 5 -4-D4�IM2 : <10;o 5 + 2Fo12N<>6�0M652�2A@34�KNP . IU�CI .CYF. I;262L< 5 2�6F->2L<9@>^ 5 ->-G4�IM2 : <B0mo. 2a03->2L< 5 + 8A27012A@34 65-4-7-A2UTG* . @q4=< . 4=KNP40M2 5 2s6F->2 Y 2N<q4B2L<>2765-4-Z@10M@q4=2�B . 09-D4=26- . -D4 �=08- Y 2N@q410M<A_ 5 . -Z@I;2�6 . @q8~_DIM2�410;4=<>2 <B0k@=i�2LK�2F4�IM2 : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K X∗ 5 2 : <B0;o . 2a03->2L< 5 + 8A270 π∗
0

T1��- : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;22N@q4�I . 5 -4-7-LKN2 5 2N@�i>2 . -D410;4=KA@ (α, δ, κ)
08- Y 2A@34B0;2A@ 5 . -Z@�6F2N@{4=<>-40k@ . 6F410;g @5T * .lYW. IM2�2L< 5 + 27-: -G<q4>2Fgh26270;IMIM2 5 . -Z@�Ib+ 27- 5 2A@�4=<>-40k@�KF4 . 4>@ 5 2 BH-4- 5 2 j = (h, 1, b)

2A@34 5 ->-7-LK52 :;. < V1(j) =

α(1 + R) + δS j + κX∗(j)
T���K : I80Mi�2L2N<,27- 5 K5<B0 Y K 5 ->-7-LK {X(j); j = (h, 1, b)} <>2 Y 0;26-D4 �<=KA@q->2 5 <>2\27- @=e1@34>S5BH2 5 2c4=<>-40k@ KNi�2 . 4B0;->-Z@��{4=<>-40k@�08-Z65-4-7-A2L2A@5_ i�270 . 5 BH2F4=27-L2C@q-GI9214B0;->- 2F427-L2]@=2�2LIM2c@d0nIM2 5 K54=25<>B:09- . -D4

det =
∣∣∣ S(h − 1), X∗(h) − X∗(1)

S(1 − b), X∗(1) − X∗(b)

∣∣∣

= S(h − 1)(1 − b)
( 1

1 − b
(X∗(1) − X∗(b)) − 1

h − 1
(X∗(h) − X∗(1))

)

2N@q4�-Z-4- -A2LIb_L6f+ 2N@q4dU �WU 5 0M<=2�@d0nI .�: 26-G4>2 5 2 I . 5 <>-40;4=2 M∗(1)M∗(b)
2N@q4 5 0 �	KN<=26-G4>2 5 2�6525IMI;2 5 2I . 5 <>-40;4=2 M∗(h)M∗(1)

T1��+ 27- : ->09-D4 5 2 Y 2Z2�S;- . -Z630M25<A_16F2NI . <=2 Y 0M2�-D4!� 5 0M<=2�i�2L2�I;2 : <=- 5 2;0m4
5 K5<B0 Y K 5 2c6F->2 Y 2N<q4B2L<=2 X∗ -U+ 2N@q4 :;. @!<=K : I90k6 . .LIM2/T
@¥-42R@E6F2F4=4=2�8¥e : -/4=8LSA@q2G_ : ->2L<J4=->214 : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K/_W0MIL2Fo?0k@34>2#27- : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2 5 2X6F-42 Y 25<=412Z<=2G_6F-G<=<>2N@ : ->- 5 . -G4!2�-N2;-N09- Y 2A@34B0M@>@=25BH2�-D4 5 . -Z@ 5 2 6 . @=8U_ 5 2�Ij+ . 6F410M-4-2F4�I;2 : <>- 5 270;4 5 KN<10 Y K 5 2<=K5ghK5<>2�-Z652/TZ�,- 5 0;4si>2Z2�IM2 : <>- 5 270;4 5 K5<B0 Y K X∗ 5 2]<=K5ghK5<>2�-Z652 . 65-/B : IMKF4>K�IM2]B . <9698LK/T� . -Z@X652�6 . @5_LIM2 : <B0;o 5 2 : <>- 5 270;4 5 KN<10 Y Kci�2L2NIM65-4-Zi�2L2]2A@34sIM2 : <B0mo 5 2�@ . 6F->2 Y 2N<q4B2L<>2/_L6f+ 2N@q4dU�WU 5 0M<=2�I .CYW. IM2�2Z<�2�- 0 5 2 : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2�<>K : I80ki>2 . -D4NT
� � �N£D¢,�O¢W�D�A�1�N�j�R� �O¢a� �J� �J� ¡ �j¤5�A£

VX-42R@!<=2 Y 2�-Z-4-Z@ . 2BH- 5 S5IM2]� 5 2�21opKF4 . 4>@NT
�42R@=i�2U+ �cB . 08-D4=26- . -D4N_A-L->2Z@�-U+ .WY -4-R@ :;. @�21410MI90k@=K I .�: <=-G. . .70MI80m4>K 5 2�8 . 2Z@>@q2 -42 5 2�. . 0k@=@=2 5 2Ij+ . 6F410M-4-UTa� <[26-cP/K6-LK5< . Ib_5IM2N@~4=< . 5 25<9@,\hIM2N@O- : K5< . 4>2�2L<9@Ui�270G4=< . 0;4=26-G4J6F2?P/2�-Z<=2 5 2765-4-D4=< . 49@>^ ->-D4
5 2N@ .�: <10M-/<B0?\ . -D410k630 :;. 410M-4-Z@9^X@12L<�I;2A@sBH->2 Y 2NBC26-D4>@sg 21412L<9@ 5 2CIj+ . 6F410M-4-UT VX->2Z@ : ->2 Y ->-Z@sIM2N@
5 KN65<10M<>2�2�-Q08-G4><=- 5 2;0M@ . -D4 IM2N@ : <=-G. . .;0;I80m4>KN@ 5 2X8 . 2R@=@=2X2F4 5 2s. . 0M@>@=2 P = (p, 1−p)

. -G4B0M6�0 : K52A@:;. < I;2 B . <>698ZK/T � Y 2A6X6F254q4=2 : <>-/. . .70;I80;4=K
P
_DI;2s<=26- 5 25BH26-G4?2N@ : KN<=K 5 2sIb+ . 6`410M-4-{2A@34 5 -4-7-ZK :;. <

1

S
EP(S1 − 1) = h p + b (1 − p) − 1 = (h − 1)p + (b − 1)(1 − p)-��

S1
2A@34 I .{YW. <10 . .LIM2 . IMK . 4=->0;<>2 5 K3S;-;0;2 :/. < S1 = Sh 5 . -Z@�Ib+ KF4 . 4s8 . 214s2F4 Sb 5 . -R@�Ij+ KF4 . 4. . @NT
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@A0n-4-�698L2N<>698Z2��CIM2c6F-/B :;. <=2N<7�{6525I8270 5 2�6 . @q8~_
1

S
EP(S1 − S) − R = (h − 1 − R)p + (b − 1 − R)(1 − p)

* . i>2 . -D410;4=K
[h− (1 + R)]p− [(1 + R)− b](1− p)

.f:L:;. < .W[ 476F-/BHBH2 (*�5�G#54�+29:�QDB� 4�+���6�(&�
. @>@q-16�0;KN27��I . : -G@>@=2N@>@d0M-4- 5 + 2;-�4B0m4><=2
rq<B0M@>i�2LKts`_WIj+ 0 5 K52!KF4 . -D4 i�2U+ ->-L-~+ 08- Y 2N@q410M< . \ Y 2�- 5 < . ^ 5 . -Z@27-L2 . 6F410M-4-i�2L2c@d0U@=-4-p<>2�- 5 2NBH2�-D4 .C: <10M-/<B0 2N@q4s@d2 : KN<10M2�2L<c\G09-LghK5<B0;262L<9^7�{6525I8270 5 2�6 . @q8UT
�~->214=25gh-40k@�0MI[25oA0k@q4=2�4=->2a03-42Z<>@�27-L2 : <>-/. . .70MI90;4=K . @>@q-1630MK52]�Q2;-L2 : <B0MBC2 5 2c<B0M@>i�2L2\-A2LI;IM2�@=-42Z@I . i�2L25IMI;2�<>2�- 5 25BH2�-D4 5 2]Ib+ . 6`410M-4-p2F4�<>2�- 5 25BH2�-D4 5 2�6 . @q8@=-4-D4�I;2A@!BCQNBH2N@NT
��¢a� � �	¤A�h�N�j�R��������� W5(>#A#&%���%��&� h > b �! ��)%� 8%��&� Q �V�Q#54�%B@'�B@!+2� +2 10�6!(*+ � � ���� 1�����Q#)4�%A@�� �
@!+2� +2 10 q =

1 + R − b

h − b
P�� / 0� 1�I LD�(K9:%��5DB� ���I(* L�� 1− q =

h − (1 + R)

h − b
P���/ 0! 8�� LDI(�9:%��)DA�

@���� =
W)%I( � Q " ��/ ���,#&0!4��I�5����DA� HB�I+2� %B@! 8���&( �!�:#5�����>�I�& 1 � ��(*4[� / �B�! ,+ N 4�+���6!(&0��!�� �01HB�I����P

1

S
EQ(S1) = 1 + R,

\ � T © ^
%�� S1 = Sh DB�����[� / 0� 1�I �&��(* ��! Sb DA�I��� � / 0� 1�I @���� = � � #)4�%A@��A@�+2�C+2 80 Q ���� Z��#A#&�!�V0'� #)4�%A@�� �
@!+2� +2 10Q4�+���6!(&� �8�5��(* M4'� " #5(*+���6�(&� ��%I( � ���� M 8�Z#)4�%A@��B@!+2�C+2 80����[#54�+29:��DB� 4�+���6�(&�$�!�� G�	(*�2��� =
� �C( �<H�0!�)0!4'������9����& " ��%I( � Q, � / ���,#&0!4'���5��� DB�[HB�I+2�.%B@! 8���&( ��� #)���������	 1 � DA���&�Q� / +29 #&%�4� 8�
6!(&����#&%�4� 8�-N!��(*+2�2���:�!�� 01HB�I����P (1 + R) =

�����	��
������������
��
Oj� ����1(N�5� #-_5 ��5?&(N2:=- �CM ��V	 4��3+�' #-�7�1��� #G%��&()+"91(- V1 ,g� 7!* �I)'1B&(- � -27!"# # 4-r��7�&()�d�*!��* �%��*0&`3+�'7�&
V1 = α(1 + R) + δS1 M � 1(-�*!��*0&	 /� -�5B�IG21K��*�$�-R5B)+7�5E 4����1()+X��'X!"# #"9&(GP1("45(L07�-28;*!-�7�&B1(-+V�"4 g3C"#-�*0&

EQ(V1) = α(1 + R) + δEQ(S1) = α(1 + R) + δ(1 + R)S0 = (1 + R)V0.

��)'1(5(LC7�- V0 = 1 V!)+*�)�X�&("#-�*0&E #-P1(G�5B7! 9&K�'&E$&$!-21($&$!G�M
VX->2Z@U-G.14=26-L-4-Z@ 5 ->-Z6�27-Z2 <>S5P/IM2 5 + K YW. I92 . 410M-4-]4><=SA@ : <=-1698L2 5 2?6F2NI;IM2 ./:L: I80Mi�2LKN2 26- . @>@d2Z< . -Z6F2G_-�� IM2 : <10;o 2N@q4�2�- PG<=-D@sI .�YW. I;262L<�BC-aeG2�-7-Z2 5 2A@ : 25<=4=2A@5T��[-4214>2Fgh->0M@N_RIb+ 2N@ : KN< . -Z6F2 5 2 6 . Ik632LI-U+ 2N@q4 :;. @!I .�: <>-/. . .70MI90;4=K .�: <10M-/<B0j_¥B . 0k@�27-L2 : <>-/. . .70MI90;4=K�6F-G<=<B0;PGK52G_Di�270	410M2�-D4X6F-GB : 4=2 5 2�I .<=K : I80M6 . 410M-4-~T
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h − b
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:;. <=27- : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2 5 2{6 . @=8U_ . 6`410M-4-~_	254
5 K5<B0 Y K 5 2�<>KFghKN<=26-Z6F2 X∗ _¥IM2sg . 0m4�i�2L2 I .�YF. I;262L<72�- 0 5 2�6F2 : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2�2N@q4!Ij+ 2N@ : KN< . -Z6F2 :;. << ./:L: -/<=4!�

Π∗ 5 2 �;21o X1
. 6`412 . I80M@=K/T

��25B . <>i�2L->-Z@ci�2L2�@107-4- .WYW. 0;4+214B0;I80k@qKv27- . 214=<>2 : <>- 5 270;4 5 KN<10 Y K 5 2�<>KFghKN<=26-Z6F2G_~-4- . 2L< . 0;4@qKNI;2A6`4B0;->-7-LK=27-L2 . 2L4=<>2 : <=-G. . .70MI80m4>K�<B0k@=i�2L2�U�-L26214=<>2 : ->2L<XIb+ K YF. I92 . 410M-4-~T

� u�� � � ��y{� � �F|����q�]x[�pxJ|�� 	F�py��
	F��� �
N

 �!x 	5y{��|�}
* . @10;B : I80M6�0m4>K 5 2�BH- 5 S5IM2 ��27-L2 : K5<B0;- 5 2N-Z2 : 2N<=BH254 :;. @ 5 2�<=26- 5 <>265-/B : 4>2 5 2�I .6F-GB : I;25oA0;4=K 5 2N@nBH-42 Y 25BH26-G49@ 5 2A@ . 6F410;g @U@=-42Z@dU;0 . 6F26-G49@5TF* .!: <>25B:0;SN<=2E25o¥4=2�-R@d0M-4-=- . 412L<>25IMI;2E2A@34

5 2X@12 :L: -G@=25< i�2L2�IM2�4=2NB : @ � 6 . IM2�- 5 25< � 254 IM2!4=25B : @ 5 2N@ YF. <10 . 4B0;->-Z@�-U+ 2N@q4 :;. @EI;2�BHQNBC2GT/d . <2Fo125B : IM2/_DI . 03-42L<B-LKN2 : 2�214!QF4><=2 5 KN6F-GB : -D@qKN2s2�- 27- -L-GB�.L<>2 5 ->-7-LK 5 2 : K5<B0;- 5 2A@ 5 2s4=2NB : @5Tr?25I . <=2q03-408-D4<27-L2 08-1gh-/<>B . 4B0;->- 5 2�B . <9698LK/_ : 2;0M@>i�2U+ 0MI 2A@34 : -D@=@10;.ZI;2 5 + .WY ->0;< 5 2N@�65-f4 . 410M-4-R@2�-p4=2NB : @�<>K525IU@12L<XIM2N@ : <108-Z6�0 :;. I;2A@ 5 -4-;-LK52A@�S;- . -R630MS5<>2N@NT?O I�-L->2Z@7g . 214 5 -4-Z6�BH- 5 K5I80k@q2N< 5 2N@BH-42 Y 25BH2�-D4>@!@12Z65652N@>@d0;g @ : 2�- 5 . -D4�27-&-L-/B�.L<=2 N
: KN<10M- 5 2N@ 5 2�4=25B : @#-Z-f4=KN2N@ dt.r?2F4=4=2<-LKA6F2A@=@10m4>K�@N+ 0MB : -D@q2 . 2Z@>@d0 :;. <XIM2cg . 0m4�i>2Z2�I . 9��I M(*4�+2 80 5 2N@s65-4-D4=< . 49@5_R6f+ 2N@q4dU �WU 5 0;<>2�I;24=2NB : @,2�-D4><=2 . 2a03-42L< 5 + 8A270L2F4?I . 5 . 4=2 5 2�S;- 5 2s65-4-D4=< . 4A_f2N@q4 26-{P/K�-ZK5< . I . @>@=2 ��IM-4-LP>2L2/T/Vs-42Z@I . @12 :L: -G@=25<>-4-Z@ . 2R@=@10 2�-P/K6-LK5< . I K5P . IM2��

N
: KN<10M- 5 2N@ 5 2�4>25B : @NTRr?2N@!8¥e : -/4=8LSA@q2A@7-4-D4�KF4=Kg . 0;4=2A@ :;. < r?-Wo ��-D@=@!254���2L.708-Z@q4=2609-2�- ¨ ����� ��� � T



��� �7� �z" ' !#% �
��� %�� �� �#�����	)"L!#'(	)��� �
N
� �
�	�!#%,��� _ ªGª

� b �#b1c & 
 � g�i �zk 
 i�
 ��g������ g�m�m���� � �,l1p�m>o 
�ldp

��-L2]25oD4>2�-Z@10M-4-�- . 4B2L<=2NI;IM2�2F4s@10;B : IM2 5 2pBH- 5 S5IM2c�L2;-L2 : KN<10M- 5 2�2N@q4XI . @1270 YF. -D4=2��¨ T!IM2]<=26- 5 2NBC26-D4 5 2�Ij+ . <>P/26-G4�26-G4><=2�IM2N@ : K5<B0M- 5 2N@ (n − 1)
2F4

n
2N@q4s6F->-Z@34 . -D4�2F4�-L-/4=K

R
_6/+ 2A@341U ��U 5 0M<>2�i�2L2 1

� 2�-
(n − 1)dt

YW. 214
(1 + R)

� 5 2]I . 5 . 4>2 ndt
�

_1T!26-G4><=2 5 2621o 5 . 4>2N@C@d2R656F2A@=@10 Y 2N@N_~IM2BH-42 Y 25BH2�-D4 5 2�Ib+ . 6`4B0;->- 2N@q4 5 2 43e : 2:rq8 . 2R@=@=2 � _rq. . 0k@>@q2 � _ .WY 2A6sIM2N@!BHQ5BH2A@�-70 Y 2 . 21o
(h, b)

i�2L2 5 . -Z@#27-BH- 5 S5IM2]� 5 2�2Lo : KN<10M- 5 2N@NT

h5S

h4S

iiiiiiiii

UUUUUUUU

h3S

jjjjjjjj

TTTTTTTT h4bS

h2S

kkkkkkk

SSSSSSS h3bS

iiiiiiii

UUUUUUU

hS

lllllll

RRRRRRR h2bS

jjjjjjj

TTTTTTT h3b2S

S

mmmmmmm

QQQQQQQ hbS

kkkkkkk

SSSSSSS h2b2S

iiiiiii

UUUUUUU

bS

lllllll

RRRRRRR hb2S

jjjjjjj

TTTTTTT h2b3S

b2S

kkkkkkk

SSSSSSSS hb3S

iiiiiii

UUUUUUUU

b3S

jjjjjjjj

TTTTTTTTT hb4S

b4S

iiiiiiii

UUUUUUUUU

b5S

� ����� � T � � *,+ . <>.L<=2�.708-L-/B:0 . I
��I . B . 412Z<10;4=K

Ndt
_ 0MI�e . 2�2

2N 698Z25B:09-R@ : -G@>@10;.LIM2N@N_Ei�270 5 -4-;-L2�-D4�@q262LIM25BH2�-D4 N + 1YW. IM2�2L<9@ 5 0M@q4108-Z6`4>2N@ . 2 : <B0mo 5 2pIb+ . 6`410M-4-~TO� KN@10;P>-L-4-R@ :/. < ω
27- 698Z25B:09- i�2L25Ik6F->-Zi�2L2/_�\ 2;-KF4 . 4 5 2 BH-4- 5 2 5 0M@=2�-D4CI;2A@�KA6F-4-Z-/B:0M@q4=2A@>^]2F4 :/. < Sn(ω)

I . YW. IM2�2Z< 5 2�Ij+ . 6F410M-4- ��I . 5 . 4=2
ndt

: -42L< I;2�698Z25B:09-
ω
T/O I~2A@34 65I . 0;<�i�2L2

Sn(ω)
-L2 5 K : 26- 5 :;. @ 5 2A@ YW. IM2�2Z<>@ 5 2 698L25B:08- ω: -D@34>K5<B0;262L<>2N@E��I .

n � : K5<B0;- 5 2GTfd,I82Z@ : <=KA630k@qKNBC26-D4N_/@10;-L->2Z@ 5 KA@d0MP4-Z-4-Z@ :/. < Zn(ω)
IM2�-L-/B�.L<=2

5 2�BH-42 Y 25BH2�-D4>@��CI . 8 . 2Z@>@=2 5 2698Z25B:09- ω
2�-D4=<>2

[0, ndt]
_?0MIU2N@q4�g . 6�0;IM2 5 2 Y ->0;<�i�2L2

Sn(ω) = ShZn(ω)bn−Zn(ω).
\ � T ¨6^ ^

VX->2Z@ : -42 Y -4-Z@s2�-Z65-/<>2 5 K54 . 0MIMI;2N<�652F4q4>2 5 2A@=65<10 : 4B0;->- 2�-(08-D4=<>- 5 270k@ . -G4 I . @d270;4=2 5 2 YF. <10 . .ZI;2A@. IMK . 4=-40M<>2N@
(Yn(ω); n ∈ [1, N ])

-��
Yn

YW. 214
1
@N+ 0;IEe . 2�2u27-L2H8 . 2Z@>@q2H2�-D4><=2CI;2A@ : KN<10M- 5 2N@



_ ª4�K��������	���������$	)"���=!#%v����� 	�!#"�� �z��� 	)"���"�� � %,�����
\!#% �z	��e�:% ���	�� ���

n−1
2F4

n
_/2F4

0
@d08-L->-U_ 5 2!4=2NI;IM2s@=-/<=4=2�i�2L2 Zn(ω) =

∑n
j=1 Yj(ω)

T/*~-/<9@=i�2L2
b = 1/u

6F-GBCBH2
5 . -R@,I . <>25B . <9i�2L2 � T � T � 5 2�698 .f: 0;4=<>2 � _ Sn(ω) = Su2Zn−n(ω)

_D-��
2Zn −n

2A@347I . @q-GBHBC2
5 2 n

Y T . T?08- 5 K : 26- 5 . -D4>2N@�i�270 : <>2�-;-L2�-D4�I;2A@ YW. IM2�2L<9@ 1
2F4 −1

T
T �M£D¤ �J�L�/£ HO£��O¢W� �J� �O�j¡ � �N� ¤A�R O¤!� �A�L�/£¥� � *U2A@ Y T . T

(Yn(ω); n ∈ [1, N ])
@q->-G4�IM2N@]6F-¥-G<dU

5 -4-;-LK52A@ 5 2�Ij+ 2N@ :;. 6F2 Ω = {0, 1}N i>2Z2�-L-42Z@ : -42 Y -4-R@JB+27-70M< 5 + 27-L2 : <=-G. . .70MI80m4>K .�: <10M-/<B0 P _: ->2L<7I . i>2Z25IMI;2�6F2N@ Y T . T¥@q->-G4�09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2A@?254 5 2 BHQ5BH2�I;->0 .WY 2N6 : <=-G. . .;0;I80m4>K p 5 2�8 . 2Z@>@=22F4
(1 − p) 5 2. . 0k@>@q2GTO*~2N@ YW. <B0 . .LI;2A@ . I;K . 4>-40M<=2A@ (Yn; n ∈ [1, N ])

@q->-D4 5 2A@ YW. <10 . .LIM2N@ 5 2`725<B-L-42LIMI80/08- 5 K : 26- 5 . -D4>2N@N_D254 Zn
@1270m4#27-L2�IM-40 .708-L-/B:0 . IM2 5 2 :;. < . BHS54=<>2N@ (n, p)

TZr + 2A@34#27-L2
5 2N@!< . 0k@=-4-Z@ : -42L<�I . i�2L2NI;IM2]6F2�BH- 5 S5IM2]2N@q4s6F-4-;-�2@=-42Z@7IM2\-L-/B 5 2 J ��H ZD¡j£ �J� �O�KJ � �L¡ T*U2�BH-42 Y 25BH2�-D4 5 2]Ib+ . 6`4B0;->-�2A@34 5 K 5 270;4 5 2]6F2NI9270 5 2 Zn

:;. <�I . gh-/<>B+2LIM2
Sn = S hZn bn−Zn = S bn

(
h

b

)Zn

.
\ � T ¨/¨ ^

*U2A@ . 6565<=->0M@>@q2NBH2�-D4>@�<>25I . 410;g @ 5 2 S
@q->-G4 5 2A@ Y T . T 09- 5 K : 2�- 5 . -D4=2N@N_Ui�270 @=-4-D4 5 2N@�25o : ->-L2�-?U410M25IMI;2A@ 5 2 Y T . T 5 2<`725<B-L-42ZI;I80jT* . @d270;4=2

(Sn)
2N@q4 27- 698 .W[ -L2 5 2 � . <��/- Y 5 2 -L-ae . 2 5 2 4=< . -R@d0;410M-4-

P (S, Sh) =

p, P (S, Sb) = 1 − p
TeOq-D4=<>- 5 270k@q->-Z@HI . SRIm4>< . 410M-4- - . 4B2L<=2NI;IM2 5 2 6F254q4=2�698 .W[ -Z2 5 2�� . <1U

�/- Y _ Fn = σ(S0, S1, Sn) = σ(S0, Y1, . . . , Yn)
T

*U-G<>@>i�2L2
p = q =

1 + R − b

h − b

_	I .{: <=-G. . .70MI80m4>Kc2N@q4,-L-/4=KN2
Q
_	2F4 2A@34�2�-Z65-/<>2 .f:Z: 2NI;KN2 4�+���6!(&� �

�5��(* M4'� Ta* .�: <=- : <10MKF4>K 5 2�. . @=2 5 2HBH- 5 S5IM2X� 5 2�21o : KN<10M- 5 2N@E@=2�P/K6-LK5< . I80k@q2!@ . -Z@ 5 0 V 632LI;4=K . 2BH- 5 S5IM2s� N
: K5<B0;- 5 2A@5_D6F-/B : 4>23Ub4=26-�2 5 2XI .c: <=- : <B0;K54=K 5 + 09- 5 K : 2�- 5 . -Z652 5 2A@ . 6N6F<>-40k@=@=25BH26-G49@<=2NI . 410;g @5T

T £AJ J £ ��(�����W %�( �[��� #)4�%A@��B@!+2�C+2 80�4�+���6!(&� �8�5��(* ,4�� Q " � / �!�,#�0�4��I�5����DA�Q4��!�)DA��9����& �!�	 M4'� n
�! n + 1 � ��%�9?#5 8�: 8�!�	( DB���:+2�>N!%�4�9:�� ,+-%����7DI+��M#&%��	+-@!�V����P ��� � �8+;��9:�[#&0!4�+-%>DA� � ���� [0,H����V��P
R�� � " ��%�+2 

EQ

(
Sn+1|Fn

)
= (1 + R) Sn

\ � T ¨ _G^
� �C( � HB0��50�4��I���!9:���& " � / �A�� M+ NQ4�+���6!(&0��A�� M(&�I�C+���0 Ŝn = (1 + R)−n Sn

�!�� L(*�)� 9:��4� ,+2��H������

EQ

(
Ŝn+h|Fn

)
= EQ

(
(1 + R)−(n+h)Sn+h|Fn

)
= (1 + R)−n Sn = Ŝn.

� b �#b�� �&g �?o 
�� 
��,ldk1k 
 n ��o?g �=p�nep���nep�o

VX->2Z@EBH- 5 K5I80M@=-4-R@EI;2 6F-/B : -/<=4=2NBC26-D4 5 + 27-Q09- Y 2N@q410k@=@=2�2L<,i�270b_ 5 0M@ : -D@ . -D4 5 + 2;-�6 ./: 0m4 . I708-70;410 . I
5 2 x
� _RIj+ 08- Y 2N@q410;4 5 . -Z@�Ib+ . 6`410M-4-~_L4=->214s26-�P . < 5 . -G4c\ -42�2�-�2NB : <12;-G4 . -D49^�27-L2 :;. <q4 5 2�@q->-



��� �7� �z" ' !#% �
��� %�� �� �#�����	)"L!#'(	)��� �
N
� �
�	�!#%,��� _ ªD©

6 ./: 0m4 . IO�{I . . . -Ri>2Z2/TRVs-42Z@ @d2 :L: -D@q->-Z@si�2U+ 0MIz-U+ e .{:;. @ 5 2�6F-A�L4>@ 5 2c4>< . -Z@ . 6`4B0;->-U_Zi�2L2�IM2N@Y 26-G4>2N@H� 5 KN65-42 Y 25<=4H@=-4-D4 . 214>-/<B0M@=K52A@C2F4�i�2U+ ->- : 2�2L4 . 698L254=25< 5 2A@Cgh< . 6`4B0;->-Z@ 5 + . 6`4B0;->-Z@{@d0-LKN652N@>@ . 0;<>2/T
� I . 5 . 4=2 ndt

_ IM2 : -/<=4=25gh2�270MI;IM2 5 2�Ib+ 09- Y 2A@34B0M@>@=2�2L<�@q2C6F-/B : -G@=2 5 2 αn(ω)
�(��I . . . -Zi�2L2�2F4

5 2 δn(ω)
. 6F410M-4-Z@NT~r?2N@]i�2 . -G4B0m4>KN@N_�-L-4-�-LKN652N@>@ . 0;<>25BH2�-D4�2�-D410MS5<>2N@N_ : 262 Y 26-G4]Q54=<>2 : -G@10m4B0 Y 2N@-42Q-LKNP . 410 Y 2N@?@d2;0 YW. -D4!i>2~+ 2NI;IM2N@76F-G<=<>2N@ : ->- 5 26-G4 �+27- . 698 . 4 ->2��<2;-L2 Y 2�-D4=2GT  IMI;2A@7<=KA@d2LI;4=26-D4

5 2 5 KN6�0M@10M-4-Z@�i�270U->-D4!K54=K : <B0k@q2A@7�CI . 5 . 4>2 : <=KA6FK 5 2�-D4=2GT*,+ 09-Lgh-/<>B . 410M-4- . 6N6F2A@=@10;.ZI;2��Ib+ 08- Y 2A@34B0M@>@q262L<���I .
n
U 0;SNBC2 : KN<10M- 5 2�@=2{<=K 5 270;4C�Ib+ 870k@q4=-/<B0ki>2Z2

5 2N@H65-42L<9@ 5 2�Ib+ . 6`4B0;->-��J25IMI;22N@q4{BH- 5 K5I80M@=K52 :;. <HI . 4><10M.72 Fn
T  -D4=<>2I;2A@ : K5<B0M- 5 2N@ n − 12F4

n
_�2;- 09- Y 2A@34B0M@>@=2�2L<]i�270 @1270;4�I . @q4=< . 4>K5P>0;2

(αn, δn)
.: I . 65KH�I . 5 . 4=2 (n − 1)dt �'#)4A�!�

4����501HB%>��+-�� ,+-%�� αn
�(��I . . . -Zi�2L2�254 . 698L2F4>Kp\ -42 Y 2�- 5 2R^ δn

. 6F410M-4-Z@NTUr?2N@ 5 2�2Lo YF. <10 . .ZI;2A@-L2 5 K : 26- 5 2�-D4sK Y 0 5 2NBHBC26-D4si>2Z2 5 2cIb+ 08-1gh-/<>B . 4B0;->- 5 0k@ : ->-70;.ZI;2 . 2BC-GBH2�-D4X-��I . 5 KN6�0M@10;->-2N@q4 : <B0M@=2 �Z652�@=-4-D4 5 -4-R6 5 2N@ Y T . T Fn−1
U BC2A@d2Z< . .LI;2A@5T  -NS;- 5 2 : KN<10M- 5 2/_	6f+ 2N@q4dU �WU 5 0;<>2]�{I .

5 . 4>2 n
_nI;2 : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2{@q2{6F-GB : -D@q2 5 2{6F2A@]i>2 . -D410;4=KA@ (αn, δn)

_Ui�270 .f: <=SA@ <>2�-ZK5P/-16�0 . 410M-4-@q2N<=->-D4s4=< . -R@3gh-G<=BHK52A@�2�-
(αn+1, δn+1)

T[VX-42R@ <>2F4><=->2 Y ->-Z@ . 08-Z@d0EIM2N@=-Z-f410M-4-R@ 5 2H@q4=< . 4>K5P>0;2A@4=2NI;IM2N@,i�2U+ 25IMIM2N@,->-D4,KF4=K�09-D4=<>- 5 270;4=2A@ . 2{698 ./: 0;4=<>2 � _ 5 . -Z@EI .]: <>- : -G@10;410M-4- � T ¨ T�_1_fB . 0k@,652s@q->-D4B . 08-G4>2�- . -D4 5 2N@7@q4=< . 4=KNP40M2N@ Y����� 1%I4�+-�!�2���!� TL* . -L-f4B0;->- 5 2 : <=-16F2A@=@12Z@ 5 2 P . 08-�i�2L2�-L->2Z@ .WY -4-R@09-D4><=- 5 270;4=2 . I;-G<>@!@=25< .L. 2Z@=@10 4=<>SN@#2L410MI;2GTVX->2Z@ : -42 Y -4-Z@EB . 09-D4=26- . -D4 5 -4-7-L2N<�27-�6525<=4 . 08-Q-L-GB�.L<>2 5 2 5 K�S;-70;410M-4-Z@?i�270 : 25<>BH2F4q4>2�-D4 5 2: <>KN630k@=25<!I;2A@!-4214B0;Ik@�IM2N@ : I82Z@�0MB : -G<q4 . -D4>@NT
� ���J�[� �N�j�R����(��(� R = � �)� ¤N�5¢a�1�A� �	� £ HO£ � �R¢A�A£AMb£¥ O� ¡j¡ £ �!�� ��V� DB%��&�)0�� DB���.��(*+2 8���

(ϕn = (αn, δn); n ≤ N) #)4�0!Y>+���+-@!�V��� � DA%��)� α0
�� δ0

��%��	 Q�'%I���� 8���& M� ��" 4��8#54'0������ �
 8���	 G���!�Q6!(&�I�& ,+2 10!� ��� ����� �S�! ��A�� ,+-%����QDB����� ����#&%�4� 8�-N!��(*+2�2���:P:�V�7DA�I 1� ndt =

� =	� ��EL�L¡j£¥ ~¢c¡j��	n O�GHO�1�N�GER£ D�( #&%�4� 8�-N!��(*+2�2��� � ��Y����& 4����501H�%O��+-�� ,+-%�� � Y��I(* P �V�$DB�� 8� ndt ;

Vn(ϕ) = Vn(α, δ) = αn+1 + δn+1 Sn.
\ � T ¨Nª ^

�Z� #��I4� M+-��(*�C+-��4 ��+ ���:4�+-�����!�����Q+2�	+2 M+-�I��� x �!�� DB%��&�)0�� " x = V0.

��=	� � #)4�%>�'�!����( � DB� H���+2� ������%O��+-0�P7���� M 8�[�� ,4��� 801HI+-������ 

Xn(ϕ) = x + α1 R + δ1(S1 − S0) + · · · + αn R + δn(Sn − Sn−1) ;
\ � T ¨�� ^

� = � �5���� ,4��� 801HI+-� DB� #&%�4� 8�-N!��(*+2�2���K���� �Z ~�A� �J�[�Z���G�L� �N£ ��+�P  1%I(* 1�7DA�� 8� " Y����V�!(*4��C+-6�(*+��
DB�� ,+2Y����� #54'%O���!�'��( �QDA� H���+2�.�'%��2�5��+-DA���& "

∀n ∈ [0, N ], Vn(ϕ) = Xn(ϕ).



_ ª �/��������	���������$	)"���=!#%v����� 	�!#"�� �z��� 	)"���"�� � %,�����
\!#% �z	��e�:% ���	�� ���

�Z� #��I4� M+-��(*�C+-��4 "

Vn(ϕ) − Vn−1(ϕ) = RVn−1(ϕ) + δn(Sn − Sn−1 − RSn−1).
\ � T ¨A© ^

� = W5+ R = 0 " %I(�#)�C( ��H�0!�)0!4'������9����& [��+ �5%I( �K��%�����+-DB0!4�%I��� ���!� 6�(&���& ,+2 80��K�B�! ,(&��� +��!0��!�
V̂n(ϕ) = (1 + R)−n Vn(ϕ) �� Ŝn = (1 + R)−n Sn " (*�7#�%I4� 1�MN!�!(*+2�2�V�7��(* 8%��G�5�I� �����& 
�B�! ,(&���C+���0$Y�0!4�+ �Z�

V̂n(ϕ) = x + δ1(Ŝ1 − Ŝ0) + · · · + δn(Ŝn − Ŝn−1).
\ � T ¨ � ^

� / �!�� DA%I�5� �V�Z#54'%O���!�'��( � DA�<HB�I+2� DA� ������ ,4��� 801HI+-�L#)4�0�YO+���+-@���� δ ���'��%>�!+-0�����($#54'%O���!�'��( �
Ŝ " ��%I+2 �IY����Q����� �)%� 8�� ,+-%����QDB� � = R =�� D�(S������#5+2 ,4�� � " V̂n(ϕ) = Ŝn(δ).

�����	��
������������
��

⇒ ��*0&B1(-S #-�5	�IG21("#)C,�-�5 n − 1 -2& n V�7!*W"#*C3�-�5?&("#5B5B-�7�1EL07�"I5B7!"9&	 4�j5?&B1K�'&(G�[�"#- (α, δ) �Y�� c�'$�GR�Y 4�Y,!�'&(-
(n − 1)dt ����1(N�5Y1(-2*!G�[�)0$�"4�'&("#)+* αn � �^ 4�TX!��*!LC7�-=-2&j��$&$!-2&(GT�/)+7�3+-�*�,�7I� δn �'$2&("#)+*!5�Mb��-
[��'"4*T,�-P 4�j5?&B1K�'&(G2[+"#-Y-2*C&B1(- n − 1 -2& n -�5?&F��3+-�$J #-�5	*!)�&K��&("#)+*!5F,�-S c�=,�G2d�*�"9&("4)�* Xn(ϕ) −
Xn−1(ϕ) = αn((1 + R) − 1) + δn(Sn − Sn−1) = αn R + δn(Sn − Sn−1).

⇒ 
  /� "#*!5?&K�'*C& n V6 /� "#*C3�-�5?&("#5B5B-�7�1 � )'1(:=-`7�*�*!)+7�3�-%�'7\�I)'1B&(- � -27!"# # 4-�M �C".��7�$�7!*�-`5B)�:=:=-Z*�� -�5?&="#*�8
3�-�5?&("#-^�/)�7r,�G�5B"#*�3+-�5?&("#-��S,�-Y:Z��*�"4NA1(-j-2D�)+[�N�*!-��` /� "4*�5?&K��*0& n Vg"4 ��Z7!*�-Y1("#$%$�-�5B5B- Vn−1(ϕ) +

(Xn(ϕ) − Xn−1(ϕ)) �r1(-�*!G�[�)0$�"#-21%MF��� 5?&B1K��&(G�[+"#-r-25?& ,�"9&(- w��C|;y��6zIw�z���w�z!|e� -2& Vn(ϕ) =

αn+1 + δn+1Sn = Vn−1(ϕ) + (Xn(ϕ) − Xn−1(ϕ)) M
⇒ � )+7�5��I)+7�3�)+*�5�,�G�$21("91(-^��1(G2$�"#5BG�:=-�*0&�7�*!"4L07!-�:=-�*0&Y-�*]&(-21(:=-�,�-^L07��'*0&("#&(G25=,g� ��$A&(" �F1("#5(LC7�G� #-

$�)+:=�I)'1B&(-�:=-�*0&	,�7��I)�1B&(- � -�7�"4 # #-+V
Vn(ϕ) − Vn−1(ϕ) = αn R + δn(Sn − Sn−1)

= R(αn + δnSn−1) + δn(Sn − Sn−1 − RSn−1)

= RVn−1(ϕ) + δn(Sn − Sn−1 − RSn−1).

⇒ ��"!*�)+7�5 ��$A&(7��� #"#5B)+*�5  #-�5@�I)'1B&(- � -27!"# # 4-25�V�7�*�5B"#:=�! #-E$%�� #$�7� I�J���'1B&("91 ,�-	 /� G�LC7!�'&("#)+*T� �0M4�%�+�6:=)+*0&B1(-
L07!-

bVn(φ) − bVn−1(φ) = δn(bSn − bSn−1).

*U2A@ : <>- : <B0;K54=KA@ 5 2 : <>-16F2A@=@12Z@ 5 2sP . 08- 5 + 27-L2 @q4=< . 4>K5P>0;2 : <>K Y 0k@d0M.LIM2X@q->-D4 .70M2�-�65-4-7-A2L2A@X\hd,<>-�U: -D@d0;410M-4- © T ¨ T ¨ ^`T�	�-Z-4-Z65K52N@ @q->2Z@�I .H: <>-/. . .70;I80;4=Kc<B0M@>i�2L23U -L26214=<>2
Q
_R65-/BHBH2 5 . -R@�I;2�BC- 5 SNI;2� 5 2�2Lo : K5<B0;- 5 2A@5_/25IMI;2A@ : 25<>BC254q4>2�-D4 5 2XBH->-G4><=2N< 5 2N@ : <>- : <B0;K54=KA@ 5 2XB . <=4108-LP . I;2 : -42Z<,Ij+ . 6F410;g<10k@>i>2ZKC\ � T�_1T ¨ ^?2F4XIM2N@ YW. IM2�2Z<>@!I80Mi�270 5 . 410 Y 2N@ 5 2 : -/<=4=25gh2�270MIMI;2 . 6`412 . I80M@=KN@NT



��� �7� �z" ' !#% �
��� %�� �� �#�����	)"L!#'(	)��� �
N
� �
�	�!#%,��� _ ª �

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R�������V� W %�( �.���.#54�%B@��A@�+2�C+2 10 4�+���6�(&���8�)�!(* ,4�� Q " � / �!�,#�0�4����)��� DB� 4��!�)DA��9����& 
�!�	 M4'� n �� n + 1 DE/ (*� #&%�4� 8�-N!��(*+2�2��� ��(* 8%��3�)��� �>�I�& $�!�� $01HB�I��� " ��%�9�9:�S���!�2�V�SDA� � / �A�� ,+-%��
P 1 + R " ��%�+2 

EQ

(
Vn+1(α, δ)|Fn

)
= (1 + R) Vn(α, δ).

� � #&%�4� 8�-N!��(*+2�2��� �B�! ,(&��� +��!0 " (1 + R)−nVn(α, δ) �!�� �(*�)� 9��I4� M+2� HB�I��� ��%�( � ��� #54'%A@��A@�+2�C+2 80
4�+���6!(&� �8�5��(* M4'� Q.
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1("#5(LC7�G=��$A&(7��� #"#5BG=-�5?&R7�*!-�:Z��1B&("4*�[��' 4-�M � 7!"#5(L07!-j 4-25U5?&B1K��&(G�[+"#-�5U,�-��I)�1B&(- ��-�7!"# # #-=5B)+*0&R��1(G23�"98
5B"#X! #-�5�VH� δn ∈ Fn−1 �AV

EQ

“
bVn(φ) − bVn−1(φ)|Fn−1

”
= δnEQ

“
(bSn − bSn−1)|Fn−1

”
= 0.
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�3�)��� �����	 1�$DA%I�& G�V� Y�������(*4 V.(α, δ) Y�0!4�+ �Z�$;

� ∀ω V0(α, δ)(ω) = 0 ;
� ∀ω VN (α, δ)(ω) ≥ 0 �� ∃ ω0 VN (α, δ)(ω0) > 0.

VX->2Z@,g . 0M@=-4-R@ 5 . -Z@?I;2�BH- 5 S5IM2 � N
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� ��4Q��%I����0�6!(&���& " DA��(AF[#&%�4� 8�-N!��(*+2�2���!��6�(*+G%��& L���:9 ��9��QY��I����(*4Q�'#542��� N #&0!4�+-%>DA�!� # = � =�" %��& 
���:9 ��9��QY��I����(*4 �3�5�I�5��+;�!4'�$P  1%I(* 1�$DA�� 8�Q+2�& 8�!4�9:0�D�+-��+24'� n # = � =
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������������
��
' )+*0&B1()+*�5	 c�j,�-�7�D�"#N�:=-S��1()+��1("#G2&(G+M
��)�"4-2*C& ϕ = (α, δ) -2& ϕ′ = (α′, δ′) ,�-�7�D 5?&B1K��&(G�[+"#-�5 ,�- �I)�1B&(- ��-�7!"# # #- &(-� # #-�5 LC7�-
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∀ ω, VN (ϕ)(ω) = V ′
N (ϕ)(ω) -2&E5B7!���I)+5B)�*!5EL07!- V0(ϕ) > V0(ϕ

′) M
��)�"#& (λ, 0)  4�_5?&B1K�'&(G�[�"4-T�'7�&()'d�*��'* �%�'*0&(-+V6$�)�1B1(-25B�I)+*�,���*0&W�i7�* "#*C3�-�5?&("#5B5B-�:=-2*C&j"#*!"9&("4�� F,�-
[V0(ϕ

′) − V0(ϕ)] ,���*�5E #-J$%�'5 $�V�*!)�*`1(-�*�G�[+)0$�"#G�-U-�*0&B1(- 0 -A& N M
fF��1(N�5 N �IG21("#)C,�-�5�V!5(�j3��� #-�7�1E-�5?&F,�- VN (λ, 0)(ω) = [V0(ϕ

′) − V0(ϕ)](1 + R)N .

���U5?&B1K�'&(G�[�"4- Φ L07!"I3���7�& (α − α′ + λ, δ − δ′) -�5?&	7!*�-P)+���I)�1B&(7!*�"9&(GP,g� ��1(X!"9&B1K��[�-J$%�'1%V!,g� 7!*�-
����1B&S�Y h� "#*!5?&K�'*0& 0 V V0(Φ) -25?&F*C7� 4 #-+V�-2&F,g� �'7�&B1(-P�!�'1B&%V VN (Φ) 3���7�& �

VN (Φ)(ω) = [V0(ϕ)) − V0(ϕ
′)](1 + R)N > 0.
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d,<10MBH2 5 2 r . IMI n U,d <10MBH2 5 2d�214 n � Sn
U
K(1 + R)−(N−n) =
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OJ��*�5�$�-2&Z-AD�-2:=�! #-+V6 /� ��$2&(" � S V� #-�� w+� � -2&= #- 	@�C| 5B)�*0&=$�)+*�5B"4,�G21(G�5Z$�)�:=:=-�,�-�5j&("9&B1(-�5Z,�7
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5 2�I . gh-/<>BH2 FN (SN )
�CI . 5 . 4=2 Ndt

:;. <�2;- : -/<=4=25gh2�270MI;IM2 . 214>-�S;- . -;R . -D4 5 -4-D4�I;2A@ : ->0 5 @��I .
n � : K5<B0M- 5 2�@=-4-D4 5 2A@!gh-4-Z6F410M-4-Z@ 5 2 n

2F4 5 2 Sn−1
T
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 	�� �����	
 � � � ����� �	���
�� *U2N@Egh-4-Z6F410M-4-Z@,i�270	6 . < . 6`4=KN<10k@=2�-D4EI .�YW. IM2�2Z< 5 2 : -/<=4=23Ugh2�270MIMI;2 2F4 IM2N@ 5 0 �	KN<=26-G49@ : -40 5 @ @=-4-D4?6 . Ik632LIMKN@ 5 2XB . -;0;SN<=2X<>KN6�2L<9@d0 Y 2�<>KF4><=-GP/< . 5 2]\h26- :;. <=4 . -D4
5 2cI . S;-	^�2�- <=KA@q-GI YW. -D4�27-Z2�@1270m4>2 5 2C@qe1@q4=SNBC2A@XI809-ZK . 0M<>2N@ . - . IM-/P>2L2N@s��6F2NI9270 5 2 BH- 5 SNI;2C�
5 2�2Lo : KN<10M- 5 2N@NT*U2 : <>25B:0M25<�2N@q4 5 -4-;-LK/_ : -42Z<!4=-42L4=2 YW. IM2�2L< x

: <10k@q2 :;. <
SN−1

:;. <
FN (hx) = α(N, x)(1 + R) + δ(N, x)h x

FN (bx) = α(N, x)(1 + R) + δ(N, x)b x.

* . <=KA@q-GI9214B0;->- 5 2�6F2 @=e1@34>S5BH2 65-4- 5 270m4 . 2 : <10;o 5 + 27-L2�- : 4B0;->- 5 K5I80 Y < . -D4 I;2��;21o
(FN (hx), FN (bx)) 5 . -Z@�27- BH- 5 S5IM2�I27-Z2 : K5<B0;- 5 2G_JI;-G<>@>i�2L2�Ib+ . 6`4B0;->- 2N@q4 . 2 -;0 Y 2 . 2

x
T

� <BPG6F2 . 2 65-/<>-/IMI . 0;<>2 � T ¨ T � _ -L-42R@ .WY -4-Z@+27-L2�gh-/<>B+2LIM2�25o : I90k630;4=2 : ->2L<CI . @q-GI92L410M-4-U_Ji�2U+ ->-
2Fo : <B0;BH2 . 0M@=K5BH26-G4���Ib+ . 0 5 2 5 2 65-D2 V 630M2�-D4 <B0M@>i�2L23U -L26214=<>2 q =

(1 + R) − b

h − b)

_	-42 5 2(-L-ae . 2
5 2X4>< . -Z@10m4B0;->- Q(S, dy) = qδSh(dy) + (1− q)δSb(dy)

T1dJ-42Z< . BC-G<>6525<?I . <=KA632L<><>2�-Z652/_4-Z-42Z@
-L-f4>-4-Z@7IM2 : <B0mo

FN−1(x)
TZVX->2Z@ .WY -4-Z@ 5 -4-R6f_





FN−1(x) = (1 + R)−1(q FN (hx) + (1 − q)FN (bx)) = (1 + R)−1QFN (x)

δ(N, x) =
FN (hx) − FN (bx)

(h − b)x

α(N, x) = (1 + R)−1
(
FN (hx) − δ(N, x) h x

)
. \ � T ¨�� ^* . gh-/<>B+2ZI . 410M-4- 2L410MI;2 : -42L<�I . @1270m4>2 5 2c6F2�<>KN@12LIm4 . 4�2N@q4XI . @1270 YW. -D4=2GT
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QF (x) = q F (hx) + (1 − q)F (bx)

∆F (x) =
F (hx) − F (bx)

(h − b)x

α(F )(x) = 1
1+R (QF (x) − x∆F (x)).

\ � T ¨�� ^

� ��%�4�� {
F (hx) = QF (x) + ∆F (x)(h − (1 + R))x

F (bx) = QF (x) + ∆F (x)(b − (1 + R))x.

\ � T ¨ � ^
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� �	Y���4����!9:�!�	 " ��+GDA��(AF N!%��)�! ,+-%��&� F �� G ���� ,+�� N!%��	 
{

F (hx) − G(x) = (h − (1 + R))x ∆F (x)

F (bx) − G(x) = (b − (1 + R))x ∆F (x),

\ � T�_ ^ ^
����%I4�� G = QF " �! (1 + R)−1G(x) ���� G�V�:Y�������(*4 D�($#�%I4� 1�MN!��(*+2�2����6!(*+ 4�08#5� +-6!(&� F DA���&� (*�
9�%>D�������P:(*�)�Z#&0!4�+-%>DA�:DB� #&��4��I9^�� ,4���� (α(F )(x), ∆F (x)) =

�,- : 26214 <>K�0;4=K5<>25<EIM2X< . 0k@q->-7-L2NBC26-D4E��Ib+ KF4 ./: 2
N −2

_/� :;. <q4B0;< 5 2XI . gh-4-Z6F410M-4- FN−1
2F4 . 08-Z@d0

5 2]@d2;0m4>2 5 2 : <>-¥698Z2 26- : <=-1698L2GTLVX-42R@ .WY -4-R@?26- :/. <=410k632LI80;2N<Xi�2L2
Fk(x) = (1 + R)−1QFk+1(x) = (1 + R)−(N−k)QN−kFN (x).
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2A@34

F0(S)
_/0MI<=2A@34>27� BH-4-D4=<>25<Ei�2U+ 2�- :;. <=4 . -D4 5 2�6F254q4>2�<10k698L2N@>@=2
08-70m4B0 . I;2G_a-4- : 26214,P/K6-LK5<>25< 27- : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2. 214>-�S;- . -;R . -D4�i>2;0 .f: <>SN@

N
: K5<B0M- 5 2N@{<>K : I80ki>2Z2 FN (SN )
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F1(S1) = F0(S0)(1 + R) + ∆F1(S0)(S1 − (1 + R)S0)BH-4-D4><=2]i�2L2�I .H: <=- : <10MKF4>K 5 2]<=K : I90k6 . 410M-4-�2N@q4 YF. I . .LIM2�26-D4=<>2�IM2N@ : K5<B0M- 5 2N@ 0
2F4
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�

� 5 2]B . -70;SN<=2�PGK�-LKN< . I;2G_DIb+ K5P . I90;4=K
Fk(Sk) = Fk−1(Sk−1)(1 + R) + ∆Fk(Sk−1) (Sk − (1 + R)Sk−1)

= Fk−1(Sk−1) + Rα(Fk)(Sk−1) + ∆Fk(Sk−1)(Sk − Sk−1)BH-4-D4><=2�I . BHQNBC2 : <=- : <10MKF4>K 26-D4=<>2�IM2N@ 5 . 4>2N@ k − 1
2F4

k ;� 0MI~@12 V 4X2�-Z@1270;4=2 5 2]@=-/BHBH25<�2�-D4><=2 0
2F4

N
: ->2L< Y -40M<!i�2L2

FN (SN ) = F0(S0) +
∑N

k=1 α(Fk)(Sk−1)R + ∆Fk(Sk−1)
(
Sk − Sk−1

)

i�270O2N@q4 I .�YW. IM2�2Z<s2�-
N 5 + 27- : -/<=4=25gh2�270MI;IM2 . 214=-4S;- . -;R . -G4 <=K : I90ki�2 . -D4 5 . -Z@s4=->2Z@sIM2N@K54 . 49@ 5 2BH-4- 5 2 FN (SN )

�

� :;. < . .Z@q26-Z6F2 5 + . <=.;0m4>< . P/2/_ F0(S0) = (1 + R)−NQNFN (x)
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Fk(Sk) = (1 + R)N−kQN−kFN (x).

�Z�& ,4�� �����Q0� 1��#��!� k �! k + 1, ��� #�%I4� 1�MN!��(*+2�2����DA���'%I(*Y���4� ,(*4��Q�!�� DB%��&�)0 #&��4

δk = ∆Fk(Sk) =
Fk(hSk) − Fk(bSk)

h − b
.
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T �uJ �D�N¦O��HO£�HO£NJ �1¢W�A� ���R�L¡j£¥¤

 -\21410MI80M@ . -D4~IM2N@ : <=- : <10MKF4>KN@ 5 + 27- : -/<=4=25gh2�270MI;IM2 . 2L4=-�S/- . -;R . -D4~i�2L2E<>K : I80Mi�2L2 FN (SN )
\ @N+ 0;I2Fo?0k@34>2A^`_F-L->2Z@ Y -aeG-4-Z@ :;. <JI .s: <=- : <10MKF4>K 5 2!B . <=4108-LP . IM2 5 2!@ .sYW. IM2�2Z< . 6`4B2 . I80M@=K52 (1+R)−kVk@q->2Z@7I .C: <>-/. . .70MI90;4=K

Q
\hd <=- : -D@d0;410M-4- � T�_1T ª ^7i�2L2=-LKN652N@>@ . 0;<>25BH26-G4A_

Vk = (1 + R)−(N−k)EQ

(
FN (SN )|Fk

)
.VX->2Z@#21410MI80M@=-4-Z@XB . 09-D4>2�- . -G4�I .H: <>- : <B0;K54=K 5 2 � . < �G- Y 5 2 : <>-¥652N@>@d2R@ 5 2 : <10;o (Sn)

_	@q->2Z@!I .: <>-/. . .70;I80;4=K�<B0k@=i�2L2�U�-L26214=<>2/_ : -42L<�BH-4-D4=<>25<�i�2L2CI .�YF. I;262L< 5 2 : -G<q4>2Fgh2�2;0;IMI;2C<>K : I80Mi�2 . -D4C\ @N+ 0;I2Fo?0k@34>2A^?2N@q4�27-L2�gh->-Z6`4B0;->- 5 KF4=2N<=B:08-70k@34>2 5 2 (k, Sk)
_Ri>2;0U2N@q4XK5P . IM2��HI . gh-4-Z6F410M-4-

Fk(x)
i�2L2

-L-42R@ .WY -4-R@?6 . Ik632LIMK52]6309U 5 2N@>@d2R@
Vk = (1 + R)−(N−k)EQ

(
FN (SN )|Sk

)
= (1 + R)N−kQN−kFN (Sk) = Fk(Sk).

O I!<=2A@34>2p� BH-4-D4=<>25<Hi�2L2
Fk(Sk)

2N@q4C.;0;26- I . YW. I;262L< 5 + 27- : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2 . 214>-�S;- . -;R . -D4N_J�:;. <=410M< 5 2c6F254q4>2c@q262LI;2=08-1gh-/<>B . 4B0;->-UT*U2�IM25BHBH2 � T�_1T �s: 2N<=BH2F4 5 2�<=K : ->- 5 <>2�< ./: 0 5 25BH2�-D4,�]6F2 : <=-G.LI;SNBH2/T  -{2��	254N_ :;. < 65-4-Z@q4=<B2Z63U410M-4-
(1 + R)Fk(x) = QFk+1(x)

_~2F4 5 ->-Z6CI;2{IM25BHBH2�@N+ ./:L: I80Mi�2L2 . 2Lo gh-4-R6`410M-4-R@ Fk+1
2F4

Fk
_~6F2�i�270
-L-42Z@ : 2N<=BH2F4 5 2{BH-4-D4=<>25<�i�2L2{I . <>K : I80M6 . 4B0;->- 2A@34 YW. I . .LI;2{26-D4=<>2{I;2A@ : KN<10M- 5 2N@

k − 1
2F4

k
_

Fk(Sk) = Fk−1(Sk−1)(1 + R) + ∆Fk(Sk−1) (Sk − (1 + R)Sk−1)

= Fk−1(Sk−1) + Rα(Fk)(Sk−1) + ∆Fk(Sk−1)(Sk − Sk−1).

O IJ<=2A@34>2C�p@q-GBHBC2N<�@12L<
k
I;2A@ YW. <10 . 4B0;->-Z@

Fk(Sk) − Fk−1(Sk−1)
: -42L<�-G.14=26-70;<�I . gh-G<=BL2LIM2

5 2�<=K : I80M6 . 410M-4-p2F4E0)2R@34B0TSZ2N<�I . gh-G<=BL2LIM2 5 + K YF. I92 . 410M-4-~T
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 ¦O�D�R¢WZAJ £ ��(��� W)%I+2 q = (1+R)−b
h−b = � � Y�������(*4K��� 0 DE/ (*�)��%'#) M+-%I� DB%��	 ��� � (AF P ���

N �8+;��9�� #�0�4�+-%ODB�:���� DA� FN (SN ) ���� 

F0(S) = EQ[(1 + R)−NF (SN )] = (1 + R)−N




N∑

j=0

Cj
Nqj(1 − q)N−jF (S hj bN−j)




\ � T�_ ¨ ^
� � #�%I4� 1�MN!��(*+2�2���:DA����%�(*Y��!4� ,(*4��Q��� 0 �*/ %B@! ,+-���& ��!� ���I���!(*�V���& Z���KDA0�4�+2Y�0���D�+�����4A�� 1�

∆F0(S) =
F0(Sh) − F0(Sb)

(h − b)S
= EQ

(
(1 + R)−N F (hSN ) − F (bSN )

(h − b)S

)
.

\ � T�_4_G^
�����	��
������������
��

� )�7!5E�%3�)+*�5.3�7�L07!- F0(S) = EQ[(1 + R)−NF (SN )] M# 1 SN = S hZN bN−ZN VI) � ZN 5B7!"9&J5B)+7�5P 4�W��1()+X!��X!"# #"9&(G Q 7�*!-U 4)�"bX!"#*!)�:="4�� #-�,�-Y�!�'1K�'8
:=N2&B1(-�5 (N, q) M!��� ��)�1(:Y7! #-P-2D��! #"#$�"9&(-R-�*`1(G25B7! 9&(-+M

VX->2Z@ .WY ->-Z@ Y 2 i�2L2cIM2N@s65-4-D4=< . 49@ 5 + - : 4B0;->- 5 2]43e : 2�- : 4B0;->-Z@ 5 + . 698 . 4X2F4�- : 4B0;->-Z@ 5 2 Y 2�-D4>203-42L26-D4�27-�<1]GI;2�gh->- 5 . BC26-D4 . I	2�- S;- . -R6F2/T1*~2�2L<7K YW. I82 . 410M-4-�@ : KA6309SRi�2L2 2A@34 5 -4-R6 :;. <q4B0M6�2LI90MS3U<=2NBH2�-D4�0;B : -/<=4 . -D4>2/T
� �Z¢a�	¡ ¡ �Z�h¢a£ ��(������ � T � M �R¢FJ  O¡ £�H[£ � ¡j�L� ��£D� CU�W¦O�R¡j£D¤ HO� ¤A�f¢WZD�N£ �, � �!� %'#5 ,+-%��&�
DE/ �B���&�� �! �DA�QY��!�	 1�$%��& �DA�!� � (AF: 8�!4�9�+2�5�I(AF�DB�Q�V� N!%�4�9:� (x − K)+ �! (K − x)+ =
� �	 M4�%>D�(*+���%I��� �V���.N!%��)�! ,+-%��&� DB� 4�08#&��4� ,+2 M+-%I� GN (x) = Q(ZN ≥ x) �� G̃N (x) =

Q̃(ZN ≥ x) DA�!�S��%I+�� @�+2�5%�9�+-���V���.DA�7#&��4��I9^�� M4'��� q =
1 + R − b

h − b
�� q̃ =

h

1 + R
q =

(1 + R)h − bh

(1 + R)h − (1 + R)b
=

� � #54�+ F DA�$� / %�#5 ,+-%��.DE/ �B���&�� ���� �DA%I�&�50�#&��4

Call(0, S) = S G̃N (zN ) − K(1 + R)−N GN (zN ),
\ � T�_ ª ^

%�� zN ln(h/b) = ln(K/S) − N ln b =
� � DB0!4�+2Y�0��SD�+�����4A�� 1� � / �7#&����DA� N!%I4�9��K��+29?#5��� " 9��I+�� %I� #���(* QDA%I�&�5��4K(*� ���5���BD�4���9����& 
N!��+������	 +2�& 8�!4�Y��!�	+24Q���!� �5%I9�@�4��!� zh

N = zN − ln h

ln h/b
�� zb

N = zN − ln b

ln h/b
" DA�� 8�!�2�V� ��%I4� 1�

6!(&�
G̃N (zb

N) ≤ ∆C0(S) ≤ G̃N (zh
N ).
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� � #��I4�+2 10 �3���2� � � (* E#&�!4�9:�� DB�$DB0'DI(*+24��Q������� ��������(*�J�V� #)4�+ FKDI( d�214 =
�����	��
������������
��

� )�7!5J�I)+7�3�)+*�5J #"4*�G%�'1("#5B-21Y #- ��7�D_&(-A1(:="4*!�� �,g� 7�*!-�)���&("#)+*r,g� ��$&$���&Y)�7 � w+� � -�* �/��"#5(�'*C&Y"#*�8
&(-21(3�-�*�"91P /� -�*!5B-�:YX! #-�,� -2D�-21($�"#$�- E = {SN ≥ K} = {ZN ln(h/b) ≥ ln(K/S) − N ln b} =

{ZN ≥ zN} V!)�� zn -�5?&E #-J*!)+:YX�1(-F"4*0&B1()C,�7!"9&F,!��*�5. /� G2*!)+*�$�G+M
��-J��1("#D`,�-P /� )���&("#)+* 5B-R,�G�$�)�:=�I)+5B-P-�* F0(S) = (1 + R)−N

“
EQ

“
SN1E ) − KQ(E)

” M
⇒ ��- ,�-�7�D�"#N�:=-T&(-21(:=-i,�-r$2-2&B&(-r-2D���1(-�5B5B"#)+* 5B- $%�� #$�7� #- -2D��! #"#$�"9&(-�:=-�*0& �]����1B&("91_,�- Q(E) =

GN (zN ).

⇒ ��-E��1(-�:="#-21>&(-21(:=-F�I-27�&><2&B1(-F&B1K�'*!5 � )'1(:=GP,�-F:Z�'*!"#N21(-F�� ��"91(-P-�*�$�)�1(-F�������'1K� �4&B1(-P7!*�-���)+*!$A&("4)�*
,�-E1(G�����1B&("#&("#)�*�M � )+7�1.$�-� 4�Y)�*W1(-2:Z�'1KL07!-FL07!- EQ

“
(1 + R)−NSN

”
= S ����1. 4�Y��1()���1("#G2&(GJ,�-

:Z�'1B&("#*![+�� #-R,�-J /� ��$A&(" ���'$2&(7��' #"45BG�M � �'1E5B7�"#&(-�V
(1 + R)−N

EQ

“
SN1E ) = S eQ(E),

)�� eQ -�5?&E 4�j��1()�X��'X!"# #"#&(GUL07!"g��,�:=-2&.7�*!-J,�-�*!5B"9&(GJ��1()C,�7!"9&E,�-J c��� )�1(:=-
deQ
dQ

= (1 + R)−N (SN/S) =

„
b

1 + R

«N

(h/b)ZN =
NY

i=1

b

1 + R
(h/b)Yi .

��)�7!5� 4�]��1()�X���X�"# 4"9&(G eQ V. #-�5�3M �CM Yj 5B)+*0& ,�-�5�3IM ��ME,�- �>-21(*!)�7! # #"U"#*!,�G��I-�*!,!�'*C&(-25�V -2&T,�-
��1()�X���X�"# 4"9&(GR,�- $���7�5B5B-

eq = eQ(Yi = 1) =
b

1 + R
EQ

“
(h/b)Yi1{Yi=1}

”
=

h

1 + R
q =

h

1 + R

(1 + R) − b

h − b
.

Q )+:=:=- h > 1 + R V�)+*�3�G21("9d�-JL07�- q < eq < 1 M
⇒ � )+7�1	GA&(7�,�"#-21	 4��,�G21("#3�G�-J,�"#5B$21(N2&(-+V� #-P�! #7!5.5B"#:=�� 4-S-�5?&E,�-S1(-23�-�*!"91E�U c�j,�G2d!*!"9&("#)+*^,�7`��1("9D`5B)�7!5

� )'1(:=-R,g� -�5B�IG21K�'*!$�-+M
∆C0(x) =

C0(hx) − C0(bx)

x(h − b)
=

(1 + R)−N

x(h − b)
EQ

`
(hSN − K)+ − (bSN − K)+

´

Q )+:=:=-Y c� � )�*!$2&("#)+* (x − K)+ -�5?&R$�)�*�3+-2D�-+V*!)�7!5R�%3�)+*�5J /� -2*!$%��,�1(-�:=-�*0&J5B7�"#3+�'*C&P3+�' c�'X! #-
�I)+7�1E&()�7�& x ≥ y

1{y≥K}(x − y) ≤ (x − K)+ − (y − K)+ ≤ 1{x≥K}(x − y).

fF���! #"4LC7�G�-�5	�'7�DW3+�' #-�7�1(5E�� #G%��&()+"91(-�5 hSN -2& bSN V�$�-�5	"#*!G�[+�� #"9&(G�5 � )+"#*0&(-�5F�j 4��,�G2d!*!"9&("#)+* ,�-
∆C0 $�)�*�,�7�"#5B-�*0&E�j"#*C&B1()C,�7!"91(-J*���&(7�1(-� # #-�:=-�*0&	 4�j��1()+X��'X!"# #"9&(G eQ V
EQ

„
(1+R)−N

x(h−b)
(hSN − bSN )1{bSN≥K}

«
≤ ∆C0(x) ≤ EQ

„
(1+R)−N

x(h−b)
(hSN − bSN )1{hSN≥K}

«

eQ(bSN ≥ K) ≤ ∆C0(x) ≤ eQ(hSN ≥ K)

� )�7!5E�%3�)+*�5	��"#*!5B"���1()+7�3�GP /� "#*!G�[+�� #"9&(GY�'*!*�)+*!$2G�-+M �
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2F4

Ndt
Ib+ KN698LK . -Z652 5 265-4-D4=< . 4

F Am
0 (S) = sup

τ t.a.≤N
EQ

(
(1 + R)−τF (Sτ )

)
.

*~2�@qe¥B�.	-/IM2
t.a. 5 KA6F<B0m4�65-/BHBH2 5 + 8 . .70;412 5 2 27- 4=2NB : @ 5 + . <><=Q54{\ 5 K3S/-70M@c2�- © T ¨ T ª T ^`_6/+ 2A@341U ��U 5 0M<>2 2;-L2 Y T . T τ _ 5 -4-D4~IM2N@ YW. IM2�2L<9@ -U+ . -D410k630 : 2�-D4 :;. @U@d2Z<~IM2Eg 21412Z< 5 2 : <=-16F2A@=@12Z@ �

{τ ≤ n} ∈ Fn
TE*~2 : <B0;o . BHK5<B0M6 . 08-

F Am
0 (S)

.f:L:;. < .W[ 4C6F-/BHBH2pI;2pP . 09- B . oA0MB . I
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Φ(n, Sn)
_UB . 0k@ 5 -40 Y 26-D4�Q54=<>2 . 6`4B2 . I80k@qKA@ : -42Z< 5 K3S/-70;<]IM2{P . 09- <>K525Ib_ Yn =

Φ̂(n, Sn) = (1 + R)−nΦ(n, Sn).
_1T���+ . 214=<>2 :;. <q4A_fIM2 Y 26- 5 2�2Z< 5 2XIb+ - : 4B0;->- 5 -40;4 : -42 Y -40M<,6F-42 Y <B0M<,I;2s<10k@=i�2L2 5 + 25o¥2N<>6�0M652 . -?U4B0M6�0 : K/_DK Y 2�-D412L2NI;IM25BH26-G47�]Ij+ . 0 5 2 5 2 : <>- Y 0k@10;->-Z@�\h26-�6 . @=8R^FTG* . 6F-42 Y 25<=412Z<=2!<>2N698L2N<>698LKN2-U+ 2N@q4 : I82Z@�@q262LI;2NBH2�-D4 27- : -/<=4=25gh2�270MI;IM2 . 214=-4S;- . -/R . -D4A_EB . 0M@ 27- : -/<=4=2Fgh26270MI;IM2 .WY 2A6
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 i � ���7g �$k ��� 
 i�� n ������o g ��o?l � n�k

*,+ KF412 5 2!<=2 : -D@q2!@d2Z<EI;2A@[<>KN@12LI;4 . 4>@ 5 2!I . @=2N6F410M-4- © T � T _L_ .f:L: I80ki>2ZKN@J��I . 698 .W[ -L2 5 2 � . < �G- Y
(Sn)

@=-42R@[I .�: <>-/. . .70;I80;4=K!<10k@>i>2Z23U -L2�214><=2
Q 5 2�-L-ae . 2 5 274=< . -R@d0;410M-4- Q(S, dy) = qδSh(dy)+

(1 − q)δSb(dy), q = 1+R−b
h−b

T
��25B . <>i�2L->-Z@ 4=->214 5 2?@1270m4>2?i�2L2?I;2A@~- : 410M-4-Z@ 5 + . 698 . 4[2F4OI;2A@~- : 410M-4-R@ 5 2 Y 2�-D4>2 @q276F-GB : -/<=4=26-D44=<>SN@ 5 0 � K5<>25BHBH2�-D4 5 2 : ->09-D4 5 2 Y 2L2 5 2]Ib+ 25o125<9630k6F2 . -D410k630 : KGT
T £AJ J £ ������� � � � / ���� ���I9��I+�� %�#5 ,+29��I� DE/ �'F �!4'�'��4[(*�5� %�#5 ,+-%�� DJ/ �A�����I ��IY��I�& L� / 0����&0'�I�5��� =
�����	��
������������
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� )�7!5	��1()��I)+5B)+*�5E,�-�7�DW& ���I-�5	,�-P��1(-�7!3+- �
⇒ ���^��1(-2:="4NA1(-�1(-��I)+5B-W5B7�1Y #- � ��"9&=L07�-=���'1Y5B7!"9&(-W,�-= 4� ����1("9&(G Q �' # #8 � 7�&%V6��&()�7�&(-W,!��&(- n 7�*!-

)+��&("4)�*=,g� �'$%$!�'&>�S7!*Y��1("9DY5?&B1("4$A&(-�:=-�*0&6�I)+5B"9&(" � V+-2&�5?&B1("4$A&(-�:=-�*0&6�! #7!56['1K��*�,jLC7�- (Sn−K(1+

R)−n)+ ≥ (Sn − K)+ M �  �-�5?&F,�)+*!$F&()+7 � )+7�1(5E��1(G � GA1K��X! #-U,g� ��&B&(-�*�,C1(-+M
⇒ � * ��1([+7�:=-�*0&J�! #7!5R��1()+X��'X!"# #"#5?&(-=7�&("# #"45B-Z #- �/�'"9&�L07!-Y5B)+7�5Y 4����1()+X��'X!"# #"9&(G�1("45(L07�-28;*!-�7�&B1(- (1 +

R)−n(Sn−K) -25?&67!*!->5B)+7�5?8e:Z��1B&("#*![��' #-.$�)+:=:=-�5B)+:=:=-@,g� 7!*�-@:Z�'1B&("#*�[��� #- (1+R)−nSn -2&
,g� 7!*Y��1()0$�-25B5B7!5�$21()+"#5B5(��*0& −K(1+R)−n M�Oj� ����1(N�56 /� "#*�G�[��' 4"9&(GF,�- � -2*!5B-�*gV+5(�P�!�'1B&("#-.�I)+5B"9&("#3�-
-�5?&F��7�5B5B"�7�*!-J5B)+7�5?8;:Z�'1B&("#*![+�� #-+V�-2&E�I)+7�1.&()�7�&	&%M ��M τ ≤ N,

EQ

“
(1 + R)−τ (Sτ − K)+

”
≤ EQ

“
(1 + R)−N (SN − K)+

”
= CallEur

0 (S).
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T

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R����V� �� W %�+2 Z� / ��� HB%I4�+2 ��*9���4�0� ,4�%�HA4��BDA��DA0 �3�&+5#&��4�;

FAm
N (x) = Φ(x), FAm

k (x) = max
(
(1 + R)−1QFAm

k+1(x), Φ(x)
)
.

\ � T�_ � ^
� � Zn = (1 + R)−nFAm

n (Sn) ���� 7�V� #5� ( �7#&�! ,+2 8�.��(*4�9:��4� ,+2��H������ 6!(*+:9:����%I4�� (1 +

R)−nΦ(Sn)

@ � � � ��FB+��� 8� (*�  = � = %�#5 ,+29��I� τ∗ DA0 �3�	+G��%�9�9��

τ∗ = inf{n |FAm
n (Sn) = Φ(Sn)} ∧ N �! \ � T�_ © ^

FAm
0 (S) = EQ

(
(1 + R)−τ∗

Φ(Sτ∗)
)
.

� � � � 4�+2 ?��4���DE/ %�#5 ,+29��I�C+2 10:; � (*�  8��9 #5� DJ/ ��4�4 �� τ ���� %'#5 ,+29:���E��+L�� 3����(*����9����& G��+

F Am
τ (Sτ ) = Φ(Sτ ) �� Zn∧τ

�!�� L(*�5�Q9��I4� M+2� HB�I��� .

*U2 � (* . BHK5<B0k6 . 08- \ PutAm
n (S)

^ 5 2 �/21o Φ(S) = (K − S)+
. 5 2N@ : <>- : <10MKF4>KN@!@ : KN6�0TS	i>2Z2N@¨ T!I . gh-4-Z6F410M-4-

S → PutAm
n (S)

2N@q4 5 KN65<=->0M@>@ . -D4=2s254s6F->- Y 2Fo12 �_1T!Ib+ 26-Z@=25B�.ZI;2 5 + 25o¥2N<>6�0M652s�]I . 5 . 4=2 n
_ En = {x |PutAm

n (x) = (K −x)+} 2N@q4
27- 09-D4=2N<dUYW. IMIM2 5 2CI . gh-/<>BC2 [0, K∗(n)]
2F4 : -42L<

S ∈]K∗(n), K b−(N−n)]
. IM-/<9@

PutAm
n (S) >

(K − S)+ ;ª T!I . @1270;4=2
K∗(n)

@N+ ./:L: 2NI;IM2�I . gh<>-4-D410MS5<>2 5 + 2Fo12N<>6�0M652/T �,- : 26214�BH->-G4><=2N<si�2L2�6/+ 2A@34$27-L2gh->-Z6`4B0;->- 65<=->0M@>@ . -D4=2c4>25IMI;2{i�2L2
K∗(N) = K, K∗(N − 1) = K

h (1 + R
q ) < K

6 . <
h > (1 + R).
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FAm
n+1(Sn+1) = (1 + R)FAm

n (Sn) + ∆FAm
n+1(Sn)

(
Sn+1 − (1 + R)Sn

) \ � T�_ � ^
−

(
(1 + R)Φ(Sn) −QFAm

n+1(Sn)
)+

,
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� �V��� DA��(AF #54'�!9�+-�!4��[ 8�!4�9:��� DA�[�V����%�9�9�� 4��1#)4�0!�!���& 8���& ����Y���4�+-�I M+-%I� DA� Y��I����(*4��[DE/ (*�
#&%�4� 8�MN!�!(*+2�2���$��(* 8%��G�5��� �>�I�& " ��%��	 1���5�I�& ∆FAm

n+1(Sn) #&��4� M� DE/ �B�! ,+ N[4�+���6!(&0QPQ��/ +2���� 1�I�& 
n �

� �V� DA��4��&+-��4� 8��4�9��K4��8#54'0������& 8�K�����Q#54�%IYO+���+-%I��� 6!(*+ DA%I+2Y����& �� ,4��Q#54�0�����Y�0��!�7��+ %����!�� 
DB���&����� 4�01HI+-%I� DE/ �I4�4 �� " 9:��+�� 6�(&�:� / %�#5 ,+-%�� �)/ ��#����:0� 10���F ��4���0�� = � %I 1%I��� 6!(&�����! , 1�
4'0,HA+-%�� ���� L+2�5���C( ���$DB����� � / ��������9�@���� {x| QΦ(x) ≤ (1 + R)Φ(x)} �

� ���K#&��4� ,+-�!(*�C+-��4 " ��Y����	 ���� 8�!9?#	�:%'#) M+29:���GDJ/ ��F ��4��!+-��� τ∗ " ���<#)4�+ FSDB��� / %'#) M+-%I� �I9�0�4�+��
���I+2�5������ Z���:Y�������(*4QDA�$9:��4�����0�DE/ (*� #�%I4� 1�MN!��(*+2�2������(* 8%��3�)��� �>�I�& =

�����	��
������������
��
� �'1E #-J #-�:=:=- �0M �0M �CVI*�)+7!5	3�) �0)�*!5	L07!-

FAm
n+1(Sn+1) = QFAm

n+1(Sn) + ∆FAm
n+1(Sn)

“
Sn+1 − (1 + R)Sn

”

FAm
n+1(Sn+1) = (1 + R)FAm

n (Sn) + ∆FAm
n+1(Sn)

“
Sn+1 − (1 + R)Sn

”

+
“
QFAm

n+1(Sn) − max(QFAm
n+1(Sn), (1 + R)Φ(Sn))

”

= (1 + R)FAm
n (Sn) + ∆FAm

n+1(Sn)
“
Sn+1 − (1 + R)Sn

”

−
“
(1 + R)Φ(Sn) − QFAm

n+1(Sn)
”+

$%�'1 (1 + R)Fn(Sn) = max(QFAm
n+1(Sn), (1 + R)Φ(Sn)) MQ )+:=:=- FAm

n+1 ≥ Φ $�-A&B&(-�,�-A1(*!"#N21(-Y"4*�G�[��' #"#&(G�V�*�-j�I-�7�&R�%3�)+"91R #"#-�7rL07�-j5B" QΦ(Sn) ≤ (1 +

R)Φ(Sn) M
��-�5E�'7�&B1(-�5	��1()���1("#G2&(G�5	5B)�*C&F,�-�5.5B"#:=�! #-�5	$�)+*�5BG%L07!-�*�$�-�5E,�-S$�-2&B&(-R,�G2$�)+:=�I)�5B"#&("#)�*�M

� u�� � |�} ��y{� � �F|�}��U�c} ��� ��[y]� 	 �H��|�}��

��-L2�i�2L2N@q410M-4- - . 412Z<=2NI;IM2X2N@q4 5 + K5412 5 0;2N<?IM2 65-/B : -G<q4>25BH2�-D4 5 2�BH- 5 S5IM2 : <=KA6FK 5 2�-D47i�2 . - 5I;2A@�09-Z@q4 . -D4>@ 5 2�6F-f4 . 4B0;->- 5 2 Y 0M2�-;-L2�-D4 5 2 : I92R@?26- : I92Z@7< .f:L: <=-1698LKA@5_¥6F2�i�270 2N@q4#-Z-f4 . BHBC26-D4I;2p6 . @ 5 2pI . 6F-/4 . 410M-4- 65-4-D4108-A2L2 :;. <�-G< 5 08- . 4=2�2Z<NT � 08-Z@10j_ : -42L<�27-L2p- : 4B0;->- ��4><=->0M@�BH-40k@5_@d0sIj+ 09-D4>25< YF. I;IM2 5 2 <>KFghKN<=26-Z6F22A@34�I . B:09-A214>2/_�0;Isg . 214 : <=26- 5 <>2 N = 129600
T O Is2N@q4 5 ->-Z609-D4>K5<>2N@>@ . -G4 5 + KF4B2 5 0M25<�IM2]BC- 5 SNI;2 . @qe¥B : 4>-f410ki�2L2 . @>@q-1630MK]��27-L2�4=2NI;IM2c@10m4B2 . 4B0;->-UTVX->2Z@ @12 :L: -G@=-4-Z@ i>2Z2�-L-42R@ .WY ->-Z@�27-�8Z-/<B0 �N-4- 5 2XPG2N@q410M-4- 5 2 T

_fgh< . 6`4B0;->-7-LK�26-
N
: KN<10M- 5 2N@

5 2�I;->-LP42Z2�2L< T/N
_1254�gh25<>-4-Z@?4=26- 5 <>2 N

Y 25<9@
+∞ 2�-pI . 0M@>@ . -D4

T
SLo1K/T
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� b���b1c &+n �|g ��� �,k 
 i
�� k)n �	� 
�o � ����g
k 
�m

VX-42R@�<>2 : <>2�-Z-4-Z@�I;2�BH- 5 S5IM2 : <>KN65K 5 26-D4�2�- -L-f4 . -D4
(RN , hN , bN , qN )

I;2A@ :/. < . BHSF4><=2A@
5 2lBH- 5 S5IM2�� N

: K5<B0M- 5 2N@N_~6F-G<=<>2N@ : ->- 5 . -G4]�&27-L2 : K5<B0M- 5 2 5 2{4=2NB : @ dtN = T/N
2F4<27-8L-/<B0��5-4-

T = NdtN
T

� d�2;0M@>i�2L2 1+RN
<>2 : <>KN@=2�-D4=27IM27<>2�- 5 25BH2�-D4 5 2�Ib+ . <=PG2�-D4 5 . -Z@JI .�: KN<10M- 5 2 dtN = T/N

_
0MI 2N@q4�- . 412L<>25I 5 2�@12 :L: -G@=25<!i>2Z2$� (1 + RN )N → erT @10

N → +∞ @q->0m4!2�-R6F-/<>2/_
N
T ln(1 + RN ) → r

_	6F2]i�270�0MB : I90ki�2L2ci�2L2
RN = r T/N + o(1/N)

T
� � 2�BHQ5BH2G_/0MI[2A@34,- . 4B2L<=2NI 5 2C@d2 :L: -D@q2N< i�2L2cIM2�IM-/P . <B0m4>8LBH2 5 2 <>2�- 5 25BH2�-D4 5 2�Ij+ . 6F410;g. 0m4�27-L2s2A@ : K5< . -R6F2�2F4�27-L2 YF. <10 . -R6F2�\j@q->2Z@,I .c: <>-/. . .70MI90;4=Ks<10k@=i�2L2�U�-Z2�214><=2W^Ji>2;0R->-G4 5 2N@I80;B:0;4=2A@#S;-70M2N@�IM-/<9@>i>2Z2

N → +∞ _L@q->0m4Xi�2L2
EQN

(
ZN

)
ln(hN/bN) + N ln bN = NqN ln(hN/bN) + N ln bN

var[ln(SN )] = N [ln(hN/bN)]2 qn(1 − qn)->-G4 5 2A@�I80;B:0;4=2N@�S;-70M2N@NTRr?2N630~2N@q4#-Z-f4 . BHBC26-D4s@ . 410k@3g . 0m4X@10
1 + RN = er T/N , hN = er T/N+σ

√
T/N , bN = er T/N−σ

√
T/N .

��¢a� � �	¤A�h�N�j�R�����U �� W %�( � ���!� � �'#&%� ��!�!�!� #54'0'��0�DA���& 8�!� "
R = ������(*+2 8�QDB� Y���4�+-�B@!���!�$���V0'�I 1%I+24��!� UN = ZN−N qN√

N qN (1−qN )
��%��&Y���4MHB��������%�+ Y��!4��[(*�5� Y = � =

H���( ����+-�!�	�5�����!�	 M4'0'�Q4�0�D�(*+2 8� U = �Z�7#��I4� M+-��(*�C+-��4�#&%�(*4  8%�(* 8�LN!%��5�� ,+-%�� h " ��%I�& ,+2�&(&���! 
@�%�4��)0�� "

EQ

(
h(

ZN − N qN√
N qN (1 − qN )

)
)
→
∫

h(y)
1√
2π

exp−(y2/2)dy ;

� = ���:��(*+2 1��DA�QY = � = S
(N)
N

��%��	Y���4MH��$��� ��%I+3Y��!4�� ��� Y = � =

ST = S0 exp

(
rT − 1

2
σ2 T + σ

√
TU

)
.

�����	��
������������
��
⇒ � y�z ��� 
��0�AzI{K� ~ � qN �

��)�7!5� #-�5 $����I)�& $�N�5B-�5`��1(G�$�G�,�-�*0&(-�5�V.)�* �I-�7�& �/��"91(- 7�* ,�G�3�-2 4)��!�I-�:=-2*C&W #"#:="9&(G ,�- qN -2&
:=)+*0&B1(-21EL07!-
qN =

1 + RN − bN

hN − bN
=

1 − exp(−σ
p

T/N)

exp(σ
p

T/N) − exp(−σ
p

T/N)
=

1

2

“
1−σ

2

r
T

N

”
+o(

r
T

N
) → 1/2.

� �0M � �+�
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⇒ � y�z ��� 
��0�AzI{K� ~ �U�#w�| 
?w�z!�cx�y 
�� �(� ~ �Su�w ���#w�{K� ~ � UN� 7�"#5(LC7�-Y5B)�7!5 QN V c�Z3IM ��M ZN 5B7�"9&P7!*�-Y #)�"bX!"#*!)�:="c�' #-j,�-Y�!�'1K��:=NA&B1(- (N, qN ) V�I)+7�1S&()�7�&
*!)�:jX�1(-E1(G�-� s

EQN

“
es UN

”
=

 
qN exp

 
s

1 − qNp
NqN (1 − qN )

!
+ (1 − qN ) exp

 
s

−qNp
NqN (1 − qN )

!!N

Q )+:=:=-F,!�'*!5  #-S& $�G�)�1(N�:=-S,�-F,�- ' )+"#301(-28e������ 4��$�-J$� 4�'5B5B"cL07�-+V�L07�"�$�)�1B1(-25B�I)+*�,`� qN = 1/2 V
$�-2&B&(- � )+*�$2&("#)+* $�)+*C3�-A1([+-_3�-21(5 exp(

1

2
s2) LC7�"P-�5?&  4��&B1K��*�5 � )�1(:=G2- ,�-i���'�! 4��$2- ,�-_ 4�\ #)�"

[��'7!5B5B"#-�*!*�-U,�-J,�-�*!5B"9&(G g(y) =
1√
2π

exp−(y2/2) M
⇒ � y�z ��� 
��0�AzI{K�=�Az_�#y�} ~ �A� UN�  .1(-�5?&(- �i�����! #"4LC7�-21Z /� G%L07!"#3+�' #-�*!$�-�-�*0&B1(-^$�)+*C3�-A1([+-�*�$�- ,�-25j&B1K��*�5 � )�1(:=G2-�5W,�- �����! 4�'$�-^-2&

$�)+*C3�-A1([+-�*�$�-J-�*� #)�"��I)+7�1	$�)+*�$� #7�1(-+M
���Z$�)+*C3�-A1([+-�*�$�-Y-2*_ #)�"�-25?&%V$�)+:=:=-R"# b-�5?&S1K�'�!�I-� #Gj,!��*�5P /� ���!�I-2*�,�"#$�-�V c�Z$�)�*�3+-21([+-�*�$�-Y,�-�5
-�5B�IG21K�'*!$�-�5F,�-25 � )+*�$2&("#)+*�5F$�)�*0&("4*C7�-�5.XI)�1(*�G�-�5F,�-�5.3��'1("4��X� #-�5F$2)+*!5B"4,�G21(G�-�5�M

⇒
� |/� ~ � ~ �U�#w=| 
Bw�z��cx�y 
��=w�|/}hy'z ln S

(N)
N = ln(S0) + µNT + σN

√
T UN� -23�-�*!)�*!5	� SN �!�'1E /� "4*0&(-21(:=G�,�"4��"91(-R,�-S5B)+*^ #)+[+�'1("9& $!:=-

X
(N)
N = ln(S

(N)
N ) = ln(S0) + ZN ln(hN/bN ) + N ln bN

= ln(S0) + rT + 2σ
p

T/N(ZN − N/2)

= UN (2σ
p

T/N
p

N qN (1 − qN )) + 2σ
p

T/N(NqN − N/2) + ln(S0) + rT

= ln(S0) + µN T + σN

√
T UN .

�  g-�5?&F��"#5BGR,�-J3+)+"91EL07!- σN

√
T = 2σ

p
T/N

p
N qN (1 − qN )) → σ

√
T .

Oj� ��7�&B1(-P����1B&%V�,� �'��1(N�5R� �0M � �+� µN T = r T + 2σ
p

T/N(NqN − N/2) → − 1
2
σ2T = µT.

⇒ � y�z ��� 
��0�AzI{K�=�Az_�#y�} ~ �A� ln(S
(N)
N ) M

��-J�� 47�5	5B"4:=�� #-P-�5?&F,�-J:=)�*C&B1(-A1ELC7�-P 4�Y&B1K��*�5 � )'1(:=G�-U,�- �!)�7�1("#-21U�h,�-J��1(G � GA1(-�*!$�-R�j������ 4��$�-
$%�'1E$+� -�5?&F7!*�- � )�*!$2&("#)�*^XI)�1(*�G�-��.,�- X

(N)
N $�)�*C3�-21([+-S3�-21(5	$�-� # #-R,�- XT M� -2:Z�'1KL07!)�*!5I&()+7�&H,� �'XI)�1K,RL07!-b 4�	$�)+*C3�-21([�-�*!$2->,�-�5g5B7!"9&(-�5 µN -2& σN �I-21(:=-2&�,�-> #-�5�:Z� � )�1(-21

����1S,�-�5.$�)�*!5?&K��*0&(-�5E�I)+5B"9&("#3�-�5 µ∗ -2& σ∗ M
Oj� ��7�&B1(-F�!�'1B&%V0$�)�:=:=-	 h� -2D��I)�*!-�*0&("#-� # #-S$�)�:=�! #-2D�-	-�5?&.,�G21("#3+�'X! #-S,�-S,�G21("#3�G�-F,�-	:=)C,�7� #- ≤ 1 V
�I)+7�1E&()�7�& u ∈ R

˛̨
˛̨ exp i u(µN T + σN

√
Ty) − exp i u(µ T + σ

√
Ty)

˛̨
˛̨

≤ |u|
“
|σN − σ|

√
T |y| + T |µN − µ|

”

≤ |u|
“
|σN − σ|

√
TK + T |µN − µ|

”
+ |u|2σ∗√T |y|1{|y|≥K}

�  �1(-25?&(-��Z)+X!5B-A1(3�-21JL07�-Y #-�5P3IM ��M UN G2&K��*0&P,g� -�5B�IG21K�'*!$�-Y*�7� # 4-Y5B)+7�5 QN -2&P,�-U3+��1("4��*!$2-`�+V
,g� ����1(N�5	 /� "#*�G�[��' 4"9&(G�5S,�- ' ��1���)�3

EQN

„
|UN |1{|UN |≥K}

«
≤ 1

K
.
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� 1(-2*!)+*�5	:Z��"#*0&(-�*��'*C&  h� -�5B�IGA1K��*!$2-Y,���*�5E #-�5	"#*!G2[��� #"9&(G�5F$�"98 ,�-�5B5B7!5
EQN

˛̨
˛̨ exp i u(µN T + σN

√
Ty) − exp i u(µ T + σ

√
Ty)

˛̨
˛̨

≤ |u|
“
|σN − σ|

√
TK + T |µN − µ|

”
+ |u|2σ∗√T

1

K
.

�  61(-�5?&(-Z� �/�'"91(-Z&(-2*�,�1(-�,g� ��XI)'1K, N → +∞ -2&U-�*�5B7!"9&(- K → +∞ �I)�7�1U$�)+*�$� #7�1(-ZL07!-= 4�
&B1K��*�5 � )�1(:=G2-P,�- �!)�7�1("#-21	,�-F 4�Y5B7�"9&(- ln(S

(N)
N ) $2)+*C3�-21([�-S3�-21(5> 4�U&B1K��*�5 � )'1(:=G�-S,�- �!)�7�1("#-21	,�-

XT M

T �uM �Z¢WJ  [¡j£�HO£ � ¡ �L� �(£D�QC~�W¦[�	¡ £¥¤{£¥� �N£AJ��J¤��G�R� �A� �n 
*U2 : <B0mo 5 2A@�- : 4B0;->-Z@ 5 -4-D4�I;2A@��;21o ��B . 4B2L<10;4=K{@=-4-D4 5 2N@ gh-4-R6`410M-4-R@�.R-G<1-LKN2N@ 5 2l@q->2Z@dU0 . 652�-D4�\h->2 : I82Z@cPGK�-LKN< . I;2NBC26-D4 5 2N@cgh-4-Z6F410M-4-Z@�� 6F<>-40k@=@ . -R6F2{I809-LK . 0M<=2W^�6F->- Y 25<>P/26-G4 Y 25<9@]I;2: <B0mo . @qe¥B : 4>-f410ki�2L2 5 2�Ij+ - : 410M-4-UT


 ¦O�D�R¢WZAJ £ ��VU (� W)%I+2 FT (S) (*�)�3N!%I�5�� M+-%I� ��%��	 M+2�	(&�$P��!4�%I+����!�I�5������(�#5� ( �[� +2�50���+24�� =
W)%I( � ���!� � �'#�%I ��g�����!� #54�0���0�DA���& 8��� " ���!� #)4�+ F DI+��!��4�0� M+���0!� F N (0, S0) = EQN [(1 +

RN )−NFT (SN )] ��%��&Y���4MHB���& LY���4�� (*�5� �C+29$+2 8��6!(*+3�!�� L����#54�+ F ������9?#5 8%� ,+-6�(&��DB� ��/ %'#5 ,+-%�� =
�3� #)4�+ FK�!�� ZDB%��&�)0 #&��4Q��� N!%I4�9$(*����DA� � ���A� � �1W)����%��V��� � ��%��	 M+2�	(&� �

F0(S) =

∫
e−rT F (Se(r−σ2/2)T+σ

√
Ty)g(y)dy

\ � T _ � ^
� �7DA0�4�+2Y�0���D�+�����4A�! 8��DA�Q���<N!%��5�� ,+-%�� F N

0 "

∆NF0(S) =
F N

0 (S hN) − F N
0 (SbN )

(hN − bN )S
→ limu↓1

F(Su) − F(Su−1)

S(u − u−1)

6!(*+ ���KDA0�4�+2Y�0'� F ′
0(S) DA�$���?N!%��)�! ,+-%�� F0(S) =

* .s: <=262 Y 2 5 2?I .X: <=- : <10MKF4>K 5 276F->- Y 25<>P/26-Z6F2 5 2A@ 5 K5<B0 Y K52A@ 5 0k@=65<=S54=2A@ Y 25<9@UI . 5 KN<10 Y KN2 6F->-D4108-�2Z22N@q4�I . 0M@>@qKN2 . 2pI;2A6`4=262L<]T5TNT
* . gh-G<=BL2LIM2 5 2�`7I . 6 � 2F4&@L698L-/IM2N@�6F-4-R6F25<B-L2 : I92Z@p@ : KA6309SRi�2L25BH2�-D4pI;2A@ : <B0mo 5 2A@�- : 410M-4-Z@
5 + . 698 . 4�\ �3�I�2� ^72F4!-42 5 2 Y 2�-D4=2H\ � (* ^`_1i�2L2,-Z-42Z@72Fo : I80k630;4=-4-R@76�0TU 5 2A@=@=-42Z@?2�-v21410MI80M@ . -D4 N I .gh-4-Z6F410M-4- 5 2]<>K :;. <q4B0m4B0;->- 5 2]I . I;->0 -L-/<>B . IM2/_L6F26-D4=<>K52�<=K 5 270;4=2

N (x) =

∫ x

−∞

1√
2π

exp(−y2

2
) dy.
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Call(t, x, K, T ) = xN
[
d1(T − t, xer(T−t), K)

]
− K e−r(T−t)N

[
d0(T − t, xer(T−t), K)

)
]

d0(t, x, y) = 1
σ
√

t
ln(x

y ) − 1
2σ

√
t

d1(t, x, y) = d0(t, x, y, σ2) + σ
√

t. \ � T�_ � ^
� = �� #)�C( � " ���! , 1�$%'#) M+-%I� �!�� Z��%�(*Y��!4� 8��#��I4 (*��#�%I4� 1�MN!��(*+2�2���:6!(*+3��%��	 M+-���& 

∆(t, St) = C′
x(t, St, T, K) = N [d1(T − t, Ste

r(T−t), K)]

#&��4� M�QDA�Q� / �A�� M+ NQ4�+���6!(&0 =
��= �� 9 ��9�� " ����#54�+ F DE/ (*� d�214 DA�Q9���9:���Q����4��B�! 80�4�+��� ,+-6�(&���Q�!�� �DA%I�&�)0 #&��4
{

P(t, x, K, T ) = K e−r(T−t)N [d1(T − t, K, xer(T−t))] − xN [d0(T − t, K, xer(T−t))]

∆(t, St) = P ′
x(t, St, T, K) = −N [d0(T − t, K, Ste

r(T−t))]. \ � T ª4^ ^

� b���b�� & 
 � g ���
�� 
�p�o ���;g�� p,l 
�p

*,+ KF412 5 2 . @=e¥B : 4=-f4B0Mi�2L2!i�2L2#-L-42R@ Y 2�-Z-4-Z@ 5 2!g . 0;<>2?K5412 5 0;2�IM2�6F-/B : -/<=4=2NBC26-D4E��B . 4B2L<B0m4>K
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R 5�6 7�8 0�9:-<;<=�+ 8 (<>?>?/@0 7 )A=A9B(<=C3 7 =A(<>ED.0F;GDAHB/�3 6 9:=�+�/10�-<;<HBHB/ 5 (<)A-"/102+ 5�I B(R)/ 5 +J/�=AK</�=!3L0 7 /�MA;G0JHB/ 5 9:=�+�/10�-<;<HBHB/ 5 (*).-"/102+ 5�N<O / 5 ;G).+20�/ 5 M�0�(*M.0�9 7 + 715J5�6 /�=�3 7 3�)A9 5 /�=�+
;<9 527 >?/1=L+ NPQ;G0R/1S�/�>?MAHB/ I H:;E0�/�H:;G+�9B(<= ]a, b] = ∩n∈N∗ ]a, b + 1/n[
M�0�(*)A-*/,T�)A/ B(R)

/ 5 +U/�=AK</�=!3L0 7 /,M!;V0HB/ 5 9:=�+�/10�-<;<HBHB/ 5 ]a, b].

 �! ]^Z"��qg]#���$����W 032$cjfgb�X �(cd[to�X(fg` 4d�£Ê^? Ω1
3A/ Ω2

59-E.E/	R<345m34.>523�,�¾>GJ3�5�,�L<.>?@5�;=3452:�34B�/=?TÃ
D�34,�34.0/�R<345�/2;=?@¾<L>5 A1

3�/ A2
K>G@IS�¨���g³A�H���=�4���8����59L>; Ω1 × Ω2

K<.<-�/21�3 A1 ⊗A2
3459/�GMIH/2;=?J¾>L

3�.<yE3�.>R<;2143":>I�;�GJ3�5�:>IjD�1�5 A1 × A2, Ai ∈ Ai.

 �! ]^Z"��qg]#���$���M� 032$cjfgb�X �(cd[to�X�fP`�X�sEn<r'o�i^Y([�Z{b(cdn8b�qg]54j�tÁ(IzR81AÕC.<?T/=?J-E.�:<;=14B�14R834.E/=3�523
y�14.<1�;�I�G@?@523%I�L�B�IE5(RlV L<.�:<;=-^R<L<?T/�?@.8Õ>.<?8R814.<-�,H¾<;=I�¾<G@3$R83�G@ImNgI�Ö�-�.H52L<?@DdI�.0/23E6jÊ^-E?T/ (Ωi,Ai)i∈IL<.<3ÌNgI�,*?JG@GJ3{RlV 3�59:CI�BA3�5*,*3452L<;=I�¾<G@345z-.Y I 3459/'L<. 34.>5934,�¾<G@3®R814.<-�,H¾<;�I�¾<G@3�K)3�/S52-�?J/ Ω =

⊗i∈IΩi.
� -�L<;"/2-EL8/ J ⊂ I 52-�LC5�Ã¤3�.>523�,H¾<G@3�Õ>.<?�R83 I 3A/�:C-EL<;m/=-�L8/=3ONgI�,�?@G@GJ3 {Ai}i∈J

/=3�G@GJ3
U0L<3 Ai ∈ Ai

G@3£§�²d�°�������2� C((Ai){i∈J})
3459/�G¨V 34.>523�,�¾>GJ3SR8345 x = (xi)i∈I ∈ Ω /=3�GM5�U0L<3

xi ∈ Ai
:C-EL<;'/=-�L8/ i ∈ J. Á(IÒ/2;=?@¾<L :<;=-8R8L<?J/¶52L<; Ω 3�5�/SG@I_/2;=?J¾>L 3�.>y�3�.CR8;2143�:>I�;�G@345

BAÔ^G@?J.>R<;23�5�6

3 �(�-�[Z \³A¯�«( 5O¬"¤ ¨ A¬(�	l®u �«"¯�¤ ¨ ¤V®A�S�$¬(«(©ol®�«" ��S¨ ¡£¤M¨ 7G¯� 5$¬"¤M¨

� -EL<;�/2-EL8/23�I�:<:>GJ?MB�I�/2?@-�. f : Ω → Ω′ K8G¨V�=���a�°�g§�d�¨�g�d�Ò�t´ ���<¦���¥*³��J�A¦ f−1 : P(Ω′) → P(Ω)
R81AÕC.<?J3�:>I�;

f−1(A′) = {ω : ω ∈ Ω, f(ω) ∈ A′}
BA-E,�,HL8/23&IjDE34B"GJ3�5�-�:�1�;�Id/2?@-�.C5�L>59L>3�G@GJ3�5�RlV 34.>523�,�¾>GJ3�5&~gR814.<-�,H¾<;=I�¾<G@345�-�L¶.<-E. � Ø

] f−1 (
⋂

IA
′
i) =

⋂
I f−1(A′

i) ;
] f−1 (

⋃
IA

′
i) =

⋃
I f−1(A′

i) ;
] f−1(A′c) = (f−1(A′))c ;

3A/mR83&:<G@L>5�14D^?@R834,*,�34.0/ f−1(∅) = ∅, f−1(Ω′) = Ω 65.¡G�54V 3�.>52L<?J/�?@,*,*14R8?MId/=3�,*3�.0/	U0L<3

f−1(A′) = {f−1(A′) : A′ ∈ A′}
3459/�L<.<3�/=;2?@¾<L 52L<; Ω 59? A′ 3�5�/�L>.<3�/2;=?@¾<L 59L>; Ω′. Ó"I�.>5�B�3	B�IE5�K�-E.zI�:<:�3�G@GJ3 f−1(A′) �JH�W���g³��
�A�^¯E�������2�����>d� f U0L<3�GWV -�.¶.<-�/23&I�L>5=52? σ(f).



��� � ������� ����� 	 ��� � �&��� � ��� � ����+$# 	 ��� � +"� ��� 	 � 	¸��� ���	��+�
,� � �������

� i��Y(fg`4fW[CY��t���C� � � �¤��>�m�����>���A¦*�E�A��±Ì�A¦¨�<E§���¦�¥*�A¦��8�2�³��J�A¦ (Ω,A) �A� (Ω′,A′) ©��8���z=���
���°�g§���W�g��� f : Ω → Ω′ ��¦��(����>�A�@�=�	�8����n5� ��qgfWs�n8`�fg[�Y®Z_]^r�X�cdn8b�qg] ���*����§��d�=���8����\<n<cjfWn8b�qg]
n<qgi^n8`�[Cfgcd] �����{�³��2�¤¯E�H�d·��· �z¦�� f−1(A′) ⊂ A, �E�d��§�¦�� f−1(A′) ∈ A �>�d�8�&�¡�d�8� A′ ∈ A′ ·

Át-E;=5=U0L<3mG@345�3452:>I�B�345 Ω 3A/ Ω′ 59-E.0/�R83�5�3452:>I�B�345%/2-�:�-�G@-�yE?@U0L<3�5�,HL<.<?M5�R<3"G@3�L<;�5%/2;=?J¾<LC5$¾�-�;=1AÃ
GJ?@3�.>.<3454K8L<.<3OI�:<:<G@?@B4Id/2?@-�.S,*3452L<;�I�¾<G@3"3�5�/m:>GJL8/=×�/	R8?J/23'³����2�A�T�g�A�C����6

 �! ]^Z"��qg]#���$����� Á�IzNP-E.>B�/=?J-E.�?@.>R8?MB�Id/=;2?MBA3�RlV L<.{14D�14.<3�,*3�.0/ A K 1A
KaU0L<?�DjI�L8/ 1 52L<; A 3A/

0 59L<; Ac 3459/mL<.<3&Da6 I<6

Á�I&:>;2-E:C-059?J/2?@-�.z52L<?JDdI�.E/=3"52?J,*:<G@?JÕ>3"B�-�.>52?@R<1�;�I�¾<G@3�,*3�.0/�GMIO:<G@L<:>I�;9/�R8345$D�14;2?JÕCB�I�/2?@-�.>5%R83	,*3AÃ
59L>;=I�¾<?JG@?J/21�6

 cd[ �%[�r�fP`4fW[CY����$���$���	�����8�zª���´ �8����=�E���°�g§�d�¨�g�d� f : (Ω,A) → (Ω′,A′ �'¦��d���}¥*�A¦��8�2�³��J�A©
���l¦��A½!�����g«�
�ª��>�

f−1(C′) ⊂ A

�<���8���8����§��Jd¦=¦�� C′ �E���>d���¨�g�A¦O�E� Ω′ ���0¯0�A�a�d�2��>� A′ (σ(C′) = A′) ·
� �&�>d���¨�g§��8�°�g�A���<���8�"ª���´ �8���}=���a�°�g§�d�¨�g�d� f ��´ �8�S�A¦¨�<E§=�}¥z�A¦��8�=�³��J� (Ω,A) ����<¦	�8�¶��¦¨�>�§��
�¤���<���J�=¯��gª��>� Ω′ ¥H�8�C�H���{¦� �¨���g³A� ³����2�A�T�g�A�C���{¦��d���'�����J���¡¥��¥*�w¥z�A¦��8�=�³��J��©*���"¦��A½ �zªA�>�
f−1(D) ∈ A �>�d�8���¡�d�8�"���8�j����� D ��� Ω′. � � Ω′ = Rd, ���¶�>�A�8��¦��*�T��¥H���¡�A��
Ì§����<¦��g�����2���
���A¦��<��j�A¦�·

���������������! "��#��$�&%
� /1+2+�/EM�0�(*M�( 5 9B+�9B(<= 0 7�5 ).HB+�/�3./ 8 /?T�)A/@HB/ 5 (*M 7 0F;G+�9B(*= 5 f−1 /1+

σ 5 )�0,HB/ 5 8 H:; 525 / 5 3./EMA;G02+�9B/ 5
8 (*>?>�).+�/�=�+
/�=�+20�/�/�HBHB/ 5 %�M�(<).0 +�(*).+�/U;GMAMAHB9 8 ;V+�9:(<= f : Ω → Ω′ / + +�(*)�+�/ 8 H:; 525 / C′ 3�/RMA;G02+�9B/ 53./

Ω′ I (<= ;
f−1[σ(C′)] = σ[f−1(C′)]. ����N����

�J= /���/1+ I H:; 8 H:; 525 / f−1[σ(C′)]
/ 5 + )A=./ +20�9BD.) 3 6 ;<M�0�� 5 8 / T�)A9RM.0 7�8 ��3./ /1+ /�HBH:/ 8 (*=�+�9B/�=�+

f−1(C′) � /�HBHB/ 8 (*=�+�9B/�=�+U3.(<= 8 ;<) 525 9 σ[f−1(C′)] N�� =�-*/10 5 /�>?/�=�+ H:;! �(<0�>E).HB/

{A′ : A′ ∈ P(Ω′), f−1(A′) ∈ A}
3 7#" =A9 +�M�(<).0�+�(*).+�/ +20�9BDA) A 5 ).0 Ω

)A=A/ 8 H:; 525 / 3./ M!;G02+�9B/ 5 3./ Ω′ T�)A9 / 5 +?)A=./ +20�9BD.) MA;G0
HB/ 5 M.0�(<M.0�9 7 + 7�5 3./ f−1 � 8 /1+2+�/ +20�9BDA)&/ 5 +�3.9 +�/ 9B=A3.)A9 +�/ M!;V0 f $ MA;G02+�9 0?3�/ A) � M�(*)�0 A =

σ[f−1(C′)] IL8 /1+2+�/�+20�9BDA) 9B=!3�)A9 +�/ 8 (*=�+�9B/�=�+ 7 -L9:3./�>?>?/1=L+
H:; 8 H:; 525 / C′ /1+�3.(<= 8 H ;,+20�9BDA) σ(C′) N



������� �����"����#��%� � �m� � � �
	 # � � + � ������� 	 # 	 � � ���9#�� 	 � ����� � ��� � ����+�� �����

� 9B= 5 9 f−1(σ(C′)) ⊂ σ[f−1(C′)]
/ +RH 6 7 K*;<HB9 + 7 ���LN���� / 5 +UM.0�(*).- 7 / N

O ;EM�0�(*M�( 5 9B+�9B(<= /�= 0 7�5 ).H +�/,MA)A9 5 T�)A/ H 6 ��� M�(<+ � � 5 /,/�=�+20F;
	 =A/ TL)./
f−1(A′) = f−1(σ(C′)) = σ(f−1(C′)) ⊂ σ(A) = A.

� ]^Z_n8cdklX�]^r	���$���$��� 09n 4wÊ^? E 3459/*L<.!3�59:>IEBA3SR81�.<-E,�¾<;�I�¾>GJ3w~�/234G�UEL>3 Zd � ,�L<.<?�R83SGMI
/=;2?@¾<L F = P(E) R83�/2-EL8/23�5"52345	:>I�;2/2?@3454K>GMI'B�G@IE52523�R83�5"52?J.>y�G@3A/2-E.>5 {x} (x ∈ E) 3�.<Ã
yE3�.>R8;=3 F 3�/�:�-�L>;�U0LtV L<.<3�I�:>:<GJ?MB�I�/2?@-�. X : Ω → E 52-�?J/�L>.<3�D�6 I<6�?@G^NgI�L8/�1�D^?MR83�,*,*3�.0/
3�/m?JG�52L��*/	R81(�9F�U0L<3

{X = x} ≡ X−1({x}) ∈ A
:�-�L<;�/=-�L8/ x ∈ E.

0¡b,4®Ê83�,�¾>G@I�¾<GJ34,*3�.0/4K$:C-EL<; /=-�L8/=3ÌNP-�.>BA/2?@-�. ;=1�34GJG@3 X : Ω → R
R81�Õ>.<?@3{52L<; L<. 3�59:CI�BA3

,*3452L<;�I�¾<G@3 (Ω,A) K0G@345%U0L>I�/2;=3	BA-E.>R8?J/2?@-�.>5$59L>?JDdI�.0/=345%52-�.0/%1�U0L<?JDdI�GJ34.E/=345m~g:<;=-�:�-E52?T/=?J-E.
�>6J�E6 � � Ø
� � X 3459/mL<.<3&Da6 I<6(+
� � X−1((a, b)) = {X ∈ (a, b)} ∈ A :�-�L>;�/2-EL>5);=1�34G@5 a < b KE-�Y ( 3�/ ) R81�59?@y�.>3�.0/�GWV L<.
R83�5�59Ô^,H¾C-EGJ3�5 [ -�L ];� � X−1(] −∞, a)) = {X ∈] −∞, a)} ∈ A :�-�L<;�/=-�L8/m;=1�34G a;� � {X ∈ F} ∈ A :�-�L<;�/=-�L8/m¾�-�;=1�G@?@3�. F R83 R.

0�s 4 v -�L</23SNP-�.>BA/2?@-�.¸BA-E.E/=?J.^L<3 f R83 Rd R<I�.C5 Rd′ ~g-�L¹:<G@L>5zy�14.<1�;�I�G@3�,*34.E/zRlV L<.¹3452:>I�B�3
/=-�:�-�G@-�y�?MU0L<3�R<I�.>5�L<.zI�L8/2;=3 � 3459/)¾C-E;214GJ?@3�.>.<3}~WB�V 3459/9Ã¡FdÃ¡R8?@;23�,*3452L<;=I�¾<G@3$:�-�L<;)G@345�/=;2?@¾<L>5
¾�-�;=1�G@?J34.<.<3�5)R83

Rd 3A/ Rd′ � B�I�;)G¨V ?J,zI�yE3�;21�BA?@:<;2-8U0L<3�RlV L<.*-�L<DE3�;2/�3�5�/�L>.�-EL<D�34;9/�K�R8-�.CB
L<.¶¾�-�;=1�G@?J34.t6

Ém.<3&B�-�.>5214U0L<34.>BA3&R83&GMI�;234,*I�;=U0L<3 (c) B�?TÃ¡R83�5252L>5�3459/�G@I�:<;=-�:�-E52?J/2?@-�.¶59L<?@DdI�.0/23E6

 cd[ �%[�r�fP`4fW[CY����$���$�5� B(Rd) = B(R) ⊗ · · · ⊗ B(R).

���������������! "��#��$�&%
O ; +20�9:D.) D�(G0 7 HB9B/�=A=./ 5 ).0 R

d / 5 +4/1=AK*/1=!3�0 7 /�M!;V04H:/ 5 M!; - 7�5 (<)A-"/102+ 5 �������� H:/ 5 M�0�(L3.).9B+ 5 3�/
d
9:=�+�/10�-<;<HBHB/ 5 (*).-"/102+ 5 3./ R � I MA).9 5 T�)./ 8�� ;*T�)A/,(<)A-"/102+R3�/ R

d / 5 +R0 7 ).=A9B(*= 3 7 =.(*>ED�0F;<D.H:/43�/M!; - 7�5 (*).-"/102+ 5�N�� (<= 8 B(Rd) ⊂ B(R) ⊗ . . . ⊗ B(R). �U7�8 9BM.0�(LT�)A/1>?/�=�+ I�5 (<9B+ πi : R
d→RH:; M�0�(��[/ 8 +�9B(*=C3 7#" =A9B/�MA;G0 πi(x1, . . . , xd) = xi. OJ6 ;<M.MAHB9 8 ;G+�9B(<= πi 7 +F;G=�+ 8 (<=L+�9B=L)A/ I /�HBHB/E/ 5 +>?/ 5 ).0F;GDAHB/
M!;V0$0F;GMAM�(<02+ ;<)�S +20�9BDA) 5 D�(G0 7 HB9:/1=A=A/ 5�N � 9B= 5 9 I M�(<).0 +�(*) 5 D�(<0 7 H:9B/�= 5 Ai ∈ B(R), i =

1, . . . , d,

A1 × · · · × Ad =
\

i

π−1
i (Ai) ∈ B(Rd).

�E6 (�� B(R) ⊗ · · · ⊗ B(R) ⊂ B(Rd).



���E� ������� ����� 	 ��� � ����� � ����������+�� 	 ��� � + � ��� 	 � 	 � � ���	��+�
,� � �������

� `�n8b�fgqgfg`4i¶o�]0r*\<n<cjfWn8b�qg]^r*n<qgi^n8`�[Cfgcj]^r

Ðm-�LC5%,*-�.0/=;2-E.>5�?MBA?aU0L<3	GMIO,*3452L<;�I�¾<?@G@?T/=1	3459/$:>;21�5934;2DE1�3�:>I�;%G@345$-�:�1�;�Id/2?@-�.C5%I�G@y�14¾<;=?@U0L<3�5
L>52L<3�G@GJ3�5�I�?@.>52?tUEL>3}:CI�;�:>IE525=I�yE3}F�GMIHG@?@,�?J/23E6

 cd[ �%[�r�fP`4fW[CY����$���$�/%  � � � f : (Ω,A) → (Ω′,A′) ��� g : (Ω′,A′) → (Ω′′,A′′) ¦A���>�%�E�A��±
=�E���°�g§�d�¨�g�d�>¦&¥*�A¦��8�2�³��J�A¦=©��������{�A¦��$���O¥��¥*�H���O�9´ =�E���°�g§�d�¨�g�d�_§��d¥	�>�j¦���� g ◦ f : (Ω,A) →
(Ω′′,A′′).
³ � � � X = (X1, . . . , Xd)

�A¦��O�8�¹�j��§��¤���8�¶��J��d�¡�d���2�Ì�2���A� d �9����¥*���<¦��g���>����� (d ≥ 1) �A��¦��
ϕ : Rd → Rd′ �A¦��%�8���%¢A�d�a§A�¨�g�d�Ò³��d�2���°�g���>���A©$d�@�d��¦

Y = ϕ ◦ X

��¦��$�8���j��§��¤���8�Od�J����¤�����2�H�2���A�J·
� � �<����W�g§��8�°�g����©Ò�8��� §��d�a�d���¨�g�d� �a�=§��A¦�¦A����2� ���£¦��A½_¦�d�C�¤�!�>�d�8� ª���´ �8� �d��§A�¡���8� X =

(X1, . . . , Xd)
¦��d�����8���d��§A�¡�A�8����J��d�¡�d���2�*�A¦���ª��>�O�@��¦�=�E���°�g§���W�g���<¦�§����d�2�E�d�>�a����¦&¦��d�g���>�����A¦

�j·�E·
§ � � ´ �A¦¨�<E§����E��¦&�d·��·��=�=�����J�A¦ �¨�d·��·@��· �¶���W¬��>�g�A¦�¦��8�}�8�®�A¦¨�<E§���¥z�A¦��8�=�³��J� (Ω,A) ��¦���¦��¡�³��J�
�<��&�J�A¦O���<���2��W�g���<¦Hd� ¯E��³A���gª��>�A¦O�^¦��>�����J�A¦���¦�� X, Y ¦��d�C���E��¦&�d·��·@��·%����¦�� c ∈ R,

cX, X + Y, XY, max(X, Y ), min(X, Y )

¦��d�>� ��^¦=¦��*���A¦{�d·��·@��· º����J¹�2�A¦��¡�Ò�=±0E§A�}�>�d�8�£���A¦{�d·��· 
¹�j��J���8��¦w����<¦ [−∞, +∞] 

§��d�������W�g���w�E���=�A¥	���JE§��A�&�J�A¦��2±A�a�2��¦�¦��g�d�>¦&���������¡�A��¥��������A¦ ∞−∞, 0 ×∞ �>d� 0 ·

���������������! "��#��$�&%
; � O ;CM�0�(*M�0�9 7 + 7 3 6 ; 525 ( 8 9:;G+�9B-L9 + 7 3 7�8 (<)AHB/ 9:>?> 7 3.9:;G+�/�>?/1=L+?3./ 5 3 7�" =A9 +�9B(*= 5 MA)A9 5 T�)A/ (g ◦
f)−1(A′′) = f−1(g−1(A′′)) I M�(<).0 +�(*)�+�/,M!;V02+�9:/ A′′ 3./ Ω′′ ND � O ;�>?/ 5 ).0F;<D.9BH:9 + 7 3./ Y = ϕ ◦ X

0 7�5 ).H +�/�3�/4H ;�M�0�(*M�0�9 7 + 7 3 6 ; 525 ( 8 9:;G+�9B-L9 + 7 3�/,H ;�>?/ 5 ).0F;
	DA9BHB9 + 7*N� 9
X = (X1, . . . , Xd)

/ 5 +U).= -"/ 8 +�/�).0R;<H 7 ;V+�(*9 0�/ I Xi = πi ◦ X
/ 5 +R)A=A/ - N ; N 3 6 ;GM.0�� 5�8 /@T�)A9M.0 7�8 � 3./ N �U7�8 9BM.0�(LT�)A/1>?/�=�+ IL5 9 X1, . . . , Xd 5 (<=�+ 3�/ 5 - N ; N

X−1(A1 × A2 × · · · × Ad) =
d\

i=1

X−1
i (Ai) ∈ A

M�(*)�0U+�(<) 5 D�(G0 7 HB9:/1= 5 A1, . . . , Ad.
� /4T�)A9�M.0�(<)A-"/,T�)./

X
/ 5 +U>?/ 5 ).0F;GDAHB/,3 6 ;GM.0�� 5 H:;�M.0�(<M�(�	

5 9 +�9:(<= ��N��<N ���N
8�� 9 �@O / 5 T�)!;G+20�/  �(*= 8 +�9:(<= 5 ϕ : R

2 → R
3 7#" =.9:/ 5 M!;V0 ϕ(x, y) = x + y I 0�/ 5 M N xy I 0�/ 5 M N

max(x, y) I 0�/ 5 M N min(x, y) 5 (<=L+ 8 (<=�+�9:=L)./ 5 / + 3�(*= 8 D�(G0 7 HB9B/�=A=./ 5 � 3 6 ;GM.0�� 5 H:;C0�/�> ;G0FT�)./



������� �����"��� ���%� � �m� � ��� 	 � � �t+ � ������� 	 � 	 � � ��� ��� 	 � ����� � �����t����+�� ���^Ç

��N��*N�� � (c) � N � /4M.H:) 5�I HB/ 8 (<)AMAHB/ (X, Y )
/ 5 +R)A=A/4;GMAM.H:9 8 ;V+�9B(*= >?/ 5 )�0F;<DAHB/43�/ Ω

3.;<= 5 R
2 /1+

M!;V0 8 (<>?M�( 5 9 +�9B(*= ϕ(X, Y )
/ 5 + )A=./@- N ; N 0 7 /�HBHB/EK<0�� 8 / $ H 6 ; 525 ( 8 9:;V+�9:-L9 + 7 3./4H:; >?/ 5 ).0F;GDA9BHB9B+ 7<N� = >?(*=�+20�/ 3�/?>���>?/?T�)A/
cX

/ 5 +E).=A/ - N ; N 0 N HB(<0 5 T�)A/ X
/�=&/ 5 +�)A=./ I /�= 8 (*= 5 9:3 7 0F;G=L+�H:; �(<= 8 +�9B(*= 8 (*=�+�9B=�)./,3 6 ).=A/ -<;G0�9:;<D.HB/ ϕ(x) = cx N

8�� 9B9 � P (*)�0�- 7 0�9 " /10 TL) 6 )A=A/R;<M.MAHB9 8 ;G+�9B(<= X : Ω → [−∞, +∞]
/ 5 +�>?/ 5 )�0F;<DAHB/RM�(*).0�H ;4+20�9BDA)D�(<0 7 HB9B/�=.=A/U3./ R I 9BH!=A/ 5 )���+JMAHB) 5J8 (*>?>?/�3A;<= 5 HB/ 8 ; 5 3�/ R

3./ - 7 0�9 " /10�T�)./ {a < X < b} ∈
A M�(<).0 +�(<) 5 HB/ 5 0 7 /�H 5 a < b � 9BH  �;<)�+�/�= (<).+20�/ - 7 0�9 " /10UT�)A/ {X = +∞}, {X = −∞} ∈ A N� 9

X
/1+

Y : Ω → R ≡ [−∞, +∞] 5 (*=�+�3./1).S - N ; N 0 N � ;G) 5 /1= 5 H:;G0�K</ � I M�(<).0�>?(<=�+20�/10�T�)A/RH ;
5 (*>?>?/ X + Y 8 (<=L-"/�=!;GDAHB/�>?/�=�+�3 7#" =.9B/,/ 5 +U/�= 8 (G0�/4)A=A/,- N ; N 0 N � ;<) 5 /�= 5 H ;V0�K*/ � I ; 525 ( 8 9B(*= 5HB/�).0UHB/ 5 - N ; N 0 N X ′, Y ′ : Ω → R

3 7#" =A9B/ 5 M!;V0

X ′ = X 5 )�0 {X = ±∞}c, = 0 5 )�0 {X = ±∞}
Y ′ = Y 5 ).0 {Y = ±∞}c, = 0 5 ).0 {Y = ±∞};

H:; 5 (*>?>?/ X ′ + Y ′ / 5 +RD.9B/�= 3 7#" =.9:/ 5 ).0�+�(*)�+ Ω
/ +

X + Y = X ′ + Y ′ 5 )�0 {X = ±∞ (*)
Y = ±∞}c

= +∞,
0�/ 5 M N −∞ 5 ).0 {X = Y = +∞}, 0�/ 5 M N {X = Y = −∞}

= 0
;<9BHBHB/�).0 5 .

O /UHB/�>?>?/ 5 )A9B-<;<=�+�>?(<=L+20�/�;GHB(<0 5 T�)A/ X ′ /1+ Y ′ 5 (<=�+�>?/ 5 )�0F;<DAHB/ 5 MA).9 5�I�8 (*>?>?/ X ′ +Y ′ / 5 +;<HB(<0 5 >?/ 5 )�0F;<DAHB/,3 6 ;<M.0�� 5U8 /4TL).9�M.0 7�8 ��3./ I T�)A/ X + Y
/ 5 +R>?/ 5 ).0F;<D.HB/ N	�
����
������������������ �"!#��� ! �%$'&�( �)*) �"+�,.- � ("/ � &0/1) �2+��43 �*&�� Xi : Ω → (E,F) (i ∈ I) � !!#��� ! ��5�& �.!  !  � - (Ai, i ∈ I) + � Ω +0&6-87 A 9-�+ ;:�, �<5�& � ) �.7=(?>.(��.7 9-�+ ;: �.7 i ∈ I @A)B&�$ �6� ( � ) �

+�� � �C: � )9) �.( �.- !
X = Xi 5 ).0 Ai (i ∈ I)

+�,9DE-  !<� -��F- �6� 3 �')*) �F3 �*&�� X : Ω → (E,F) �

� /,HB/�>?>?/R0 7�5 ).H +�/,9:>?> 7 3.9:;G+�/�>?/1=L+�3./ 8 /4T�)./ M�(*)�0 +�(*).+ F ∈ F ,

{X ∈ F} =
[

i∈I

(Ai ∩ {Xi ∈ F}).

Át3�5%R834L8�z:<;2-E:C-059?J/2?@-�.C5�59L>?JDdI�.0/=345$,�-E.0/2;=3�.0/$U0L<3	GMIOB�G@IE52523	R83�5%Da6 I<6�3�5�/�5�/�I�¾<G@3m:>I�;%:>IE525=I�yE3
F�G@I�G@?J,*?J/23�6

 cd[ �%[�r�fP`4fW[CY����$���$��� � ����� (Xn) �8���O¦��8���¡�������dd���g�³��J�A¦*��J��d�¡�d���2�A¦��t´ �8�Ò�A¦W�>�§���¥z��¦��8�2�
(Ω,A) ��d�>¦H�8�_�A¦W�>�§��*¥z���W���gª��>� E ¥H�8�C�����*¦AS�¨���g³��w³��d�2���°�g���>�a�4· � ���>�d�8���¤���8� ω ∈ Ω,

(Xn(ω)) §��d�C�j���W¯0�O�d�A��¦ X(ω) ∈ E, d�@�d��¦ X �A¦��$�8���O�j����g�³��J�zd�J����¤�����2�4·



��� � ������� ����� 	 ��� � ����� � ����������+�� 	 ��� � + � ��� 	 � 	 � � ���	��+�
,� � �������

���������������! "��#��$�&%
�E6 ;<M�0�� 5 H:;?M.0�(*M�( 5 9 +�9:(<= �LN��*N�� LI 9BH 5 )�E+,3./4>?(<=L+20�/ 0 T�)A/ X−1(U) ∈ A M�(*).0R+�(*)�+ (*).-"/102+
U
3�/

E.
� (<9B+

Up = {x ∈ E : d(x,E \ U) > 1/p} M�(<).0
p ≥ 1.

� HB(<0 5 Up
/ 5 + )A= (*).-"/102+ I3.(<= 8 ).= D�(<0 7 H:9B/�= I /1+

X−1(U) =
[

p

[

m

\

n≥m

X−1
n (Up)

/ 5 +R3A;G= 5 A N
Ó"I�.>5mG@3HB4I�5"R83�DdI�;=?MI�¾<G@345	;2143�G@GJ3�5�KC?JG�3459/":�-E5=59?@¾<G@3�R83H:<;21�BA?M5934;"B�3�R83�;=.<?@3�;";21�59L<GJ/=I�/}B�-�,*,*3
GJ3�,*-�.0/=;23�GMIH:>;2-E:C-059?J/2?@-�.¶BA?JÃ¤R<345=59-EL>5�6

 cd[ �%[�r�fP`4fW[CY����$���$��W  � �����8�&�¤���8�¤�&¦��8���¤� (Xn) �E�O�d·��· 
 �dd�J���8��¦�����<¦ R,

sup
n

Xn , inf
n

Xn

¦��d�>�m����§��d�=�z���A¦H�d·��· 
'�dd�@�A�8��¦z��d�>¦
R � �E�d�a§	�<���8���8���H¦��8���¡�*§A�2���M¦�¦A��>�¡�*�2�A¦¨�l·�����§A�=�d�M¦ �

¦�d�>�¡���E�O�d·��·)�2���A���J�A¦�© limn ↑ Xn
�=��¦¨�l· limn ↓ Xn

��¦����A�a§=���2���8���&�d·��· 
z�dd�J���8��¦H����<¦
R.

³ � � ����� (Xn) �8���&¦��8���¤�������j·�E·��2�������J��¦H����¦����g�A�C�

{Xn →}R = {ω : limn→∞Xn(ω) 3A�8?M5�/=3OR<I�.C5 R}
�A�

{Xn →}
R

= {ω : limn→∞Xn(ω) 3A�8?M5�/=3OR<I�.C5 R}
�J�A¦}�A�>¦��A¥z³A�@��¦&���O§��d�C�j���W¯0�A�a§��O����<¦

R
���

R
��� (Xn). � �J�d��¦ {Xn →}R

~P;=3452:t6 {Xn →}
R

�
��¦��$�8�{�A�d������¥*���>���A���Jm¢A����¥H�8�@�

X = limnXn
52L<; {Xn →}R ( ;=3452:t6 {Xn →}

R
), = 0 I�?@GJG@3�L<;�5

���W¬��C���%�8���O�j·�E·��2�������J� X ·
§ ���>���8�¤�O�j·�E·��2���A���@���>�j¦����W���d����¦��%�T��¥H���¡��§��2�d�M¦�¦�d�C�¤�H�t´ �8�a��¦��8���¤�H���O�j·�E·������a�2����d�C�$ª���´ �8�
����¥*³��2��¬%�>�%�E�O�dd�J���8��¦�·

���������������! "��#��$�&%
; � O ;�>?/ 5 ).0F;GDA9BHB9B+ 7 3�/ supnXn

0 7�5 ).HB+�/43�/ H:;! �(G0�>E).H:/


sup
n

Xn ≤ b

ff
=
\

n

{Xn ≤ b},

-*;GH:;<DAHB/UM�(*)�0 +�(<).+
b ∈ R

/1+�3./�H:;,M.0�(*M�0�9 7 + 7 3./ 5 9:=�+�/10�-<;<HBHB/ 5  �/10�> 7�5 [−∞, b]
3 6 /�=AK</�=!3L0�/10�H:;+20�9BDA)�D�(G0 7 HB9:/1=A=A/ N�O / 8 ; 5 3./ 5 D�(<0�=./ 5 9B=  7 0�9:/1).0�/ 5J5 / 0F;<> ��=./ $ 8 /�HB)A9.3./ 5 D�(G0�=A/ 5
5 )AM 7 0�9:/1).0�/ 5M!;V0RH:;�+20F;G= 5  �(<0�> ;G+�9B(<=�� 8 � ;G=AK*/1>?/�=�+�3./ 5 9BK*=./�� % X. → −X. N



������� �����"��� ���%� � �m� � ��� 	 � � �t+ � ������� 	 � 	 � � ��� ��� 	 � ����� � �����t����+�� ���EÅ

D � 9 � � 525 ( 8 9B(*= 5 $ +�(<).+�/ 5 )A9 +�/ (Xn)
3./ - N ; N 0 N HB/�).0 5 HB9B>?9 +�/ 5Q5 )AM 7 0�9:/1).0�/�/1+
9B=  7 0�9B/�)�0�/ 3 7#" =A9B/ 5/�= 8 � ;<T�)A/ M�(<9:=�+R3./ Ω

MA;G0

(lim supn→∞ Xn)(ω) = lim supn→∞ Xn(ω) = limp↑∞ ↓ supn≥p Xn(ω),

(lim infn→∞ Xn)(ω) = lim infn→∞ Xn(ω) = limp↑∞ ↑ infn≥p Xn(ω)).

� =./ 3.(<)ADAHB/ ;GMAMAHB9 8 ;V+�9:(<= 3./ � ; � >?(<=�+20�/ T�)A/ 8 / 5 (<=L+ 3�/ 5 - N ; N 0 7 /1H:HB/ 5 � ;<) 5 /1= 5 H:;G0�K*/ � N� (*>?>?/

{Xn →}
R

= {lim inf
n

Xn = lim sup
n

Xn}

=
\

r∈Q

{lim inf
n

Xn < r < lim sup
n

Xn}c

MA).9 5 T�)./ 3./1).S?=.(*>ED�0�/ 5 3�/ R 5 (*=�+ 7 K*;<).S 5�6 9BH 5 =./ 5 (<=L+ 527 M!;V0 7�5 M!;V0�;<) 8 )A= 0F;G+�9B(*=.=A/�H I =A(<) 5-"( � (*= 5 T�)A/ {Xn →}
R

/ 5 +U)A= 7 - 7 =./�>?/�=�+ /1+U;GHB(<0 5
X = lim sup

n
Xn 5 ).0 {Xn →}

R
, = 0

;<9BHBH:/1).0 5
/ 5 +U)A=./ - N ; N 3 6 ;<M.0�� 5 HB/,HB/�>?>?/ ��N��*N���� 8 9 	 3./ 525 ) 5�ND � 9:9 � � ;<= 5 HB/ 0F;<9 5 (<=A=A/1>?/�=�+�M.0 718�7 3./1=L+ I =A(*) 5 ; -"(*= 5 9B= 8 H:) 5 3A;G= 5 {Xn →}

R

HB/ 5 ω
MA;G0

HB/ 5 T�)A/�H 5 H:; 5 )A9 +�/ (Xn(ω), n ≥ 1)
+�/�=A3 -"/ 0 5 +∞ (<) −∞ � 5 9 ;G) 8 (<=L+20F;G9 0�/ =A(*) 5 -"(*) 	HB9:(<= 5 HB/ 5 / S 8 H:)�0�/ I 9BH 5 )��0F;G9 +43./40�/�>?MAH:; 8 /10 $ H:; " = {Xn →}

R

M!;G0 5 (*= 9B=L+�/ 0 5 / 8 +�9B(*= ; -"/ 8
{−∞ < X < +∞} / +�/�= 5 ).9B+�/ X

MA;G0
X 1{−∞<X<+∞} N

8�� � H 5 )�E+ 3�/ 8 (<= 5 9:3 7 0�/ 0RH:; 5 ).9B+�/

Xn(ω) =
2n−1X

k=0

k

2n
1{ k

2n ≤X(ω)< k+1
2n } + n1{X(ω)>n}.

3 �(�-��� � ¤ ¨ 7S¯�¤M¨��U�S¯� �5S 5O«y¬(«s®u�M¨ ¤	® ¬" �«y¨

� I
	�	����������	�����������������������������! AÕ���"$#%"&�'�(�*) �����+	��%��¾���¾�"�&"&#, '-���#.	�&���"y' ��� /�%��&�/�����0#
�1) �����2���/�,���,�'3

�54 �7698�:/8<;�6��t���C���8� � ����� (Ω,A) �8�S�A¦¨�<E§��}¥*�A¦��8�2�³��J��· �(�a�>=@?0ACB9DE?'¦��8� (Ω,A) �A¦����8�a�
¢A�d�a§A�¨�g�d� m : A→R+ ∪ {∞} �¡�A���@��ª��>�
0GF 4 m(∅) = 0 ;

0IH,4 m �A¦�� σ �9��E�d���¨���j�A©�§C´ �A¦�� � 
 �9�����2�

m

(
+∞⋃

i=1

Ai

)
=

+∞∑

i=1

m(Ai)



�EÇ�Æ ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

�>�d�8�&�¡�d�8�¡��¢A�¥H�����J�z�E�A�a�d¥z³A�=�³��J� (Ai, i ∈ N) �t´ ���j������¥*���>�W¦�������± 
S������±S�d�M¦�«��d���C�g¦�·
� �O�W��� �a�J��� (Ω,A, m) ¦8´ ����>�A���@���8� ? A��7F���? =@?0ACB9D 4 ·
� ����¦�ªA�>���JÌ¥*�A¦��8�2�z��� �9´ ��¦¨�>�§��'�A¦��t¬��C�g��©��JS¥z��¦��8�2�z�A¦��"�d���¡��¬%�>�g��· � �d��¦�ª���´ �A���@�'�A¦��t¬%�>�g�
¦��8�}�8�a��¦��8���¡��§��2�d�M¦�¦�d�C�¤���t´ ���<¦���¥*³��J�A¦H���H�2���8�>�g�d�®�9´ ��¦¨�>�§��A©������J�H�A¦��������¤� σ � �76 8�?l·
�(�a� � DE;�H7F!H 8���8�: 4 ¦��8� (Ω,A) �A¦��%�8�a�&¥z��¦��8�2� P �¡�A���J�*ª��>�

P(Ω) = 1.

� �	�¨��� ���J��� (Ω,A, P) ¦<´ =���>�����J�Od�@�d��¦m�8�+? A(� F���?�� ? �9D ;�H F�H 8���8 : 4 �����'��¦¨�>�§��%���2�E³��³����°�M¦�� ��·

Á � 	��,�'	��0� "&#,"����5� ��"
	 �
�0#,��	��% /�,���0#,���'�����'���/� 	��%��	��%"& �#, C��¾��'� "�0���/� �!�/� ���/�,���%�/�"Ø �� � �'����Ã
#,�'��"&����	��,�'	��%"& �#, (i)

� -�����,�����9ÃI�����!"&#,"
	 "$#% (ii) ��# ��������0#,"�� ��"$#% �� (iii) � # (iv)
� 3

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6����$���$�/� � ����� (Ω,A, m) �8�S�A¦¨�<E§��	¥z�A¦��8�=�"��� {Ai}i∈I
�8���(¢Ad¥������J�)¬��C�g�"���

��������¥*³��2�³��J�*�t´ ���d�A�a�A¥z�A�C�g¦�· � �J����¦
0G8 4 A1 ⊂ A2 ⇒ m(A1) ≤ m(A2).

0G8<8*4 m(
⋃

i Ai) ≤
∑

i m(Ai).
0G8<8�8*4 � � Ai ⊂ Ai+1

�>�d�8�&�¡�d�8� i, d�J����¦ (m(Ai))i
§����>�d�A�W¯0���A�£§A�2���M¦�¦A��>���j����¦ m(

⋃
i Ai).

0G8�� 4 � � Ai+1 ⊂ Ai
�<���8���¡�d�8� i, �A� m(Ai0 ) < ∞ �>�d�8���8� §=�����¡d��� i0

d�J����¦ (m(Ai))i§��d�C�j���W¯0�H���w�E��§A�2���M¦�¦A��>���j����¦ m(
⋂

i Ai).

���������������! "��#��$�&%
(i) 5 /43 7 3�)A9 +U3./ H:; σ

	 ;*3.3.9 +�9B-�9 + 7 /1= 0�/�> ;G0FT�)A;<=�+�T�)A/
A2 = A1 ∪ (A2 \ A1).

(ii)
� 9

I
/ 5 + " =A9 (ii) 5 /43 7 >?(<=�+20�/ M!;V0�0 7�8 ).020�/1= 8 / $ M!;G02+�9 0R3./

m(A1 ∪ A2) = m(A1) + m(A2 \ A1) ≤ m(A1) + m(A2).

� 9
I
/ 5 +U9B= " =.9 I (<= M�/�)�+ 5 )AMAM�( 5 /10 I = N

/1+ 8 (*>?>?/

m

 
n[

i=0

Ai

!
≤

nX

i=0

m(Ai) ≤
X

i

m(Ai)

HB/ 0 7�5 )AH +F;G+ 5 /43 7 3.).9B+U3�/ (iii).

(iii)
� = 5 ).MAM�( 5 / I = N.

� (*9 +
Bi = Ai\Ai−1

M�(<).0
i ≥ 1

/1+
B0 = A0.

� HB(<0 5 Si Ai =
S

i Bi/1+UHB/ 0 7�5 )AH +F;G+ 5 /43 7 3.).9B+U3�/ H:; σ
	[;<3A3�9B+�9B-L9 + 7*N

(iv)
� )AM.M�( 5 (<= 5�I�5 ;<= 5 M�/102+�/ 3./,K 7 = 7 0F;GH:9 + 7*I I = N

/1+
i0 = 0. O ; 5 ).9B+�/ (Bi = A0 \ Ai)

/ 5 +
8 0�(*9 525 ;G=L+�/E/1+ 8 (<>?>?/ m(Bi) ≤ m(A0)

H:; 5 ).9B+�/ (m(Bi))
/ 5 + 8 0�(<9 525 ;<=�+�/�/1+ D�(<0�= 7 / I 3.(*= 8

8 (*=L-"/ 0�K*/�=�+�/ N � 9B= 5 9

limi→∞m(Ai) = m(A0) − limi→∞m(Bi) = m(A0) − m

 
[

i

Bi

!
� 3 6 ;<M�0�� 5 (iii) �



������� �����"��� ���%� � �m� � ��� 	 � � � � � ������� 	 � 	 � � ��� ��� 	 � ����� � �����t������� �EÇ8�

= m(A0) − m

 
A0 \

\

i

Ai

!
= m

 
\

i

Ai

!
.

� �/�,��"�������� ��� #,#,� �,�/� #%"&�'��� 	'�/��&�.��������2#,�=¿/� ��#,"�&� �!�OÂ �'�,�/TÃ�� �
�0#,�/&�" 3

2�� 4 ;�D � = ?��t���C��� � 0��>? = =@? �9?	�+;�D ? � ��
 F�6 :C? ����8 4j� � �d��� (Ω,F , P) �8�w�A¦¨�<E§=�	�a�2��³� �
³A���T�M¦A�*��� {An} �8�a��¢Ad¥������J�z��´ �A�d�A�a�A¥z���>�W¦A·
0G8 4 � � ∑

n

P(An) < ∞

��J�d��¦O�9´ ���d�A�a�A¥z�A�C�

{ω ∈ Ω : ω ∈ An
�>�d�8�&�8�a�&���4¬%�>���¡���E� n} =

⋂

m


 ⋃

n≥m

An




�A¦������m�a�2��³��³����°���¡�H�>�8���J��·
0G8<8*4 � ���J�¢Ad¥������J� {An} ��¦������a���¡�<�����Ed�C�¤�A©��Jz�=�=§�� ���=�4ª��>���A¦����4�=d�g��· ���°�^¦$���2��§��M¦A��¥z�A�C�g©�¦��

∑

n

P(An) = ∞,

��J�d��¦
P{ω ∈ An

�>�d�8���8���O���4¬%�>���¡�H�E� n} = 1.

���������������! "��#��$�&%
(i)

� (*9 +
A =

T
m

“S
n≥m An

”
.
� H:(G0 5

P(A) ≤ P

0
@ [

n≥m

An

1
A ≤

X

n≥m

P(An).

� /43./10�=.9B/10�+�/10�>?/ +�/�=A3 -"/10 5 0
TL)A;<=A3

m
+�/1=!3 -*/10 5 H 6 9B= " =A9 N �E6 (�� HB/ 0 7�5 ).H +F;G+ N

(ii)
P (<).0�+�(*)�+

N

P

0
@

[

N≥n≥m

An

1
A = 1 − P

0
@

\

N≥n≥m

Ac
n

1
A = 1 −

Y

N≥n≥m

(1 − P(An))

≥ 1 − exp

0
@−

X

N≥n≥m

P(An)

1
A

8 ;G0 1 − x ≤ ex M�(<).0
x ≥ 0. �E6 ( � I /�= M!; 525 ;<=�+ $ H:;EHB9B>?9B+�/ N→∞,

P

0
@
[

n≥m

An

1
A = 1

/1+R3.(<= 8 P

0
@
\

m

0
@
[

n≥m

An

1
A
1
A = 1.



�EÇ�� ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

�>;�8 ?0: = ? ACB D ? 8�= F���?

Á*�/� 	 3 ��3�	��/�,����# #,�/�0#��!�O�G#,���
��� 	����,#,�/�"�2&�C� ���/�,���%�/� �1) ��� �C� 	���� � 	'����� ��� ���!#,�%�����������
� ��+#,�C������"�0���.� ��"
	 �
�0#,�'-��!"&#,� �!�G� ���/�,���,�2"�� ��������3

�54 �7698�:/8<;�6��t���C��� � � ����� f : Ω → Ω′ �8���Ì=�E���°�g§���W�g��� ¥z��¦��8�2E³A�J�®���Ì�2´ ��¦¨�>�§��Ì¥z��¦��8�2�
(Ω,A, m) ����<¦&�9´ �A¦¨�<E§=�H¥z��¦��8�2E³A�@� (Ω′,A′) · � ´ =�E���°�g§�d�¨�g�d� mf : A′→[0,∞] ���W¬��C�g���>d�

mf (A′) = m[f−1(A′)] (A′ ∈ A′),

��¦��$�8���&¥z�A¦��8�=��¦��8� (Ω′,A′) ����>�A�@�=� �
	&8<= F���? � ? m � F�D f ·

 �! ? ="� ��?#���$��� � �¹Ê " m = P �/� # ����� 	��%��¾���¾�"�&"&#, � # f = X ����� 	�3 ��3�-E<) "�������� �!� P 	���� X
�/� # �
���%�,"1�����.	��%��¾���¾�"�&"&#, '3 � ���� �'�,�� ����/�'# �  ) ���,�����.������'.��/� 	��,�E¾���¾�"&�"�� #,�C��-!�'�5 ) �
	�	����&�
��F ��;�8 � ? X ��# �������
#%�

P(X ∈ A) = P({X ∈ A}) = PX(A).

� 6 8��'8 : 4 ?': ? ! 8�A/:/? 6���? � ? A � D ;�H7F!H78��<8 : 4 A

�  ) ����� ��	�#,"���� �!�5����� 	���� #%"�����&"���� ��Y  �.#%�,"@¾�� A � ��� Ω �/� #%Õ���"&� � 	���� ���!����	�����," Ω �C�G#
Õ���"�� "� �/� # "���	��0�,�,"J¾�&�'-0�/���' ��� /�%��<-0�!���/�
����� #, ��%" � �/� ������	��,�E¾���¾�"&�"$#% ����� ���������C� ���%��� 	��
�
�� �!�'���� �� ���2�%� 	 �
������ ��� :C;�B9:2 �� ������0# �!� A. Á �/� �!�/��� #��� ����=¿����C� �,��"
	 �
�0#%� �����0#%�,�/�'#
�0�*) "���,����# �����,� �!��������� � � #,#,� 	E��&�/��� �/� #,�'�!#  /& /� �/�0# �1) ����������'�,�,� C ⊂ A �,��� �,��� ���/�'#
�," �����'-/	������ �! �Õ���"�� �!�����Ö �'� ����"
�0��� ����� 	��%��¾���¾�"�&"&#, '3dÓ������ ���	���� #,"�0��� ���!� 	��%��¾���¾�"&�" �G#%��� -
�� �'���/� #,"���� �!�  ) ��� " � #,����� �+�,� 	��'�,� 	���� � #2�
) �/� #��,��� #%���!#�&�+#��� ����=¿���� �*) ����"���"$#% �0��"��G�����
�����2×'&�� �������
�����0#��
 3

2�� 4 ;�D � = ?��t���C��� � 032�� 4 ;�D � = ? ��	�B96 8��'8 : 4 4d�����A��±®�a�2��³�E³A���°���¡�A¦
P1
���

P2
ª��8��§������ �

§A�g�E�A�C��¦��8�H�8�a�z§A�@j¦�¦�� C ¦��¡�³��J�}�>d�*���>�¡����¦A��§��W�g���!§�������§��g�����>�	¦��8�H�JS�¨���g³��£���0¯0�A�a�d�2�����<��
C · � �w�t´ ��8�W�=��¦&�¤����¥z��¦�©)¦�� C �A¦���¦��¡�³��J�m�<��&���>�¡�A��¦���§A�¨�g�d�

P1(C) = P2(C) ∀C ∈ C ⇒ P1(A) = P2(A) ∀A ∈ σ(C). � ��3����
� �O¥��¥z�O�2�A¦��8�°�¡d�%�dd�8�t�<���8�����A¦&¥*�A¦��8�2��¦�¬%�>�g�A¦A·

���������������! "��#��$�&%
O ;�3 7 >?(<= 5 +20F;G+�9B(<= 3�/ 8 /U+ �A7 (G0���>?/ = 6 / 5 +�M!; 5 +20�� 5 9B=L+�).9 +�9:-*/ N �JHBHB/ 0�/�M�( 5 / 5 ).0 H 6 7 +�)A3./,3�/ H:;



������� �����"��� ���%� � �m� � ��� 	 � � � � � ������� 	 � 	 � � ��� ��� 	 � ����� � �����t������� �EÇ �

8 H:; 525 / A 3./ 5 A
+�/1H 5 T�)A/ P1(A) = P2(A) N� H:;<9 0�/�>?/�=�+ I A / 5 + 5 +F;<D.H:/ MA;G0 HB9:>?9 +�/ 8 0�(<9 525 ;<=�+�/ (Ai ∈ A /1+

Ai ⊂ Ai+1 ⇒ ∪iAi ∈ A � I MA;G03.9 � 7 0�/�= 8 / (A ⊂ B, A,B ∈ A ⇒ B −A ∈ A) I > ;<9 5 = 6 / 5 + M!; 5�5 +F;<D.HB/ M!;V0 9B=�+�/10 5 / 8 +�9B(*= N � /= 6 / 5 +
3�(*= 8 MA; 5 ).=A/
+20�9:D.)@;UM�0�9:(G0�9 I > ;<9 5�5 /�).HB/�>?/�=�+ 8 / T�) 6 (*=@;<M.M�/�HBHB/10F;U).= d
	 5���5 +���>?/ N�� (<) 5=A(G+�/10�(*= 5 d(C)

H:/
d
	 5��.5 +��1>?/@/1=AK*/1=!3�0 7 M!;V0 C �������� H 6 9B=L+�/ 0 5 / 8 +�9B(*= 3./4+�(*) 5 HB/ 5 d

	 5���5 +���>?/ 5
8 (*=�+�/�=A;<=�+ C � NP (*)�0 )�+�9:HB9 5 /10,H 6 ��� M�(<+ � � 5 /�T�)./ C / 5 + 5 +F;<D.H:/4MA;G0 9B=�+�/10 5 / 8 +�9:(<= I =.(*) 5 =.(*) 5 9B=�+ 7 0�/ 525 (*= 5 $ H:;
8 H:; 525 /

A1 = {A ∈ A; ∀C ∈ C A ∩ C ∈ d(C)}
PJ).9 5 TL)./ C / 5 + 5 +F;<D.HB/�MA;G0R9:=�+�/10 5 / 8 +�9B(*= I A1

/ 5 +R)A= d
	 5���5 +���>?/4T�)A9 8 (<=L+�9B/�=�+ C I 3�(*= 8 d(C) NPQ;G0 5 )A9 +�/ d(C)

/ 5 +�)A= d
	 5���5 +���>?/ 5 +F;<D.HB/ MA;G0�H 6 9B=�+�/10 5 / 8 +�9:(<= ;V-*/ 8 H:/ 5�7 H 7 >?/1=L+ 5 3�/ C N � />���>?/ 9B=�+20�(L3.).9 5 (*= 5 H:; 8 H:; 525 /

A2 = {A ∈ A; ∀A1 ∈ d(C), A ∩ A1 ∈ d(C)}.

O ; 8 H ; 525 / A2
/ 5 +�)A= d

	 5��.5 +��1>?/�T�)A9 8 (<=L+�9B/�=�+ C I 3.(*= 8 d(C) I /1+�T�)A9
/ 5 +�3.(<= 8?5 +F;<D.HB/?M!;G09B=L+�/ 0 5 / 8 +�9B(*= N � 6 / 5 +UH:;�M.0�(*M�0�9 7 + 7 T�)A9 > ;<=ATL)A;<9 + M�(<).0�>?(*=�+20�/10UT�)./ 8*6 / 5 +U)A=./ +20�9BDA) N

 �! ? ="� ��?#���$��� � % Ó������ 	��,�E¾���¾�"��"$#% /� �,���
R
�0��"!�!�'�������0# ���������� 	 ��&�/��� �����."&�0#%��� 	E��&��/�

] −∞, x] �,���0# "��!�/�0#,"�'���/�/3>Á � �������2	��%��	��%"& �#, 2�/� # 	 �%��"&�2�,���
Rd � 	'�/��&�C� 	�� 	� C��3

Ê ) ����" �%�,���'# �!� <) � �!" �G#%��������- �������+���!��� #,#,�%����� �,����� �! /������� #,��� #%"&�'�(�� # �� ��'�2¿/� �5� ��"
	 �
�0#/3
� �5	������,���+�������,��&#,�/�mÂ �'�^Ô����'- �����
	�"$#%�,���
	*	������ �����.	��%����	'��3

2�� 4 ;�D � = ?���������<� 032�� 4 ;�D � = ? � ? � DE; ��;�6 ��? = ? 6 : �9? 
 F�DEF�: � 4 ; �9;�D�� 4�� � ����� C
�8����§��Jd¦=¦��w���z�<����W�g�A¦���� Ω ¦��¡�³��J�z�<��Ì§���¥m�a�J�A¥z���>�¡d�¨�g�d�<©H�2�A�8�C�g�d��¬%�>�g�®����§����>�¡�A�ad�>�
�9´ ���<¦��A¥z³��J�����g��� �¨�8�a���¡�A���J�	§A�Jd¦�¦A��¦<´ =���>�����J�"�8���m�� ¯E¼�³��2�	�E���"�4���J� ��· � �d��� m : C→R

+∪{∞}
�����%¢A����§��¨�g�������������Hª����
0GF 4 m(∅) = 0 ���
0IH,4 m(A ∪ B) = m(A) + m(B) � ���8� A, B ∈ C ��� A ∩ B = ∅ ;

0 � 4Ò¦�� m(Ω) = ∞, ��� ¦�� � � �j¦��}� � � �!�^¦mª���´ �����=±��M¦����"���#��¦��8�$�%�"§A�=�d�M¦�¦������� (Ap)
�t´ ���J��¥������W¦

�&� C ����������ª���� Ω =
⋃

p Ap, m(Ap) < ∞ �
� m(A ∩ Ap)→∞ � ���8�'�¡����� A ∈ C
�d�A��� ¬���� m(A) = ∞.

� �J�d��¦����(�=±E�M¦��%�)�����*���C�gª
����¥+��¦��8�,�&¦��8� (Ω, σ(C)) ª
�8��§����$�a§A�g�&�zd����§ m ¦��8� C.



�EÇ � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

 �! ? ="� ��?#� �$��� ��� 0 � ?0ACB9DE? � ? � ?0H>? A ��B9?54���Ê �'"$# C  ) �
 ��¿�¾��,���!�}Â � ������������ #,"&#,�� ��2�!�/�
�, /����"������(Õ���"&�C� �1) "��0#,�/� 	 �
���/�7�!�

R. ����� �'���  /& /�����0# A �!� C 	�����#>��)  /���,"��,� � �'��� � �% �����"&�'�
Õ���"�� �*) "��0#,��� 	 �
�&�C�7�!"��_�G��"��0#%�7��#7�'�+�! �Õ���"&# λ(A) � �'��� �  ���,������� �!�/� ������'��������� �!� � �/�7"��8Ã
#,�/� 	 �
���/�/3�Á �  ����� #,"���� λ : C→R

+∪{∞} �
"����,"��! AÕ���"&� 	' ��%"TÕ�� ��/� �^Ô 	��
#��>¿/�,�/� �!� #��� ����=¿����
��3 ��3�� ��3^Ê �'� � � #,�/��� "���� �

σ(C) = B(R) �/� #  ��¥+�A¦����,��� � � �4³��A¦�¯ ����·

 �! ? ="� ��?#� �$��� �$W 0 � ?0ACB9DE? �9D ; � B98�: 4��CÊ ��"����0# (Ωi,Ai, mi), i = 1, 2 �!����� �C� 	��'� �C� ���AÃ
� ���, C� σ Ã¨Õ���" ��3 � � 	��'�,� m1⊗m2(A1×A2) = m1(A1)m2(A2)

	��'���9#,����# Ai ∈ Ai, i = 1, 2.
� � #,#,�2�! AÕ���"$#%"&�'���/)  �#,�/��� 	���� �'���!"&#,"
	 "$#% � <) �
 ��¿4¾��%���!��Â �0�'&�2�,��� Ω1 ×Ω2, C, � �'���G#%"$#%�� ��
�!�/� �, /����"�������Õ���"��/���!� 	�� 	' /�/-�	���" � 	��
� ��.# �� ��'�2¿/� � ��3 ��3�� ��- � σ(C) = A1 ⊗ A2.

Á � ���AÃ
� ���,� m1 ⊗m2

�
"����," ������� #,�%��"&#,�2� ��� (Ω1 ×Ω2,A1 ⊗A2)
��) �
	�	������� ��¥��A¦����,� � ��������	$� �!�/�

���/�,���,�C� m1
��# m2.

 /�
 ��I , J�C> (�8�69< 6., 69<	= J�> (�I���69<

Á*� 	���"��0#+�!� �! /	��
�,#+�!�  � � �'��� #,�%��� #%"&�'� ��� <) "��'#% ��'�%��&���/� #  ) �C� 	� ����
��� � �!�C� 	 3 ��3 �!" ��Ã
� �=¿ #%�/�/3<Á ) "&�0#, �����
����C�G# 	 ��� ���������.��� ��	� ���� #,�/��� E �"&�� /�
"��%����# � �'�'#%"&� �*-��
) �/� #9Ã � ÃI�!"&�%� �'���
���dÔ��������
�0# �'�����'���/� �^Ô 	���#��<¿C� �C� �'��"*� �/�,�'�'# 	��% /��"��, ��C� ��$#% ��%"&�/���%�������0#

E(c1X1 + c2X2) = c1E(X1) + c2E(X2), E(limn Xn) = limn E(Xn).

3 ��)��y� �v��®u�	°�¯�-¬"¤ ¥S¤M¨��e ��O©�®�«" ��O¨ �C �¨ª«s®�«���¤M¨

Ð ����� "&�0#,�%�!�!��" � �'��� 	��'��� � �'� ���/��� �/� <) "&�0#% ������
������/�  ����� #,"������ 	��0� "&#,"
	��C� �0��" �/� # 	��
�2Ã
#," � ���"@¿��%�������0# � "���	����3

2�� 4 ;�D � = ?������ ��� 0���6 : 4 ��D F��<? �9? A�� ;�6��
:C8�;�69A = ? A/B9D F!H ��? A �>;�AC8 :/8���? A 4�� � ��	$� m �����
¥��A¦����,�¶¦������9´ �A¦ � E§ �{¥+��¦����2E³�� � (Ω,A) · �������%��¢�����§���	���� ¥��A¦����2�³ ���!�#"����$��� � �j¦%	$�&	$'�� f :

Ω → [0,∞] � �d¦=¦�¼(� �*)�*����¦*�����+	$����"¤¯)�2)���

0 ≤
∫

f dm ≤ ∞

�,���-"�� ����§(�)�,� ∫
Ω f(ω)m(dω) ��� m(f); ���>« ����	M¦�¦����.�&��¦ � �#� � �%	�"
��"�¦�¦���	$'d���%�A¦ �

F 4 ∫
1Adm = m(A), ∀A ∈ A ;



��� ���'��� ����
,� � � 	 � 	 � 	 � � �U� � � � 	 � �EÇ��

H 4 ∫ cf dm = c
∫

f dm, ∀c ∈ R+ ;
�4 ∫ (f + g) dm =

∫
f dm +

∫
g dm, ∀f, g ≥ 0 ;

� 4 � � �d¦%	$�&	$' 	$�-"����$¥ ��� ������� 	 � � 0 ≤
∫

fdm ≤
∫

gdm � " 0 ≤ f ≤ g ;
?54 ��§(��� '�� �W¯ �
�a§ ��¥ ���,���-�����3� � �����*�-�����%�&¦���	$����§ �#�)	M¦=¦������� � �j¦%	$��	$'�� (fn) � ��� 	�¥�	$��� f,

∫
fdm = limn ↑

∫
fndm. � ��3 � �

� 	 m = P �A¦�� ����� � �#�E³��³ 	$� 	$�-"A© ∫ fdP �A¦�� � ����" � E(f) ���$¦8´  � � ���$� � � 	&? A(� 4 D F�6 �'? �&� f.

���������������! "��#��$�&%
; � � = M.0�( 8 � 3./4/�= 3�/�).S 7 +F;GM�/ 5 /�= 8 (*= 5 9:3 7 0F;G=L+ 3 6 ;GD�(<0F3 H 6 /�= 5 /1>EDAHB/ Γ

3�/ 5  �(*= 8 +�9B(*= 5 >?/ 	
5 ).0F;GDAHB/ 5 M�( 5 9 +�9B-"/ 5 g : Ω → R+

3�(*=�+�H 6 /1= 5 /�>�DAHB/ g(Ω)
3./ 5 -<;<HB/�)�0 5 M�( 525 9BDAHB/ 5 / 5 + " =.9 N �R=A/+�/�HBHB/  �(*= 8 +�9B(*= 5�6 7�8 0�9 +

g =
X

x∈g(Ω)

x 1{g=x} ����N � �
(�� {g = x} = g−1(x) ∈ A MA)A9 5 T�)A/ g

/ 5 +U>?/ 5 ).0F;GDAHB/ N � / 8 9$9:= 8 9 +�/ $ M�( 5 / 0
Z

g dm :=
X

g(Ω)

x m({g = x})

; -"/ 8 H:; 8 (<=�-*/�=�+�9:(<= 0.∞ = 0 N P (*).0 f
>?/ 5 )�0F;<DAHB/ M�( 5 9 +�9:-*/ I (<= M�( 5 /4;GHB(<0 5

Z
f dm := sup

Z
gdm : g ∈ Γ

/ +
g ≤ f

ff
.

O / 5 M�0�(*M�0�9 7 + 7�5 a), b), c), d)
3./�H 6 9B=L+ 7 K<0F;<HB/ 5 /?3 7 3.).9 5 /�=�+  ; 8 9BH:/1>?/�=�+@3./ 8 / 5 3 7#" =A9 +�9B(*= 5�N � H

5 )��+U3 6 ;<D�(<0F3 3./,HB/ 5 - 7 0�9 " / 0�M�(*).0UHB/ 5�7 H 7 >?/�=�+ 5 3�/ Γ
MA).9 5 3�/ M!; 525 /10R;<) 5 ).M.0�/�>�)A> N

� HA0�/ 5 +�/ $47 +F;<D.H:9 0 (e).
PJ).9 5 T�)./ (fn)

/ 5 + 8 0�(*9 525 ;G=L+�/ (
R

fn dm)
/ 5 + 8 0�(*9 525 ;<=�+�/ � 3 6 ;<M�0�� 5 (d) �/1+�3�(*= 8 � H:;@HB9B>?9 +�/ r = limn→∞

R
f dm

/1S�9 5 +�/,3A;G= 5 [0,∞]
/1+�- 7 0�9 " / r ≤

R
f dm.

� " = 3�/
M.0�(<)A-"/10�H 6 9B= 7 K";<HB9 + 7 0 7�8 9BM.0�(LT�)A/ I " S�(*= 5 0 ≤ c < 1

/1+
g ∈ Γ

+�/�H T�)A/
g ≤ f.

� HB(<0 5�I +�(*)�� (*)�0 53 6 ;<M�0�� 5 (d), Z
fn dm ≥

Z
1{fn≥cg}fn dm ≥ c

Z
1{fn≥cg}g dm.

OJ6 7�8 0�9 +�)�0�/43./ g 5 (*) 5 H ;  �(<0�>?/ ���LN � � >?(*=�+20�/,T�) 6 ;GH:(G0 5
Z

1{fn≥cg}g dm =
X

x∈g(Ω)

m({g = x} ∩ {fn ≥ cx})x.

PQ;G0 ;<M.MAHB9 8 ;G+�9B(*= 3�) (iii)
3./ H:; M.0�(<M�( 5 9 +�9B(*= ��N��<N � ��I�8 /1+2+�/�T�)!;<=�+�9 + 7 8 (<=�-*/10�K*/ HB(<0 5 T�)./ n→∞-"/10 5 X

x∈g(Ω)

m({g = x} ∩ {f ≥ cx})x =
X

x∈g(Ω)

m({g = x})x =

Z
g dm.

� 9B= 5 9
r ≥ c

Z
g dm.

�E6 (�� H 6 (<= 3 7 3.)A9 +�TL)./ r ≥
R

f dm
M.)A9 5 T�)A/ c

/ 5 + ;V0�DA9 +20F;<9 0�/ 3.;<= 5 [0, 1[
/1+

g ≤ f
/ 5 +;G0�D.9B+20F;G9 0�/�3.;<= 5 Γ.



�EÇ�� ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

� ? A/B9D ? A�� �9? 6 A/8�: 4

� �����,"��� ��%�����.�,��� ��� �/�,	������ (Ω,A) � 	���� � �!�/� 	�&�
Rd �.����� ���/�,���%� �!� �%   /�,�/��� � m

� 	����9���!����	���  � ���C� ���%� �!��Á ��¾��/������� � 3dÐ �'���7�!"��,�'��� �0�*) ����� ���/�,���%� µ ���!��� #7����� �!�/��� "&#, 
���/�,���%��¾��� g 	���� �%��	�	����,# � m �,"

µ(A) =

∫

A

gdm =

∫
1A(ω)g(ω)m(dω).

Á �  ����� #,"��������/�,������¾��� g �/� # 6 4 ��? ACA/F�8�D ?0=@?06 : �>;�A/8�:/8 ��? �%�
��7� ��� �����/���,����¾�&�.�!�.���AÃ
� ���,� m � ������3EÁ9�2���/�,���,� µ �C�G# ��&�'�%�7���
#, /� g ·m � ���!#%"&�" � � �����%� "� �.����#%�
#,"���� dµ = g dm 3
Ê " µ = P �C�G# �����.	��,�E¾���¾�"��"$#% �- g �/� # ��	&8�6 : 4 ��D F��<? 1 3

���������������! "��#��$�&%
�J=�/#��/1+ I H:;  �(<= 8 +�9B(*=�3 6 /�= 5 /1>EDAHB/ 5 )�0 A I R 1A(ω)g(ω)m(dω)

/ 5 + σ
	 ;*3.3.9 +�9B-"/�/�=

A
/�=�-"/102+�)

3./�H:;UM.0�(*M�0�9 7 + 7 3./ H:9B= 7 ;G0�9 + 7 3./ H 6 9B=�+ 7 K<0F;GHB/ 5 ).0
HB/ 5
5 (*>?>?/ 5 3./ 527 0�9:/ 5 M�( 5 9 +�9:-*/ 5 3.)4+ �A7 (G0���>?/
��N �LN��<I e) / +�3./RH ;  �(G0�>E)AHB/ 1P

i Ai
p =

P
i(1Ai

p)
-*;GH:;<DAHB/RM�(*).0 +�(*).+�/  ;G>?9:HBHB/,3 7 =A(<>ED.0F;GDAHB/3 6 7 H 7 >?/�=�+ 5 3�/ A 3�/�).S $ 3�/�).S 3�9 5 �[(*9B=�+ 5�N

Á ) "&�0#% ������ #%"&�'� 	��������
	�	��'� # �  �5� �C� ���,� g · m �,�+���
�*¿/���+��� #,���,�/&��������0# � <) "&�0#% ������ #%"&�'�
	��
� ���
	�	����,# � m Ø!	��'��� #,�'�!#,�  �'��� #%"&�'� �, /���&��¾����% ��"&�/�����2	��0� "&#,"
	�� f

∫
f d(g · m) =

∫
f g dm.

���������������! "��#��$�&%
OJ6 7 K*;<HB9 + 7 / 5 + 7 -�9:3�/�=�+�/ 5 9 f ∈ Γ ���� ��� f

=A/�M�0�/�=!3 T�) 6 )A= =A(<>ED�0�/ " =.9J3./�-<;<HB/�)�0 5 � N � 9 f/ 5 + 5 /1)AHB/�>?/�=�+ M�( 5 9 +�9B-"/ I f / 5 +�HB9B>?9 +�/ 8 0�(<9 525 ;<=�+�/ 3 6 ).=A/ 5 )A9 +�/R3 6 7 H 7 >?/�=�+ 5 3./ Γ � M.0�(<M�( 5 9 +�9B(*=
��N��*N�����I (c) � /1+�HB/ 0 7�5 )AH +F;G+ 5�6 (*D�+�9B/�=�+RMA;G0 8 (<=�-*/10�K*/�= 8 /,>?(*=.(<+�(<=A/ N

3 ��)��*) �v��®u�	°�¯�-¬"¤ ¥S¤M¨��e ��O©�®�«" ��O¨ ¥G¤¦¨ª«"°��S¤�� 7S¤M¬(©o ��	� 7G¤

Á ) "&�0#, �����
��5�!�C�  ����� #,"������ �% ������/� ���/�,���%��¾���/� f �!� � " ����� �0���� � �'���0��� � � �! /����"$# �!�
� �/&��.�!�/�  �'��� #%"&�'��� 	��'�,"$#%" 	'�/� ��� �!#%"&�"��%�
�0#  ���! /������	��0� "&#,"����

f = f+ − f− ��Y f± = max(±f, 0)

�!� f �/�+	���� #%"&�C�7	��0� "&#,"
	�� ��� �� �'� #%" 	'��3�Ë ��"��  ) ���!	��,�C�,�,"���� ∫ f+dm−
∫

f−dm 	����!# ��#,�%� "��8Ã
�! #%���%��"&�� /� 	���" � �'��� ���'��� � 	'����� 	��/�,��" � � <) "&�0#% ������
�� �!�C�  �'��� #%"&�'���>	��'�,"&#,"
	��/� �!� 	��,�/���!�%�
 	'���0#,���/&������/�'#. � 	E��&�/��� +∞ 3lÎ � ��
"&#/-*	������.�����  ����� #,"���� f �!� � " ����� �0���/��������0���'- � �



��� ���'��� ����
,� � � 	 � 	 � 	 � � �U� � � � 	 � �EÇEÇ

�*) �/� # �'���.&�'�%� �0���2&�C� �!������"��0#, ��'�%��&�C� ∫ f±dm �,���0#�Õ���"��/� �0���.<) "��'#% ��'�%��&�.�!� f �/� # "��'#% AÃ
�,�C�,�%�
�0#%��3 � �'� ��� |f | = f+ + f− -�&�C� "��0#, ��'�%��&�C� ∫ f±dm �,���0#mÕ���"��/���,"9��#��,������������0#2� "
∫
|f |dm �C�G#�Õ���"&�'3

�54 �7698�:/8<;�6������ ��� �(���������a§
��	���� �#"�� �$����¥��A¦����2�³ ��� f : Ω → R
��¦��+��	$��� 8�6 : 4 ��D F!H��<? ¦(	

∫
|f |dm < ∞ ����¦ ��� 	$����"¤¯)�2)��� ��¦�����*�)��¦+� "g¬ ��	 � � ��

∫
f dm =

∫
f+dm −

∫
f−dm.

� 	 m = P �A¦�� ����� � �#�E³��³ 	$� 	$�-"A© ∫ fdP �A¦�� � ����" � E(f) ���$¦8´  � � ���$� � � 	&? A(� 4 D F�6 �'? �&� f.

Á*� # �� ��'�2¿/��� � ��" 	 �
�0# �,� ���%����	�� �0�����0���/�>	��,�'	��%"& �#, /�  �������������0#%��&�C�>�!��<) "&�0#% ������
�� �!�}Á*�AÃ
¾��C�
�'����3�Ê " &�C� 	��%��	��,"� #% /� (a) � �"&�� /�
�%"&#, �� (b) � �������
#,�'��"����2��# (c) �,���0# ������� �����/�+� 	��/�
<) "��'#% ��'�%��&� �!� � "&�/� �
���*-0 �.	��%��	��%"& �#, (d) �<� �'� 	'��� ���/��� � �!�'��"&�� /���7���!	��,"���� #,�'�!#,���� 	���" ��Ã
�,����� �2�!�. ) "��0#, �����
����!�OÁ ��¾��/�������'3

2�� 4 ;�D � = ?������ � % 0 
 ;�6 ��?0D ��? 6���? �9;�= 8�6 4 ?54�� � ´ �A¦ � �§�� L1 = L1(m) �&��¦������a§
��	����>¦
	$����"¤¯)�2E³�� ��¦ ��� �9´ 	$��-"¤¯ �2���� ∫ ·dm � "W¬ ��	 �O¦���� L1 ���� ���A¦ � �#� � �%	�"��-"A¦&¦���	$'j�������¦ �
0GF 4 L1 �A¦������ �A¦ � �§���'��=§������%	 � �(��� ∫ ·dm �A¦�� � 	$� "��	$�,�

n∑

1

cifi ∈ L1 �
�
∫ n∑

1

cifi dm =

n∑

1

ci

∫
fi dm

� �����*�����^¦ n ≥ 1, ci, . . . cn ∈ R
��� f1, . . . , fn ∈ L1 �

0IH,4 ∫ f dm ≥ 0 ¦%	 f ∈ L1 �
�$¦%	 f ≥ 0 ¦���� Ω � � � �^¦�¯ "
� "��=�����¥������
∫

f dm ≤
∫

g dm ¦%	 f ≤ g ��� f, g ∈ L1 ;

0 � 4Ò¦%	 f ∈ L1
∣∣∣∣
∫

f dm

∣∣∣∣ ≤
∫

|f | dm.

� � � �����	g§���� 	 ����© � ������ª
��� f ∈ L1 ©,	$�0¦��A½ ��ª���� f ¦��)	$� � ��¥�	$� "�� ��§>´ �A¦�� � 
 � ��	$�,��¥*�« ���#"��
���!'d����������³A¦ ���!���3� � )�)�����������a§
��	���� � �d¦(	$��	$'�� g ∈ L1 ;

0 � 4 03�9D ; �9D 8 4 : 4 �9? ��;�6 ��?0D ��? 6���? � ;�=@8�6 4 ?54 � �)	$� (fn, n ≥ 1) ���#�"¦���	$���+�&�������a§
��	����>¦
�#"�� �$���A¦*¥+�A¦����=�³ ����¦ ª���	�§(����'����W¯ �'�
�!§��<Eª
��� � �)	$��� � � Ω '�� ��¦ ���#�������a§
��	���� f∞

�
�



�EÇ � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

ª���	 �A¦�� � �d¥�	$�,"�� � �� ���#� ������§���	���� 	$����"¤¯)�2E³�� ��	$�,� " � �
� �����%� �&� n �¨¦ ��	$� |fn| ≤ g
)'���§ g ∈ L1 ��· � �*�)��¦

∫
f∞ dm = limn

∫
fn dm.

���������������! "��#��$�&%
O / 5 M.0�(<M.0�9 7 + 7�5 ;GHBK 7 D�0�9 T�)./ 5 (a, b, c)

3./ L1 /1+Q3�/JH 6 9B=�+ 7 K<0F;GH:/ 5 / - 7 0�9 " /�=�+$+20�� 5  ; 8 9BHB/�>?/�=�+ N PQ;G0/1S�/�>?MAHB/ 5 9 f1
/1+

f2 5 (<=L+ 3./1).S  �(*= 8 +�9B(*= 5 3�/ L1 I HB/ 5 3./�)�S@9:= 7 K";GHB9B+ 715 (f1 +f2)
± ≤ f±

1 +f±
2/�=�+20F;
	 =A/1=L+ DA9B/�= T�)A/

f1 + f2 ∈ L1 � /�= (<).+20�/ I D.9:/1= T�)./ 8 / 5 9B= 7 K*;<HB9 + 7�5 =A/ 5 (*9B/�=�+,MA; 5 3./ 5
7 K";GHB9B+ 715 /�= K 7 = 7 0F;<H I (<= ;

f+
1 + f+

2 − (f1 + f2)
+ = f−

1 + f−
2 − (f1 + f2)

−

/1+ 8 /�H:;E/�=�+20F;�	�=./4T�)A/ R (f1 + f2)dm =
R

f1dm + f2dm NPQ;G0 8 (*=�+20�/ H:; M.0�(<M.0�9 7 + 7 3�/ 8 (*=L-"/10�K</�= 8 / 3.(<>?9B= 7 / I TL).9 / 5 +�H 6 ).=A/ 3./ 5 0F;G9 5 (*= 5 3 6 �1+20�/ 3�/
H 6 9B=�+ 7 KG0F;<HB/ T�)A/?=.(*) 5@8 (*= 5 +20�).9 5 (*= 5�I / 5 +E).=&M�/�) M.H:) 5 3 7 HB9 8 ;G+�/ $ 7 +F;GDAHB9 0�/1+@0�/�M�( 5 / 5 )�0EHB/
) �.(4(�� +�� � & !#��� 5 )A9B-*;G=�+ N	�
����
��������B������� � !#��� ! � 7 �  ! � (fn, n ≥ 1) + ��$ � -�: !  � -7 ( �.7 � � &0/1) �.7�5 � 7  ! 93 �.7

Z
lim inf
n→∞

fn dm ≤ lim inf
n→∞

Z
fn dm.

�E�.�����������! "��# ���C%
� /1+2+�/,9B= 7 K";GH:9 + 745�6 (*D�+�9:/1=L+U/�= 7�8 0�9B-<;<=�+RTL)./ M�(<).0�+�(*)�+ k ≥ 1,

Z „
inf
n≥k

fn

«
dm ≤ inf

n≥k

Z
fn dm

M.)A9 5 T�)A/UH 6 9B=�+ 7 K<0F;GHB/,/ 5 + 8 0�(<9 525 ;G=�+�/ I M.)A9 5 /�=  ;G9 5 ;<=�+ +�/�=!3L0�/ k → ∞ /1+ /1= )�+�9:HB9 5 ;<=�+�H:;3 7#" =.9B+�9B(<= 3./ H ;
lim infn→∞

;<9B= 5 9 T�)A/ ���LN � � N
� (<9B+U;GHB(<0 5 (fn, n ≥ 1)

).=A/ 5 ).9 +�/ 8 (<=�-*/10�K*/�=�+�/ 3./  �(*= 8 +�9B(*= 5 >?/ 5 )�0F;<D.H:/ 5�I 3.(*>?9B= 7 / MA;G0 ).=A/ �(<= 8 +�9B(*= 9B=L+ 7 K<0F;<D.HB/ g N�O / 5  �(<= 8 +�9B(*= 5 >?/ 5 ).0F;GDAHB/ 5 g − fn
0�/ 5 M N g + fn 5 (*=�+�;GHB(<0 5 M�( 5 9 +�9B-"/ 5/1+�+�/�=!3�/�=�+ -"/10 5 g − f∞

0�/ 5 M N g + f∞
HB(<0 5 T�)A/ n → ∞. �E6 ;<M�0�� 5 H:/,HB/�>?>?/ 3./��!;V+�(*)

Z
(g ± f∞) dm ≤ lim inf

n→∞

Z
(g ± fn) dm,

8 /4T�)A9 5�6 7�8 0�9 +R/�= 8 (G0�/ I /�= 7 HB9B>?9B=!;<=�+ R g dm
T�)A9�/ 5 + " =.9:/ I

lim inf
n→∞

Z
fn dm ≥

Z
f∞ dm, lim sup

n→∞

Z
fn dm ≤

Z
f∞ dm.

� /4T�)A9 5 )��+ $E8 (*= 8 H:)�0�/ N



��� ���'��� ����
,� � � 	 � 	 � 	 � � �U� � � � 	 � �EÇ�Å

3 ��)��[Z �  ���®�«y�.7O«s®u��¤V® ¥G�	¯�«��l 5$«(¬(«"®u� ¨v �7S¨ ¬"¤ ¨ª«(°��G¤ ∫

Ê ��"&# U ��� �'��	��/� #��1) ��� �/�,	������ �� #,�%"�'��� E - (Ω,A, m) ��� �/�,	������ ���/�,���% � # f :

U ×Ω→R
�����  ����� #,"����*3<Á ��#��� /���=¿��������2����� 	��/���'���������!�'��"&�� /� ��3��!3 � 	����%��� # �1)  #,���!"&�/�

�� �% ��'������,"&#, �������0#,"�� ��"&#, �-��� ��%" 	 ��¾�"&�"$#% �� �!�. �  ����� #,"����

F (x) =

∫
f(x, ω)m(dω). � ��3 ���

2�� 4 ;�D � = ?������ � � 0 
 ;�6 :/8<61B98�: 4 AC;�B A ��? AC8 ��69? ∫ 4���� ����� � � ������ª
���
0G8 4 � �����*������� x ∈ U, �J ������§���	���� ω→f(x, ω) �������+�	�����2E³�� � �
0G8<8*4 � ����� � �,���Aª���� �-����� ω ∈ Ω, �J�������§��&	���� x→f(x, ω) �	����§(������	$�������� � �)	$��� x0 ∈ U ;

0G8<8�8*4 	$� �=± 	
����� h ∈ L1(m) ��� �$���Hª���� � ����� ������� x, |f(x, ω)| ≤ h(ω) � �,����ª
���������,���������¡·
� �*�����© �J �����a§
��	���� F � ����,"�� � )� ���E·�� � ������³ 	 �
� � "W¬ � 	 � ��� ������§(����&	$���� ��� x0.

���������������! "��#��$�&%
OJ6 ��� M�(G+ � � 5 / (iii)

; 525 ).0�/�H 6 /1S�9 5 +�/1= 8 /�3�/ F.
P (<).0J>?(*=�+20�/10
T�)./

F
/ 5 + 8 (<=L+�9B=L)A/�;<)EM�(<9B=L+ x09BH 5 )�E+ 3�/,>?(*=�+20�/10RT�)A/ F (xn)→F (x0)

M�(*).0�+�(<).+�/ 5 )A9 +�/ (xn)
3 6 7 H 7 >?/�=�+ 5 3�/ U 8 (*=L-"/10 	K*/�=�+�/R-"/10 5 x0.

� (*9 +
(xn)

).=A/�+�/�HBH:/ 5 )A9 +�/ N � HB(<0 5�I 3 6 ;GM.0�� 5 (ii), f(xn, ω)→f(x0, ω)
M.0�/ 5 TL)./

5�� 0�/�>?/1=L+ N �E6 ;GM.0�� 5 (iii)
/1+�HB/4+ �.7 (<0��1>?/ 3./ 8 (*=L-"/10�K</�= 8 /43�(*>��B= 7 / I F (xn)→F (x0).

2�� 4 ;�D � = ?������ ��W 0 ��4 D 8 ��F!H78��<8 : 4 A/;�B A ��?@AC8 ��6 ? ∫ 4���� ����� � � ����� 	�� 	������ U �	��� ���
	$�������%'d��$� ������'�� ��� �&�

R. � ����� � � ������� � � �!���������
0G8 4 � �����*������� x ∈ U, �J ����������	���� ω→f(x, ω) ����� 	$��-"¤¯ �2�³ ��� �
0G8<8*4 � ����� � �,�����
��� ������� ω ∈ Ω, ��� � ����� �-����� x ∈ U, �J�� " �%	$' "�� � �����	 ���$� � ∂f

∂x (x, ω) �=± 	
���%�
��� '�" �%	 ¬��

∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, ω)

∣∣∣∣ ≤ h(ω),

�L� h ∈ L1(m).

� �*���� �J��������
��	���� F � "W¬ ��	 � � �� ���E·�� � �	���� " �%	$'jE³������ ���

F ′(x) =

∫

Ω

∂f

∂x
(x, ω)m(dω).

���������������! "��#��$�&%
� ( �B+

(xn)
).=A/ 5 )!� +�/ 3 6 7 H 7 >?/�=�+ 5 3./

U 8 (*=L-"/10�K</ ;<=�+ -"/10 5 x ∈ U.
� HB(<0 5 gn(ω) =



� �EÆ ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

f(xn, ω) − f(x, ω)

xn − x
8 (<=L-"/10�K*/ M N 5�N -"/10 5 ∂f

∂x
(x,ω)

/ + I MA;G0 ;GMAMAH � 8 ;V+ �:(<= 3./ H 6 �B= 7 K";<H � + 7 3./ 5; 8�8 0�( � 525 /�>?/�=�+ 5 " =!� 5�I
|gn(ω)| ≤ sup

{0≤θ≤1}

˛̨
˛̨∂f

∂x
(θx + (1 − θ)xn, ω)

˛̨
˛̨ ≤ h(ω).

� (*= 8*I M!;G0U;GMAM.H � 8 ;V+ �B(*= 3.) + �A7 (G0���>?/,3�/ 8 (*=L-"/ 0�K*/�= 8 /43.(<>��:= 7 / I
F (xn) − F (x)

xn − x
=

Z

Ω

gn(ω)dm(ω)→
Z

Ω

∂f

∂x
(x,ω)m(dω).


 ;�D ; ����F�8 D ?������ � � � � ��� �&� � ��� 	���	 �
��� U ����� ��� ����'������ �&�
Rn. � � ��� �&� � �
� �&� � � ��� �
���

0G8 4 � �����*������� x ∈ U, �J ����������	���� ω→f(x, ω) ����� 	$��-"¤¯ �2�³ ��� �
0G8<8*4 � ����� � � �	�������'�-����� ω ∈ Ω, ��� � ����� ������� x ∈ U, ������� "��%	$'�"��	� � )���&	 � �$����� ∂f

∂xi
(x, ω)

�=± 	
��������� � � ����� ��������	$�������	� ��� x � ��� '�" �%	 ¬������
∣∣∣∣
∂f

∂xi
(x, ω)

∣∣∣∣ ≤ h(ω),

�L� h ∈ L1(m).

� �*���� �J��������
��	���� F � "W¬ ��	 � � �� ���E·�� � �	���� � ���J ��
� C1 ���
�

∂F

∂xi
(x) =

∫

Ω

∂f

∂xi
(x, ω)m(dω)

� ����� �-����� i ∈ {1, . . . , n}.

���������������! "��#��$�&%
� =./  �(*= 8 + �:(<= 3�/ MAHB) 5 �:/1).0 5 -<;G0 �:;<D.H:/ 5 / 5 + C1 5 � /1+ 5 /�)AHB/�>?/�=�+ 5 � 5 / 5 3 7 0 �B- 7 / 5 M!;V02+ �:/1H:HB/ 5/1S � 5 +�/�=�+ /1+ 5 (<=L+ 8 (<=L+ �B=L)A/ 5�N�OJ6 /1S � 5 +�/�= 8 / 3�/ 5 3 7 0 �B- 7 / 5 MA;G02+ �B/�HBHB/ 5 3�/ F

/ 5 + )A=./ 8 (*= 527 T�)A/�= 8 /3.) + �.7 (<0���>?/ �LN ��N ��I /1+ HB/�)�0 8 (<=�+ �:=L) �B+ 7J5 / 3 7 3�)!� + 3�) + �A7 (G0���>?/ ��N �LN � ;<MAM.H � T�) 7 ;G).S  �(*= 8 + �B(*= 5
x, ω→ ∂f

∂xi
(x, ω).

3 ��)���� ��¤ ®��S�	 x¯�¢M¡£¤ ¥ 7 ®u¯�-�S¨v�C x¯u®

Á*��#��� ����=¿���� �,��" 	 ���'#9�G�'��� ��� �=×���  �'������� �/�0#%�
>��� 	��%��¾���¾�"&�"&#, /�/3 ��) �/� # � ���.���" �'���
�,�/	��0� �/�0# 	��%�/� �0����#,�'��� &�C� ��������� � 	��%�
#,"�'���/� �1) �/�,	� /�%����� �2��# �!�2&�'"<3

2�� 4 ;�D � = ?������ � � � �)	$� f ������ �&� � 	�����&	���� �+�	�����2E³�� � � � �9´ �	� �  ��� �+��������" (Ω,A, m) �E�� �
�9´ ��� �  �������������2�³ ��� (Ω′,A′) ��� Φ : Ω′→R

�������������
��	���� �+�������=�³ ���4· � � �= � � � �$��� ����� mf



��� ���'��� ����
,� � � 	 � 	 � 	 � � �U� � � � 	 � � ���

� "��%	T¯��#�+�J �+�	�����,�+	��*4¯&� � � m � �� f. � �*����

Φ ∈ L1(mf ) ⇔ Φ ◦ f ∈ L1(m)

�
� � ���� � ���������
∫

Ω′
Φdmf =

∫

Ω

Φ ◦ fdm. � ��3 � �
º �
� �%��"¤¯E)� 	$�-"��,�����%�+'��=�	 ������ � �^² � ��� �<¼���� �t´ 	$��-"¤¯ �2�³ 	$� 	$��"��%	 Φ ����� � ���%	$��	$'���·

���������������! "��#��$�&%
� �

Φ
=A/UM.0�/�=A3?TL) 6 )A=?=A(<>ED�0�/ " =!��3�/R-<;<HB/�)�0 5�I ;<HB(<0 5 ���LN � � 5 /R3 7 3�)!� + �B>?> 7 3 �:;G+�/�>?/�=�+ 3./UH:;3 7#" =!� + �B(*=43�/ mf � 3 7#" = � + �:(<= ��N��<N �
 � /1+�3./
H:; H �:= 7 ;G0 � + 7 3./
H 6 �:=�+ 7 KG0F;<HB/ N � � Φ / 5 +$M�( 5 � + �B-"/ ;<HB(<0 53 6 ;<M�0�� 5 H:;�M.0�(*M�( 5 � + �:(<= ��N��*N�����I�8�� I Φ / 5 +UH �B>�� +�/ 8 0�( � 525 ;G=�+�/�3 6 )A=A/ 5 ) � +�/ (Φn)

3./  �(*= 8 + �B(*= 5T�)!��=A/ M�0�/�=A=./�=�+�T�) 6 )A= =A(<>ED.0�/ " = �$3�/ -<;<HB/�).0 5�N � / >��1>?/
Φ ◦ f

/ 5 +�H �B>�� +�/ 8 0�( � 525 ;G=�+�/�3�/
(Φn ◦ f)

/1+4HB/E0 7�5 ).H +F;G+ 5�6 (*D�+ �:/1=L+4MA;G0 8 (*=L-"/10�K</�= 8 /E>?(*=A(G+�(*=./ $ MA;G02+ � 0@3./�H 6 7 K";<H � + 7 ����N � �;<M.MAH �:TL) 7 / $ (Φn).
�J= " = I 3A;G= 5 H:/ 8 ; 5 K 7 = 7 0F;<H I H:;  �(<0�>�)AHB/ ���LN � � ;GMAMAH �:T�) 7 / $ |Φ| >?(*=�+20�/T�)A/

Φ ∈ L1(mf ) ⇔ Φ ◦ f ∈ L1(m)
/1+ ����N � � 5�6 (<D.+ �B/�=�+U/�= M�( 5 ;<=�+ Φ = Φ+ − Φ−.

� ? = F!D��1B ?������ � � Ê " X �C�G# ����� 	 3 ��3 �, /���&� &� #��� /���=¿���� �!� #%�%����� 	����,#5�% /��������"&�"��  �
�! AÕ���"$#%"&�'����¾�� #,���
"&#,�.�!�. ) �C� 	� ����
�����

E(Φ(X)) =

∫

Ω

Φ ◦ XdP

� 	��C�  ���! AÕ���"$#%"&�'��	�&���  /& /�����0#%��"&�%�

E(Φ(X)) =

∫

R

Φ(x)dPX (x).

¾����, ��2�,��� ������"*��� X.

3 ��)��&� �� �e x¯�¡ 7O¬"¤ ¥G¤¦©��SA�S°x¤M¡£¤M��® ¥S¤ �AA¯�«" 5$¬"¤

Ê ��"����0# Ω ��# Ω′ �!�/��� ����	����,#%� ���
Rn � #

f : Ω→Ω′,

x→(f1(x), . . . , fn(x))

��� C1 � ��	 � "(� � ��� � � 	
�	�+�	�2�
) �/� #9Ã � ÃI�!"&�%� �����{¾�" �G�/� #%"&�'� �!�(�  ���%� � C1 �!���0#5 � �% /��"&	��%� �0���
f−1 : Ω′→Ω �/� # C1.

� �5����#,�

Df(x) =

(
∂fi

∂xj
(x)

)

i,j



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

�� �������%	�������� ������	 �����#� �!� f ��� x � # det(Df(x)) &� � "
�����	��	$����������� �(��� 	 ��� �!� f �/� x.

� �
	�	����������-��%�
��� �� �������� #,��� #%"&�'�*- <) "�� 	����,#%���0#,�  ���%� ��&�.�!�.�����������/� �/�0# ����	 ���," �
	����3

2�� 4 ;�D � = ?������ ��� � 0 
 �9F�6 ��? = ? 6 : � ? ��F!D 8�F�H��<?/4�� � ��	$� ρ : Ω→R+ ����� �������
��	���� �����
��������� �������
� m ��� ���������,� �&� � ��� �%	$�-" ρ � ���+�� � � ����� 
 ��� �+�	�����,��� � � �����	��� ��������� Ω �

m(dx) = 1Ω(x)ρ(x)dx.

� �*����� ��� ���������,��	������&� �&� m � �)� f �����.��� ���������,� � � �&�
� �(	$��" ρ(f−1)| det(Df−1)| � �)�
��� �&� �)��� 
 ��� �+������� ���&� � ������������������� Ω′ :

mf (dy) = 1Ω′(y)ρ(f−1(y))| det Df−1(y)|dy.

� 	$� �%	
� ����� � � ����� ���+� � "(������+� �������
� � � ����� ��������� ���������&	������+�	������������� Φ : Ω′→R � � �%	$�&	$'��
��� ����� � L1(mf ),

∫

Ω

Φ(f(x))m(dx) =

∫

Ω′
Φ(y)ρ(f−1(y))| det Df−1(y)|dy.

� ? = F!D��1B ? A	� � ���$��� � ��	�	��������� �0���
] f �/� # C1 �,">� # � �/��&�/�����0#+�," &�C� �! /�,"
	� /�/�.	��
�,#,"����&�C� x ∈ Ω→ ∂fi

∂xj
(x) � �!" �G#%���0# � # � �'�'#

� �'�'#%"&� ���C� +
] �1) �
	����C�>�� # �� ��'���/� ���1) "&� 	��/�%�,"���� ��!���
���- f �/� # ��� C1 � �!" -  ������'�,	���"��,�����,"���# �,����&�/� �/�0#
� " f �/� # ������	�" �G�/� #,"���� �!� �  ���%�,� C1 ��# det(Df(x)) 6= 0 	��'��� #,�'�!# x ∈ Ω ;
] �1) ��	���/�1 �  ���%� ���� �!� �! /�,"
	 � #%"&�'�2�*) �����  ����� #,"���� � �'��	��0�  /��- Df−1(y) = Df(f−1(y))−1,
�1) ��Y

det(Df−1(y)) =
1

det(Df(f−1(y))
.

3 ��)���� ��¤ ®��S�	 x¯�¢M¡£¤ ¥G¤ � 7 5$«(�O«

Ê ��"����0# (E1, E1, m1)
��# (E2, E2, m2)

�!�/���+�C� 	��'� �C�7� �C� ���, C��3 � �
	�	��������� ��	��'"&� ���!����	���
��3 ��3 � � �0���+�� #,�%"�	�� 	��%�!�!��"&#��,���� ) �/�,	������ E1 × E2

- E1 ⊗ E2
-��C�G#��� #,�%"�	�� �����'�������, /� 	��
�

&�C� 	�� 	� C� A1 × A2, A1 ∈ E1, A2 ∈ E2.
3

Ê "������  ����� #,"���� �% ��/&�� f �C�G# ���/�,���%��	��� 	��
� ���
	�	����,# � � � #,#,� #,�%"�	�� -0	������>#%���!# x1 ∈ E1
-  �

 ����� #,"���� x2 → f(x1, x2)
�/� #����/�,�����
	��� 	���� ���
	�	����,# � E2

3 � � �  	 " �!���������0#2�� ���/� �
	��%��	��%"& �#, ���� �����������C�
�0#  ) �����!�,�2�!�C� "&����"����/�/3



��� ���'��� ����
,� � � 	 � 	 � 	 � � �U� � � � 	 � � � �

���������������! "��#��$�&%
O ; M�0�/�)A-"/�0 7�5 )AH +�/ 3 6 ;V0�K*)A>?/1=L+ 5,5 +F;G=!3.;G0F3 5 M!;V040F;<MAM�(G02+�;<).S +20 �BDA) 5�N�� (*) 5 �B=�+20�(L3.) � 5 (<= 5H:; 5 (<) 5 	 8 H:; 525 / 3./ E1 ⊗ E2

3�/ 5E7 - 7 =A/1>?/�=�+ 5 A
3�(*=�+EHB/ 5  �(<= 8 + �B(*= 5 �B=!3 � 8 ;G+20 � 8 / 5 �[(*) � 525 /1=L+3./,H:;?M.0�(<M.0 � 7 + 7 M.0 7�817 3./�=�+�/ N � /1+2+�/ 5 (*) 5 	 8 H:; 525 /E/ 5 + 8 H ;�� 0�/�>?/�=�+ ).=A/ +20 �BDA) TL) � 8 (*=�+ �B/�=�+ HB/ 5M!; - 7�5 /1+ 3.(<= 8 H:;�+20 �BDA) /�=.K*/�=A3�0 7 /,MA;G0RHB/ 5 MA; - 7�5�N�O ;�M.0�(<M.0 � 7 + 7 3./,>?/ 5 )�0F;<D �:H � + 7 / 5 + 3.(*= 8-�0F; �B/?M�(*)�0 +�(*)�+�/ 5 H:/ 5 �B=A3 � 8 ;G+20 � 8 / 5 3 6 /�= 5 /�>�DAHB/ 5 3�/�H:; +20 �BDA) M.0�(L3.) � + N PQ;V04H �:= 7 ;G0 � + 7 8*6 / 5 +/�= 8 (<0�/ -�0F;��!M�(*)�0�+�(*)�+�/ 5 HB/ 5  �(*= 8 + �B(*= 5 >?/ 5 ).0F;GDAHB/ 5 T�)!�.=A/RM.0�/�=.=A/�=�+ TL) 6 )A=?=A(<>ED�0�/ " =!��3�/-*;GHB/�).0 5�I /1+UM!;V0�>?(*=A(G+�(*= �:/ I M�(<).0 +�(*)�+�/ 5 HB/ 5  �(*= 8 + �B(*= 5 >?/ 5 )�0F;<D.H:/ 5 M�( 5 � + �:-*/ 5�N

Ð �'��� 	��'��	��'��� �!�������! �Õ���"�� g(x1) =
∫

f(x1, x2)dm2(x2)
 ����� #,"������! AÕ���"&�.�,��� E1

3<Ë ��� �
#,�%��� �0����� ��# #,�  ����� #,"���� �C�G# ���C� �����
	�&� �C�G# 	�&��� � �'��	�&"�0�� �0��� 	��, C�  C�!���������0#/- ����� &�
� �'��� � �/��� �/� 	��� �!�C� A ∈ E1 ⊗ E2

	������ ��/� �'���� � ��/��"&����"��/� #,�%" � �/� 	� /�,"JÕ����0#���� #,#,� 	��,�'	��,"� #% 
�!� � �C� ���%��	�"&�"&#, �*) �C�G#2	��'� #%�,"
	 "���&�/�����0#������ #%�,"�	��*3 � � �,�/��� �'�0#,�%� � ����� #,�/� �/�0#� � ���/� �
�!" � ����&#, �'����������� &��#��� ���������2�1) ����" � "&#, �-��0�*) ���5�, C� �'�!# ���� � ���/� ����EÖ ��� ����� �'�0#,���
�0#
�0���.�
) �/� # ��� d � �9Ô!� #������'3
� �/� �
� �������/�'#�� �������/�,�����
	�"��"$#%  #��
�0# �, C� �'&���/-0��� 	�����# �����0#%�,�/� �� # �� ��'���/�����!� � � 	�"&��"<3

2�� 4 ;�D � = ?������ ���/� 032�� 4 ;�D � = ? � ?�� B9H78�6 8*4�� � ��	 ����� (E1, E1, m1)
�
� (E2, E2, m2)

� ����� ��� � � ���	���+�	�����#"��� ��'�� � m1
��� m2 σ ��� � 	 �	���

� B9H 8<698��>;�A/8�:/8�� ������ �-�����%������������	���� f E1 ⊗ E2
��������������� ����� ��� � ���%	$��	$'���� ��� 	$����" �)������ � �)�

��� �&� �)��� 
 ��� �+������� � � �#������	$����� ��)� ������� � �)� 	$����"�� �����&	���� � ��� � ������(	$'���� �
∫

fdm1 ⊗ m2 =

∫ (∫
f(x1, x2)dm2(x2)

)
dm1(x1)

=

∫ (∫
f(x1, x2)dm1(x1)

)
dm2(x2).

� B9H 8<69828<6 : 4 ��D F!H ��? � 	 � �	��� � � �%	 ���#� ����� � �(����������� ���)	
� �
��� ∫ |f |dm1 ⊗ m2 < ∞ � ���

� �#� � �%	�"��-" � � 	$�������%'�����%	���� �&�+��� �)�#��� ��� � 	$����" �)�����&	���� � �	����� ' �������������

���������������! "��#��$�&%
� ( �:/1=L+

I1(f), I2(f)
/1+

I3(f)
HB/?M.0�/1>��:/ 0 I 3�/�).S ����>?/E/ +E3�/10�=!�B/10@>?/�>�D.0�/E3./?H 6 7 K";GH � + 7 T�)A/=A(<) 5 -"(<)AHB(*= 5 M�0�(*)A-*/10 N � H:; � 0�/�>?/�=�+ I1(1A1×A2 ) = I2(1A1×A2) = I3(1A1×A2 )

M�(*)�0
A1 ∈

E1
/1+

A2 ∈ E2.
� (<>?>?/ 3�/ M.HB) 5 H 6 ;<M.MAH � 8 ;G+ �B(<= A ∈ E1 ⊗ E2 → Ii(1A)

/ 5 + 8 H:; � 0�/�>?/�=�+)A=./ >?/ 5 )�0�/ I
8 /1+2+�/ 7 K";<H � + 7 5�6 7 +�/�=A3 $ +�(<).+
f = 1A, A ∈ E1 ⊗ E2

3 6 ;<M.0�� 5 H:/ + �A7 (G0���>?/3 6 )A= � 8 � + 7 3./ 5 >?/ 5 )�0�/ 5�N � /1+2+�/ 7 K*;<H � + 7 5�6 7 +�/�=!3C/1= 5 )!� +�/�MA;G04H �B= 7 ;V0 � + 7 $ +�(*)�+�/  �(<= 8 + �B(*=&=./
M.0�/�=A;<=�+JT�) 6 )A=@=A(<>ED�0�/ " = �.3�/�-<;<HB/�).0 5�I MA) � 5 MA;G0 8 (<=L-"/10�K*/1= 8 / >?(<=A(<+�(<=A/ I $ +�(<).+�/  �(*= 8 + �:(<=
f
>?/ 5 ).0F;GDAHB/ M�( 5 � + �:-*/ N � ;<= 5 HB/ 8 ; 5 ( � f

/ 5 + �B=L+ 7 K<0F;<D.HB/ I �BH 5 )�E+�3 6 ;<M.MAH �:T�)A/10 HB/ 5 0 715 )AH +F;G+ 5M.0 7�817 3./�=�+ 5 $ f+ /1+
f− I /1+R3�/  ;��B0�/4H:;�3 ��� 7 0�/�= 8 / 8 ;G0UHB/ 5 �:=�+ 7 KG0F;<HB/ 5U5 (*=�+ " = �:/ 5�N
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� ? = F!D��1B ?������ ��� % Ó������  ��	���� #,"�0����-!�'� �
	�	��"�'��� � � 	�"���"9	��0� "&#,"  � �� 	 �
������ �
	��,�������-
	��'���>���'�'#%�,�/� �0����&�C�>"��0#, �����
��/� �,���0#%Õ���"&�C��-0	���" � ��� �/�
 � ����  ) "��0#, �����
���-'�%�
���>���!�!���� �/�
�G�������0# �,��� ��/� �'�%�!�%�/� �1) "��'#% ��'�%�
#,"����*3

 /�� ��I7J� (�8�K , J9< 6., 69<	=1(+��69<
Lp
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� �/� "��� �'�
�"&#, /� �,��"
	 �
�0#,�C� � �'�'# �!�C� ���!#%"& � #%���C� �!#,"�&�C� �!� ���������*�!�C� 	��,��	��
	�"&�"$#% /�/3

2�� 4 ;�D � = ?���� %���� 0���6 4 ��F���8�: 4 � ?�	*? 69AC? 6 4�� � �)	$� X ���#� ' � ��� ��� ��� Φ : R→R
�����

�������
��	���� ������'�� � ��� � �*����� �%	 X ��� Φ(X) � ���� 	$����" �)���� ���	�

Φ(E(X)) ≤ E(Φ(X)).

���������������! "��#��$�&%
PQ;G0 8 (<=�-*/1S �B+ 7<I Φ ;*3�>?/1+ /�= +�(*).+�M�( �B=L+

x ∈ R
).=A/,3 7 0 �B- 7 / $ K*;<) 8 � / Φ′

g(x),
/1+

Φ(y) − Φ(x) ≥ Φ′
g(x)(y − x)

M�(*)�0 +�(*)�+
y ∈ R.

� �B= 5 � Φ(X)−Φ(E(X)) ≥ Φ′
g(E(X))(X −E(X)). O /U0 715 )AH +F;G+ 5�6 (<D.+ �B/�=�+/�= M�0�/�=!;G=�+�H 6 / 5 M 7 0F;<= 8 /�3�/ 8 /1+2+�/ �B= 7 K";GH � + 7*N

2�� 4 ;�D � = ?���� %���� 0���6 4 ��F���8�: 4 �9? � F!D�
�; � 4�� � ��	$� X ���#�.' � ��� ��� � �*�)�� � � ����� ������� t > 0

P(X ≥ t) ≤ E(X)

t
.

���������������! "��#��$�&%
� H 5 )��+U3�/ M.0�/1=!3�0�/ H 6 / 5 M 7 0F;<= 8 /�3�/,H 6 �B= 7 K";GH � + 7

t1X≥t ≤ X1X≥t ≤ |X|.

 �! ? ="� ��?#� �&% �&% 0�� 6 4 ��F��<8 : 4 � ? 
 �9?0H �*A �9? � 4�� � �'� ��� {X ≥ t} ⊂ {|X |p ≥ tp},
<) "��� ��0�
�"$#% 2����Ë �
���� 	 � 	��'��� � �'���, �0������� � �'���

P(X ≥ t) ≤ E(|X |p)
tp

.



�������'��� ��
 � �t������� 	 � 	 � � � � 	 �
LP � ���

� " X2 �C�G#2"&�0#% ������
	�&�'-����(�
	�	�&"�0���
�0#���� #,#,� "&�� �'��&"&#, �  � 	 �
�%" �
	��� Y = |X − E(X)|
������	!#%"&�/�0#  ) "&�� �'��&"&#, .�!� ������	^Ô ����� 	

P(|X − E(X)| ≥ t) ≤ var(X)

t2
,

��Y
var(X) = E((X − E(X))2).

3 � Z��*) � ¨v�S-©o¤M¨
Lp

� �
	�	��������� �0��� L1 = L1(m) �� /�," �'���+ ) �����,��� 	�&� �!�/�2��	�	��"��/� #,"������ ���/�,�����
	���/��"��'#% �
�����
	���/�/3<Ó������  ����� #,"������ f ��# g �0��"9�,���0#  �'�
��/� m − p.p. � m(f 6= g) = 0 � �'�0# ������/� �
"&�0#% ������
���3jÐ �'��� ��� &�C�7�!"�� #,"����'�����%����� 	��'�7���
���  ���,��"&#,�'- � # �! /�," �����/�,�'��� 	��
�

L1 <) �����,��� 	���
�!�/� ����'�,�,�/� �1)  �0��"
	 �
��������2	��'��� � ��# #%���%�� � #%"&�'���*)  �'�
�"&#, �3<Ó��.��������-

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� �&% ��� 0  A(�7F���? A
Lp 4�� ������ 1 ≤ p < ∞, ��� ��� � � ��� Lp �	���.��� ��� ������� ��� � ���

����������	���� "�
��	$' ��� �
��� � � ��� ���������&	���� � � � � ��	
� ��������� p � 	$����" �)���� ����� � � ��� � ����	$� � ���� �,�)�	���

||f ||p =

(∫
|f |pdm

) 1
p

.

� � �	��� ��� �	� � � ��� '�����-�)�%	 ��� ���,���	� "�� �(� � � ����� �
� �	� � ��� � �%	�"���"	�+�,� � �����
�� ����� ����� 	$�," ���)� 	$��"	� � �	� 	$��
 �� ��
)	����.�&�������*�&���

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p � ��3����

||f.g||1 ≤ ||f ||p| ||g||q , � ����� 1

p
+

1

q
= 1. � ��3 � �

� � ��� � � � � L2 �	��� ��� �	� � � ��� � ��� 	$����� ��� � ����	 ��� � �#� ����	$� ��� �)����	$�,�

〈f, g〉 =

∫
fg dm.

���������������! "��#��$�&%
� (*>?>?/�=���(*= 5 MA;G0�>?(*=�+20�/10$H 6 �B= 7 K";<H � + 7 ���LN � � N � � ||g||q = 0

;<HB(G0 5 g = 0 m−p.p.
/1+�H 6 �B= 7 K";<H � + 7/ 5 + +20 �B- �:;<HB/ N � � ||g||q 6= 0, 5 ( � + µ

H:; M�0�(*D!;GD!�BH � + 7 3./E3./�= 5 �B+ 7 |g|q/||g||qq
M!;V0 0F;<M.M�(<02+ $ m.

� HB(<0 5 Z
|fg|dm =

„Z
|f ||g|1−qdµ

«
||g||qq .



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

� ( �B+
hn = inf{|f ||g|1−q , n} M�(*)�0 n ≥ 1. �E6 ;<M�0�� 5 H 6 �B= 7 K";<H � + 7 3./��*/1= 5 /�=

„Z
hndµ

«p

≤
Z

hp
ndµ,

/1+UM!;V0 8 (*=L-"/10�K</�= 8 /,>?(*=A(G+�(*=./
„Z

|f ||g|1−qdµ

«p

≤
Z

|f |p|g|(1−q)pdµ =

Z
|f |p|g|−qdµ =

||f ||pp
||g||qq

.

� �B= 5 � Z
|fg|dm ≤

„ ||f ||pp
||g||qq

«1/p

||g||qq = ||f ||p||g||q .

� (<) 5 M!; 525 (*= 5 > ;��B=L+�/1=!;<=�+ $ H:; M.0�/�).-"/�3�/EH 6 �B= 7 K*;<H � + 7 3�/�� �B=��"(�� 5 � � N P (<).0 p = 1, 8*6 / 5 +)A=./ 8 (<= 527 T�)A/1= 8 / �:>?> 7 3 �:;G+�/U3./RH 6 �B= 7 K";GH � + 7 (c)
3.)?+ �A7 (<0���>?/ ��N �LN � / +�3./RH 6 �B= 7 K";<H � + 7 +20 �:;<= 	K*).H ;�� 0�/ N P (<).0 p ≥ 1

||f + g||pp ≤ || |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1 ||1 ≤ || |f ||f + g|p−1||1 + |||g||f + g|p−1 ||1
3 6 ;<M�0�� 5 H:;�0�/�> ;G0FT�)./,T�)!��M.0 7�8 � 3./ N �E6 (�� I /1= ).+ �BH � 5 ;<=�+UH 6 �B= 7 K";GH � + 7 3./	��
*H:3./10 I

||f + g||pp ≤ (||f ||p + ||g||p)(|| |f + g|p−1||p/(p−1) = (||f ||p + ||g||p)(||f + g||p−1
p ).

� /4T�)!��M.0�(<)A-"/ HB/ 0 7�5 ).H +F;G+ N
� (<) 5 ;*3�>?/1+2+�(*= 5�5 ;<= 5 3 7 >?(*= 5 +20F;G+ �B(*= H:/ 8 ;G0F; 8 +��10�/ 8 (*>?M.H:/ +U3./ 5 / 5 MA; 8 / 5 L

p.


 ;�D ; ����F�8 D ?���� %�� � � 	 m ����� ����� � �#��� ��� 	$� 	$�-"�� �)�*���� � �����*������� 1 ≤ p ≤ q,

||f ||p ≤ ||f ||q.

���������������! "��#��$�&%
PQ;G0UH 6 �:= 7 K";GH �B+ 7 3./���
*H:3�/10R;<MAM.H � T�) 7 /4;<)�S  �(*= 8 + �B(*= 5 fp /1+

1

||fp.1||1 ≤ ||fp||q/p,

8 /4T�)!��/ 5 +UH 6 �:= 7 K";GH �B+ 7!$ >?(<=L+20�/ 0 N

 /� ��I /?J�=�69I / (�I���6

Ð ����� ���
	�	��/&�'��� ���
��� � ��# #,�.�,�/� #,"���� ��/� �! �Õ���"&#,"������ �  ���%�,"
�0���C� �1) "����! �	��������
�������*)  	� �
�������/�'#���-0�!� #%�,"�	����>� # ��� 	 �
�%"���	�&�C� �
� /�
#,�'"&�%�/�/3 � � �,��	�	��'�,� �!������ ��� �C� 	��'� � 	��,��	��
	�"��"��, 
(Ω,A, P).
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� ��"&# {Ai}i∈I
����� �����"&�&� �*)  /& /� �/�0#%� �!� A "&���!"��� ��.	���� ��� �����,��� 	��������� 	0" �!� I.

�54 �7698�:/8<;�6���� � ��� � ��� " ' "������������ � {Ai} ������� �)	$��� � ��� ��� �$�����+����� 	$�,� " � ���,������� � �%	 � �����
�-�����%��� � ��	$�$��� � � 	 � {i1, . . . , in} ��� " �*"��+����� �+�)	
���&	$���
� � � � I

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Ain
) = P(Ai1 ) . . . P(Ain

).

� � � � ����� ��	$� � � ����� 
 �&�
��� 	$�,� " � �
� ������� � �%	 � ����� ������� �(��� � ��� (i, j) ��� " �*"�������� � �)	
���&	$���
� �
� � I

P(Ai ∩ Aj) = P(Ai)P(Aj).

.I �/� # "&���� /�!" � #��0��� �!�C�� 	� /�������/�'#�� � �!#%�����&�/�����0# "&���� �	����������0#%� �,���0# �!����� � �!�/���
"&���! �	��������
�0#%� � �
" �  ���, C� "�	��,� �0�����/� # ��
���%� �.���������.&�2�����0#,�%�2<) � �!�/� 	�&� �,��"
	E���0#/3

 �! ? ="� ��?#� ��� � � � �� �
��� � �!�/���5	�"��/���/� ��� ����������"&�'3 � ��"&# A ���,�C� 	��/� #,"
	��/� �/�0# B � <)  	' �
�������/�'#O�  � 	��,�/��"��/�,� 	�"��/��� #,�'� 	�� � ��� 	�"�&��� ���,�C� 	��/� #,"
	��/� �/�0#O�G � � �C� �'���!� 	�"��/����#,��� 	��
� ��� ��'� ��� � � # C  )  	� /�������/�'#³� &�C� �!����� 	�"��C� �C� #%��� 	��/�'# �,��� &� ������� � ��#, '3 � Í &�'�%�
P(A) = P(B) = P(C) = 1/2, P(A ∩ B) = P(A ∩ C) = P(B ∩ C) = 1/4 ��#
P(A ∩ B ∩ C) = 0.

� �C�  	� ����������0#%� � �'�'# �!�����5�!����� � �!����� "����! �	��������
�0#%�+� �
" � 	��'�
� �!#%�������������0# "����! �	��������
�0#%�/3

3 � �G�*) 40¯�«65)7S¨ «y�S¥S�	�C¤M�S¥S-��®u¤M¨

� ��"&# {Ai}i∈I
����� ���� "��&� �!� �,�����>#%�,"�	���� �!� A "����!" �  /�.	��
� ��� ����� �/� 	���2����� 	 "���� I.

�54 �7698�:/8<;�6���� � � % � ��� ���%	 �
��� {Ai} � ����� ��	$���	� � ��� ��� �$�����+����� 	$�,� " � ���,���������	�+��� �%	�� � �����
�������	$� � " � ���,������%��� �(	 � ��������������� � � ��	$�$��� � ��	 � {i1, . . . , in} ��� " �*"�������� � �)	
���&	$���
� � �&� I
�
� � �����*�-����� ��� �)	 ���&� Aik

∈ Aik
,

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Ain
) = P(Ai1 ) . . . P(Ain

).

� ��� ��� �0���'��� �0��� ��� #,#,� �! �Õ���"&#,"���� �� ��� ����
�"��,�� ���! AÕ���"$#%"&�'� ��3 ��3 ���/� ���.� �/��� �0���.�!�/�  	� �
�������/�'#�� {Ai} � �'�'#7� ��#,���/&��������0# "����! �	��������
�0#%� �,"!� # �,������������0# �,"!&�C� #%�,"�	����7�/�����/���!�% ��C�
{σ(Ai) = {∅, Ai, A

c
i , Ω}} �� � �'�'#C3
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�54 �7698�:/8<;�6���� � � � � ��	$� {Xi}i∈I
���#� � � ��	$�$��� � � ' �)�%	 ��� ���	� �)�*" ������	$�,����� � ��� ' ���%	 ����� �	� {Xi}

� ����� ��	$���	��� ��� ��� �$����������� 	$� � " � ���,������%��� �(	 ��� �����������+����� �%	 �����*�&�%	 �����*����� ���,����" ��� σ(Xi)
����������� �

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� ��� ��� � ��� � ��
� ����	���� � ����	$' ����������� ����� "����	$' �)���������	� �

0G8 4 ����� ' �)�%	 ��� ����� {Xi} ������� = B9:/B ? ����? = ? 6 : 8<6 � 4 �>? 6 � F�6 :/? A �
0G8<8*4 � ����� ��������� � � ��	$�$��� � ��	 � {i1, . . . , in} � � "��*"��+�
���� ��	
����	$���������&� I ��� � ����� ������� ��� �)	 �

�&�����������&	���� � �(���#" � 	 �����#�	� �(����� " ��� fik
: R → R

E(fi1(Xi1) . . . fin
(Xin

)) = E(fi1(Xi1)) . . . E(fin
(Xin

)) ;

0G8<8�8*4 � ����� ��������� � � ��	$�$��� � ��	 � {i1, . . . , in} � � "�� "��+�
���� ��	
����	$������� � � I, �����*�)	��� '�����%�����
(Xi1 , . . . , Xin

) �	��� "������ � ��� � ��������	$� � ���.�*��	
� ���)� � 	$����� �	� � ���.'�����%������ Xi1 , . . . , Xin
.

� ��	$�

PXi1 ,...,Xin
= PXi1

. . . PXin
.

���������������! "��#��$�&%
O / 5 �:>?M.H � 8 ;G+ �B(*= 5 (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i) 5 (*=�+ �B>?> 7 3 �:;G+�/ 5�N � = 3 7 3.) � + (ii)

3�/
(i), 8 (*>?>?/3A;G= 5 H:;?M.0�/1)A-"/@3.) + �.7 (<0��1>?/E3�/ �.)AD!�B= � I 3 6 ;<D�(G0F3 M�(<).0 3./ 5  �(*= 8 + �B(*= 5 (fik

)
T�) � 5 (*=�+ 3./ 5�B=!3 � 8 ;V+20 � 8 / 5 3�/UD�(G0 7 H �B/�= 5�I MA) � 5 3�/ 5 8 (<>ED �:=A; � 5 (*= 5 H �B= 7 ;�� 0�/ 5 " = �B/ 5 3�/U+�/�HBHB/ 5  �(*= 8 + �B(*= 5�I MA)!� 5M!;V0 8 (*=L-"/10�K</�= 8 / >?(*=A(G+�(*=./ $ +�(*)�+�/  �(<= 8 + �B(*= >?/ 5 ).0F;GDAHB/,D�(<0�= 7 / N

 /21 � @�I'&�6�> ��69I���69< /?69< &)(C>AK*(CBD8�69< (�8qJ�(-, @�K�>A69<

.I*� �!" �G#%� �!" -  ��%���0#%�/� ����#,"������ �!� � �'� 	'��� ���/��� �2�!� 	 �
�%"���	���/� �
� /�
#,�'"&�%�/� � # "� �C�G# "���	��'� �
#%���'# ��� 	�"���� � �'� 	��,�/���!�%�.&�C� �!" -� /�,�/��� �C� � # ��/� �,�/��
#,"������ �/�0#,�%� � �/� ���
#%"&�'����3CÓ������ #,�'�!#,�
� ��# #,�+� �C� #,"���� ���'��� �,��	�	��'�,����� �!������ �� ����� �,��"$#%� �!� 	 3 ��3��% ��/&��/� (Xn) �! �Õ���"�� �,��� ��� �C� �
	������.	��%��	���	�"&�" �  (Ω,A, P).

� �C� �! �Õ���"&#,"������ � # ��/� �, C� ��&#%�
#%�  /�������  /� "���"9�,� 	��,"�� #,�/�0# 	��'���
�!�/� 	 3 ��3 � 	E��&�/����� ���
���

Rd � "� �,����# �!�2�,�/� 	���'� ���  � 	 �
������ ��	��,�������	��
� �����2���'�,���2� ���
Rd � 3



��� � � � ��� � 	 ��
 	 � � 	 � � 	 � � � ��� � � � 	 � � � � � ������� 	 � � ���

3 �[���y� �  �� ��¤	¯�°x¤M�O©o¤ �S¯�¤M¨ � 7G¤¦¨��G¯�¤ �U¤M� �S¯�  5O 5O«(¬y«s®u� �O¤V® ¥G-�O¨
Lp

.

�54 �7698�:/8<;�6���� � ��� � ��	$� (Xn) ����� ����	$�%� � � ' � ��� �#"����$����� ��� X ����� ' � ��� �#"�� �$���	� � " � � 	 �	� �����
��� ��� � � ��� � ����� ��� 	$� 	
� " (Ω,A, P). � � �)	$� ����� ��� ����	$��� (Xn) �(��� '�� � � �+'�� �� X

0G8 4�� D ?0A �1B ? A��9D ?0=@?06 : � �(	

P{ω ∈ Ω : limn→∞Xn(ω) = X(ω)} = 1,

����� ����� �� � ����� ����� Xn→X � � ��� �
0G8<8*4 ? 6�� D ;�H7F!H78���8�: 4 X �%	 � �����*�-����� ε > 0

limn→∞P(|Xn − X| ≥ ε) = 0 ;

0G8<8�8*4 �9F�69A
Lp � ����� p ≥ 1, �%	 Xn

�
� X � �����.����� �
Lp �
�

limn→∞||Xn − X||p = 0.

Ð �'��� � 	'�����>�! "� � �,�/��� �'�0#,�% �� ���
#%"&�'� �!�2� �'� 	'��� ���/��� � 	��%�/� �0���������%� � 	�&��� "�������� �,�/	��," �,�/�/-
���
#��
�������0#>������� ��/�7# �� ��'���/� �C� �!� ����� 	��/���'������� ���'���
#%����� ��# �!����"��� ��'3 � � #,#,� ���
#,"���� �!�
� �'� 	'��� ���/��� � �����%�,�C� 	������ �  � �(��� '�� � � �
����� �%	�� � ���7��� � ������� ��� �$���7�1) ����� � ��"$#%� ���� �'��� #%"&�'����3
� � � - � #/- ��"&�%� �0��� Xn→X 	*3 ��37 �'��" 	 �
��# � �!"��,� �0�*) "& ��� " � #,����� �/���,��� 	�&� Ω̃ ⊂ Ω �!�
	��%��	���	�"&�"&#, 1 #%�� �0��� ��(�,��"$#%� �!�  ����� #,"������ {Xn : Ω̃→R} � �'� 	���� ����� "���	���������0#�	��/�%�
{X : Ω̃→R}.

� ��� ��� 	'��� ������� � �/� 	��%��	��
	�"�&"&#, �/� #.����������#,"���� 	�&�������"�	�&� �!� � �'� 	���� ���/��� �'-����������
&�2�����0#%�,�2��.�, C� ��&#%�
# � ��"
	 �
�0#/3

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� ����� � Xn→X � � ��� �%	 ���������������+����� �%	

∀ε > 0 limm→∞P

(
sup
n≥m

|Xn − X| > ε

)
= 0.

� � � ������	��
��� 	 ���� ��� �(��� '�� � � �
����� � �,�	�������������,� �
��&��
	$���+��� ������'������&������� �
� � �#��� ����	$� 	$��"��

���������������! "��#��$�&%
PQ;G0R3 7�" =!� + �B(*= 3./,H:; 8 (<=L-"/10�K*/1= 8 /43 6 ).=A/ 5 ) � +�/43A;<= 5 R

{Xn→X}c =
[

k∈N∗

\

m∈N

[

n≥m

{|Xn − X| > 1/k}



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

=
[

k∈N∗

\

m∈N∗


sup
n≥m

|Xn − X| > 1/k

ff
.

� �B= 5 � I Xn→X
M N 5�N.5 � /1+ 5 /�)AHB/�>?/�=�+ 5 �

∀k ∈ N
∗, P

 
\

m∈N

sup
n≥m

|Xn − X| > 1/k

!
= 0.

� ( �B+U/�= 8 (<0�/ I /�= ).+ �BH � 5 ;G=�+RH:;EM�0�(*M�0 � 7 + 7 3./ >?(<=A(<+�(<=!�B/ ��N��<N � � (iv),

∀k ∈ N
∗ limm→∞P

„
sup
n≥m

|Xn − X| > 1/k

«
= 0.

� (*>?>?/,M�(<).0�+�(*)�+
ε > 0,

�:H$/1S � 5 +�/ k ∈ N∗ +�/�H T�)./ ε > 1/k, 8 / +2+�/�3�/10�=!���10�/@; 525 /102+ �B(*= / 5 +
7 T�)!�B-<;<HB/�=�+�/ $ H 6 ; 525 /102+ �B(<= 7 =A(*= 8�7 /,3.;<= 5 H:;EM�0�(*M�( 5 �B+ �B(<= N

 �! ? ="� ��?#� �����&% � ��"&# (pn) �����.�,��"&#,�2�!������� 	��,�C� ���
��� [0, 1], � # (Xn) �������,��"&#,�.�!��	�3 ��3
"&���! �	��������
�0#,�C� � 	 ��&�/���%� ���
��� {0, 1} �!�2���"

P(Xn = 1) = pn = 1 − P(Xn = 0).

� �������-
Xn→0 ��� 	��%��	���	�"�&"&#, ⇔ pn→0.

Ó ) �
	����C� ��.�������� �!��� ���%�� � � ���'#%���&" ��3 ��3 ��� (ii),

Xn→0 	*3 �/3 ⇔
∑

n

pn < ∞.

� �� �  �'���%��"$# ����� �  ���%� � �1) � �!����	���/� ��� �,��"&#,�C� �!� 	 3 ��3 �0��"�� ��� 	'��� �����0# ��� 	��,��	��
	�"&�"$#% ����"��
	���� 	��,�C� �0���2� ���,�/� �/�0#/3

� � 	��%��	��'�,"$#%"&�'� �0��" �,��"&# � �'�0#,�%� �0���. ��� �'� 	'��� ���/��� ����� 	��%��	���	�"&�"&#, 2�/� #��G�� #%�," �%�
	����3 �

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� ������� � ��	$� L0 ��� ��� ������� ��� �&�	�.' � ��� �#"����$� �	� ����� (Ω,A, P) �
� ���)	$�
L0 ��� �	� � � ���

L0 ��������	 �
��-" � ���������,� �����&	���� ��� "�
��	$' ��� �
��� � X ∼ Y �(	"��� �
��������������� �%	 P(X = Y ) = 1.

� �)	$� D : L0 × L0→R+ ��� ����������	���� � " � ��	 � � ���

D(X, Y ) = E(inf(|X − Y |, 1)).

� �*�����
0G8 4 D ����� ���#� ��	
��� ����� �������

L0 ;

0G8<8*4 Xn→X �
� � �#��� ��� 	$� 	$�-" �%	 ��� �����������+����� �%	 D(Xn, X)→0 ;



��� � � � ��� � 	 ��
 	 � � 	 � � 	 � � � ��� � � � 	 � � � � � ������� 	 � � ���

0G8<8�8*4 ��� ��� � � ��� (L0, D) ��������� ��� � � ��� � "
���%	��
��� �(� � � ����� �

���������������! "��#��$�&%
(i)

� = - 7 0 � " /  ; 8 �BH:/1>?/�=�+ T�)./ D
/ 5 +U)A=A/ 3 � 5 +F;<= 8 / N

(ii) ��6 ;GM.0�� 5 H 6 �B= 7 K*;<H � + 7 3�/�� ;G0��"(V- ����N ��N � � I M�(*)�0 0 < ε < 1,

P(|Xn − X| ≥ ε) = P(inf(|Xn − X|, 1) ≥ ε) ≤ D(Xn, X)

ε
. ����N � �

PQ;G0R; �BHBHB/�).0 5�I
D(Xn, X) = E(1|Xn−X|≥ε inf(|Xn − X|, 1)) + E(1|Xn−X|<ε inf(|Xn − X|, 1))

≤ E(1|Xn−X|≥ε) + E(1|Xn−X|<ε|Xn − X|) ≤ P(|Xn − X| ≥ ε) + ε.
� / 8 �$M.0�(*).-"/ (ii) N
(iii)

P (*)�0�M.0�(<)A-"/ 0�T�)A/
L

0 / 5 + 8 (*>?M.H:/ + I�5 ( � + (Xn)
).=A/ 5 )!� +�/ 3./ � ;<) 8���� M�(<).0�H:;@3 � 5 +F;<= 8 /

D.
�
=?).+ �BH � 5 ;G=�+�H 6 �:= 7 K";GH �B+ 7!����N � � /1+ H ; 8 (<=!3 �B+ �B(<= 3./ � ;<) 8�����I (<=?-"( � + T�)A/ M�(*)�0 +�(<).+ ε > 0,�BH$/1S � 5 +�/ n0

+�/�H�T�)./
sup

n≥n0

P(|Xn − Xn0 | ≥ ε) ≤ ε.

� = M�/�)�+U3.(<= 8 8 (<= 5 +20�) �B0�/4).=A/ 5 ) �B+�/ {nk}
+�/�HBHB/@T�)A/

P(|Xnk+1 − Xnk
| ≥ 1/2k) ≤ 1/2k.

�E6 ;<M�0�� 5 H:/,HB/�>?>?/ 3./�� (G0�/�H 	 � ;<=�+�/�HBH � � + �A7 (G0���>?/ �LN��*N���� � H 6 7 - 7 =./�>?/�=�+
[

m∈N

\

k≥m

{|Xnk+1 − Xnk
| < 1/2k}

/ 5 +�3.(<= 8 3./EM.0�(*DA;<D �:H � + 7 1.
� /�H:; M.0�(<)A-"/?T�)./�H:; 5 )!� +�/ (Xnk

(ω))
/ 5 +�3./ � ;<) 8���� 3A;G= 5 R

� 3.(<= 8?8 (<=�-*/10�K*/�=�+�/ � M�(<).0@M.0�/ 5 TL)./E+�(*)�+ ω.
� ( � +

X(ω)
H ; H �B>�� +�/ 3./

Xnk
(ω). �E6 ;<M.0�� 5 H:;M.0�(<M�( 5 � + �B(*= ��N �LN ��I (Xnk

) 8 (*=L-"/ 0�K*/�/�=�M�0�(*D!;GD!�BH � + 7 -"/ 0 5 X. O ; - N ; N X / 5 + 3.(<= 8 )A=./�-*;GH:/1).03 6 ;*3 �A7 0�/1= 8 /43�/ H:; 5 )!� +�/ (Xn) I / + 8 (*>?>?/ (Xn)
/ 5 +R3�/ � ;<) 8�����I (Xn) 8 (*=L-"/10�K</,-"/10 5 X.

� ? = F!D��1B ?���� � � � Ó��
��� ���	��%�
#,"�'����-��� �/�
����� #���%�.� ����	��� #��!�
L

0 	�����#��/) �!#%"&�" � �/���
"����,"<3
� ��"&# (Xn) ����� � ��"$#%����� 	 3 ��3 �, /���&�C��3 � ��	�	��0� �'��� �0��� (Xn) 	' ��%"TÕ��+�� ���,"&#��/�,���!� � �
�����0Ô
����	��%��	���	�"&�"&#, *Ø

∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∀n ≥ m, P(|Xn − Xm| ≥ ε) ≤ ε,

�
������ (Xn) � �'� 	'��� ������� 	��%��	���	�"&�"&#, �	������ ����� 	 3 ��3 X.

� ��� �������, �0���/��� � "���	��'� #��
�0#,� �!� �/�
����� #����%� �� #,�%" �,��	�&� �!� ��.����� 	��/���'������� �/� 	��,��	��
	�"��"$#% 
�/� #��� #��� /��������+�,��"
	 �
�0# �'��" 	��, C� " � � ��5�%�� � #,"���� ���0#,�%��� ��� 	'��� ������� � 	*3 �/3���# � ��� 	'��� ������� �
����	��%��	���	�"&�"&#, �3



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

2�� 4 ;�D � = ?���� � ��W � � ����	$�%� (Xn) �(��� '�� � � � ��� � �#��� ��� 	$� 	$�-" '����� X �(	 ��� �����������+����� �%	 � �
�-�����%� ����	$��� � �#��	
�������%� ��� "��%� �	��	$� 	
���%�3� � � �
��&	 � �� (nk) ��� � �
��� � �&�&���	$�,� ���#� � ����� � ����	$�%�
(nkj

) �%� �$��� �
��� Xnkj
→X � � ���

���������������! "��#��$�&%
� ).MAM�( 5 (<= 5 T�)A/ Xn→X

/1= M.0�(<D!;<D �BH � + 7*N � ( � + (nk)
)A=./ 5 )!� +�/@3.(*=.= 7 /@3 6 /1=L+ �B/10 5�N � (*=.=A(<= 5=A(<) 5 )A=./ 5 )!� +�/ {uj}

3 7 +�/10�>��B=!� 5 +�/ M�( 5 � + �B-"/ 8 (<=�-*/10�K*/ ;G=�+R-*/10 5 0 � M!;V0U/1S�/�>?MAHB/ uj = 1/j. �P (*)�0U+�(<).+
j ∈ N

∗ 5 ( �B+ nkj

HB/,MAHB) 5 M�/ + �B+U/�=�+ �B/10 +�/�H$T�)A/

P(|Xnk
− X| ≥ uj) ≤ 1/2j .

� HB(<0 5�I 3 6 ;<M�0�� 5 HB/@HB/�>?>?/,3./ � (G0�/�H 	 � ;<=�+�/�HBH � � + �A7 (G0���>?/ ��N��*N�� � � I |Xnkj
− X| ≤ uj

M�(*)�0
j; 525 / �

KG0F;<=!3 I M�0�/ 5 T�)A/ 5�� 0�/�>?/�=�+ N �J= M!;V02+ � 8 )AH �B/10 I Xnkj
→X

M N 5�N
�R718 �BM.0�(LT�)A/�>?/1=L+ I"5 ��3�/R+�(*)�+�/ 5 )!� +�/ (nk)

(*= M�/1).+�/1SL+20F; � 0�/ ).=A/ 5 (*) 5 	 5 ) �B+�/ (nkj
)
+�/�HBHB/4TL)./

Xnkj
→X

M N 5�NBI ;<HB(<0 5 3 6 ;<M�0�� 5 H:;EM.0�(<M�( 5 � + �B(*= �LN ��N �LI D(Xnkj
, X)→0

( �
D

/ 5 +UH:;�3 � 5 +F;G= 8 /3 7#" =!�B/R3A;<= 5 H:;4M.0�(*M�( 5 � + �:(<= �LN �LN �.N � /�H:;4M.0�(*).-"/RTL)./ D(Xn, X)→0, 8 ;V0 5 � 8 /�H:;4= 6 7 +F;��B+�M!; 5HB/ 8 ; 5 (*= M�(*).020F;�� +U+20�(<)A-"/ 0�)A=A/ 5 )!� +�/ (nk)
/1+

ε > 0
+�/�H 5 T�)./ D(Xnk

, X) ≥ ε.


 ;�D ; ����F�8 D ?���� � � � � 	 (Xn) �	��� ����� ����	$�%��� ��' � ���!
 ' ��� �
���������� �
Rd �
��	 �(����'���� � �����

� �#��� ��� 	$� 	$�-" '�� ������ '���
���
��� X ��� Φ : Rd→R
���#� �������
��	���� �(����&	$����	����� ���� Φ(Xn)→Φ(X)

�
� � �#��� ��� 	$� 	$��"�� � � � �)���&	������ 	 � �� �����(����'�� � �&������� ��� � �#��� ��� 	$� 	$�-" ����� ��� ��� ��� � ��� �����.� � " ������	���� �
��� � "����%	������	�+������� �$���	� � � 	 (Xn) �-�,�	� � � (Yn) � �	��� ���#� ����	$��� � � ' � ���.�#"�� �$���	� ����	 ������'������&�
�
� � �#�������	$� 	$�-"�'�����*���#� ' � ��� X �-�,��� � � Y � �)�*�����

cXn + Yn→cX + Y,

XnYn→XY,

�
�

sup(Xn, Yn)→ sup(X, Y )

�
� � �#�������	$� 	$�-"��

���������������! "��#��$�&%
� ( �B+

(nk)
).=A/ 5 )!� +�/ 8 0�( � 525 ;G=L+�/E3 6 /�=�+ �B/10 5�N��E6 ;GM.0�� 5 H:/4+ �A7 (<0���>?/ ��N ��N �LI �:H�/1S � 5 +�/@)A=./ 5 (*) 5 	

5 )!� +�/ (nkj
)
+�/�HBHB/ T�)./

Xnkj
→X

M N 5�N �E6 ( � Φ(Xnkj
)→Φ(X)

M N 5�N MA;G0 8 (*=�+ �B=L)!� + 7 3./
Φ/1+

Φ(Xn)→Φ(X)
/�= M�0�(*DA;<D!�BH � + 7 3 6 ;<M�0�� 5 HB/ + �A7 (G0���>?/ �LN �LN ��N P (*).0R3 7 >?(*=�+20�/10 H ; 5 / 8 (*=A3./M!;V02+ �:/�3.) 8 (<0�(<HBH ;�� 0�/ I �BH 5 )��+Q3./ 8 (*= 5 �:3 7 0�/10
HB/ 5  �(<= 8 + �B(<= 5 Φ : R

2→R
3 7#" =!�B/ 5 MA;G0 Φ(x, y) =

cx + y, xy, sup(x, y).
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 	 � � 	 � � 	 � � � ��� � � � 	 � � � � � ������� 	 � � � �

� � ����� 	��/���'�������.���
���
Lp �/� #��G��� #,�+�� ����� 	��/���'�������2	��'���� ��#%��	��������"�� �0��" ��
"&#��!�

Lp ���
�/�,	������ 	'�/� #,���%"��� �����%�� �3

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� �����&� � ��	 ����� p ≥ q ≥ 0. � 	 (Xn) �(����'�� � �&��'����� X ����� �
Lp, ��� ���� (Xn)

�(����'�� � �&��'�� �� X ����� �
Lq . � � � ������	������ 	 ��� ��� �(��� '�� � � �
����� ����� �

L2 ���������
	$�#�������(��� '�� � �
�&������������� �

L1 ��� ��� �(��� '�� � � �
��� ������� �
L1 ��������� 	$��� ��� �(��� '�� � � �
����� ��� � ����� ��� 	$� 	$��"��

���������������! "��#��$�&%
� ( �:/1=L+

p ≥ q > 0
/1+

α = p/q ≥ 1. �E6 ;<M.0�� 5 H 6 �B= 7 K*;<H � + 7 3�/	�*/�= 5 /�= � + �.7 (<0���>?/ ��N ��N����
E(|Y |p) = E((|Y |q)α) ≥ E(|Y |q)α.

� / 8 �$M.0�(*).-"/,T�)A/ L
p ⊂ L

q /1+RTL)./ H:; 8 (*=L-"/ 0�K*/�= 8 /43A;G= 5 L
p /1=L+20F;�	 =A/,H:; 8 (<=�-*/10�K*/�= 8 /43A;G= 5

L
q.

� ).MAM�( 5 (<= 5 > ;��:=�+�/�=A;<=�+ p > q = 0. ��6 ;GM.0�� 5 H 6 �B= 7 K*;<H � + 7 3�/ � ;G0��"(V- I

P(|Xn − X| ≥ ε) ≤ 1

εp
E(|Xn − X|p).

�E6 (�� HB/ 0 7�5 ).H +F;G+ N
� Õ�� �!� �! /�����0#,�%��� ����� �, C� "�	��,� �0��� � ��.�!�/�,��"��/�,� ���%� �/� #%"&�'�+�!�  �2	��%��	��'�,"$#%"&�'� 	��% /�� /�!�/�0#,��-
������� � 	��'��� 	��/�,��"�� �1) "&�0#%�,�!�!��"��%�  � ���
#%"&�'� �1) ����	 ���)�	��� 	$��-" � ����� 	$� 	$��" 3 � ���+�,��"&#,� (Xn) �!�
	 3 ��3!"&�0#, �����
	���/� �C�G# �!"&#,�.����"  �'�,�� ����/�'# "��0#, �����
	��� � � 3 .
� � "

limc→∞ sup
n

E(|Xn|1|Xn|≥c) = 0.

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� ������� � ��	$� (Xn) ���#� ����	$�����&�+' � ��� ���

0G8 4 � 	 (Xn) ����� � � � ���*�)�� (Xn) ����� �(����� "�������� �
L

1, � � ����� � 
 � �)	$�,�

sup
n

E(|Xn|) < ∞.

0G8<8*4 � 	 ��� ������� ��� � ����� �(���,��	$��	���� ������	$' �������	� ����� ' " �%	 � "��
0 F 4 (Xn) �	��� � � ��	$�,"�� � ��� ����� ' ���%	 ��� ���

L1 ��" 3 �'3 |Xn| ≤ Y � � ��� �)'��� Y 	$��-" � ����� ���3� �
���

0GH 4 (Xn) �	��� �(�)���,"�������� �
Lp � ����� p > 1 ��" 3 �'3 supn E(|Xn|p) < ∞ ���

�)�*���� (Xn) �	��� � � � �



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

���������������! "��#��$�&%
(i) supn E(|Xn|) ≤ supn E(|Xn|1|Xn|≤c) + supn E(|Xn|1|Xn|≥c). O /@M.0�/1>��:/ 0 +�/10�>?/4/ 5 +D�(<0�= 7 M!;G0 c

/1+UH:/ 5 / 8 (*=A3 / 5 +UD�(<0�= 7 8 ;G0 8 (<=L-"/10�K*/1=L+ N
(ii)

� )AM.M�( 5 (*= 5 |Xn| ≤ Y.
� HB(<0 5

E(|Xn|1|Xn|≥c) ≤ E(Y 1Y ≥√
c) + E(Y 1Y ≤√

c1|Xn|≥c)

≤ E(Y 1Y ≥√
c) +

√
cP(|Xn| ≥ c)

≤ E(Y 1Y ≥√
c) +

√
c

c
E(|Xn|)

M!;V0?H 6 �B= 7 K";GH � + 7 3�/ � ;V0��"(V- NQO / M�0�/�>��B/10E+�/ 0�>?/ 3�/ 8 / +2+�/ 3�/10�=!���10�/ �:= 7 K";GH �B+ 7 +�/�=!3&-"/10 5 0M�(*)�0
c→∞ MA;G0 8 (*=L-"/ 0�K*/�= 8 / >?(*=.(<+�(<=A/ I /1+�HB/ 5 / 8 (<=!3 +�/10�>?/ / 5 +UD�(<0�= 7 M!;G0 E(Y )√

c
.

� � > ; �B=�+�/�=!;G=�+
(Xn)

/ 5 +UD�(<0�= 7 /43A;<= 5 L
p M�(<).0

p > 1,
;<HB(G0 5

E(|Xn|1|Xn|≥c) ≤ ||Xn||pP(|Xn| ≥ c)1/q

≤ ||Xn||p
„

E(|Xn|p)
cp

«1/q

M!;V0 ;GMAM.H � 8 ;V+ �B(*= 5 ) 8�8 / 525 �B-"/@3./ 5 �:= 7 K";GH �B+ 715 3./���
*H:3�/10U/1+R3./�� ;V0��"(V- N

2�� 4 ;�D � = ?���� � ��� � � ��	$� (Xn) ����� ����	$�%� �&� ' � ��� ����	 �����	� "�������� 	$��-" � ����� ����� � 	 (Xn)
�(����'�� � �&� ��� � �#��� ��� 	$� 	$�-"�'�� �� ���#� ' � ��� X, �)�*���� (Xn) �(����'�� � �&� ������%	 '����� X ����� �

L1.

���������������! "��#��$�&%
� 7 0 � " (*= 5 3 6 ;<D�(G0F3CT�)A/

X
/ 5 + �B=�+ 7 KG0F;<DAHB/ N �E6 ;GM.0�� 5 HB/E+ �.7 (<0���>?/ ��N ��N � �:H
/1S � 5 +�/�).=A/ 5 (*) 5 	

5 )!� +�/ +�/�HBHB/ Xnk
→X

M N 5�N � �B= 5 �

E(|X|) ≤ lim inf
nk→∞

E(Xnk
) < ∞

(�� H ;�M�0�/�>����10�/ �B= 7 K";GH � + 745 /43 7 3.)!� +U3�) HB/�>?>?/ 3./��!;V+�(*) �LN �LN � /1+�H:; 5 / 8 (<=!3./ 3./ H:;�M.0�(<M�(�	
5 � + �:(<= ��N ��N �LN
� ; �B=�+�/�=!;G=�+ I.5 ( � + Yn = |Xn −X|. O
6 )A=!�  �(<0�>?/ �B=�+ 7 K<0F;GD!�BH � + 7 3./ (Xn)

/1+�H 6 �B=�+ 7 K<0F;GD!�BH � + 7 3�/
X

 �(*=�+43�/
(Yn)

).=A/ 5 )!� +�/ � N � � H ; - 7 0 � "A8 ;G+ �B(*= 3�/ 8 /@M�( �B=�+ / 5 +,H:; � 52527 /?;G) HB/ 8 +�/�).0 � N P (<).0+�(*)�+
ε > 0

E(Yn) = E(Yn1Yn≥ε) + E(Yn1Yn≤ε) ≤ E(Yn1Yn≥ε) + ε.
� � ( � 5 � 525 (<= 5 c > ε

+�/�H$T�)A/
E(Yn1Yn≥c) ≤ ε.

� HB(<0 5
E(Yn1Yn≥ε) ≤ E(Yn1Yn≥c) + E(Yn1c≥Yn≥ε) ≤ ε + cP(Yn ≥ ε).

� �B= 5 �
lim sup

n→∞
E(Yn) ≤ 2ε

8 ;G0 Yn→0
/�= M�0�(*D!;GD!�BH � + 7*N � (<>?>?/ ε

/ 5 +R;G0�D �B+20F;�� 0�/ 8 /�H:;�M.0�(*).-"/ HB/,0 7�5 ).HB+F;V+ N



�����A� � ��� � 	 ��
 	 � � 	 	 � � ���V� � ���

 /�� � @�I'&�6�> ��69I���6 69I 8�@�K�/

3 � ���y� ���9¤M¡£�O¬(¤M¨ ¤V® ¥S���$�O«s®�«" ��

� � �!�/�,��"����7#�Ô 	�� �!� � �'� 	���� ���/��� � �0��� ���'��� �
�&�'��� � �'���,"��! /�,�/� � ����� ���%���  �.� ��� 	'��� ������� �
�!�/� &�'"�� �!� 	 �
�%"���	���/� ��& C� #,�'"&�%�/�/3 ��) �/� #>����� ���
#,"������C�,�,���0#,"�������3 � �'���V�G��� #,"JÕ���� �� �! AÕ���"$#%"&�'�
�0��" 	 � � ��"
	 �,�'-!� ����� " �! ��%����� ����	����%� 	 �
�0# �0�����0���/� ��� �/��	�&�C� �!�2#,�/&��/� ����� 	��/���'�������/�/3
 �! ? ="� ��? A
�	���R=A/ 5 ) �B+�/ (pn = (pn(x), x ∈ Z

d), n ≥ 1)
3./,M�0�(*DA;<D!�BH � + 7�5U5 ).0 Z

d � (<) 5 ).0U).=A/ MA;G02+ �B/43./ Z
d �/ 5 +R3 � +�/ 8 (<=�-*/10�K*/10�-*/10 5 )A=A/ M.0�(*DA;<D �:H � + 7 p(·) 5 �

limn→∞ pn(x) = p(x)
M�(<).0 +�(<).+

x.

� HB(<0 5 M�(<).0�+�(*)�+�/  �(<= 8 + �B(*= 0 7 /�HBH:/,D�(G0�= 7 / f 5 )�0RH 6 / 5 MA; 8 /@3./ 5 x I H:/ 5 / 5 M 7 0F;<= 8 / 5 3./ f
; 525 (
	

8 � 7 / 5 ;<)�S pn 8 (<=L-"/10�K*/1=L+U-"/ 0 5 H 6 / 5 M 7 0F;<= 8 /�3�/ f
; 525 ( 8 � 7 / $ p IA5 ( �B+

limn→∞
X

x

f(x)pn(x) =
X

x

f(x)p(x).

� /E0 7�5 ).HB+F;V+,= 6 / 5 +4MA; 5 �B>?> 7 3 �:;G+ HB(G0 5 TL)./EHB/ 5,5 (<>?>?/ 5 M�0 7�8�7 3�/�=�+�/ 5 5 (*=�+ �B= " =!�B/ 5�N P (<).0,HB/-"( � 0 I (*= 718 0 � + T�)./ M�(*)�0 +�(*).+U/�= 5 /�>ED.HB/ A,
˛̨
˛̨
˛
X

x

f(x)pn(x) −
X

x

f(x)p(x)

˛̨
˛̨
˛ ≤

"
X

A

|pn(x) − p(x)| +
X

Ac

pn(x) +
X

Ac

p(x)

#
sup

x
|f(x)|

/1+U(*= 0�/�> ;G0FT�)A/ TL)./ HB(<0 5 T�)A/ n → ∞ I.5 � A
/ 5 + " = � I

X

Ac

pn(x) = 1 −
X

A

pn(x) → 1 −
X

A

p(x) =
X

Ac

p(x)

3./ 5 (G02+�/@TL)./ I +�(*)�� (*)�0 5�5 � A
/ 5 + " =!� I

lim sup
n→∞

˛̨
˛̨
˛
X

x

f(x)pn(x) −
X

x

f(x)p(x)

˛̨
˛̨
˛ ≤ 2

"
X

Ac

p(x)

#
sup

x
|f(x)|

� H�0�/ 5 +�/,/�= " = $  ;��B0�/,+�/�=A3�0�/ A
-"/10 5 Z

d M�(*).0�M�(<)A-"( � 0 8 (*= 8 H:)�0�/ N
�
� � / 5 M�0�(*D!;GD!�BH � + 7�5 3 � 528 0��1+�/ 5 M�/1)A-"/�=�+ 8 (<=�-*/10�K*/10 -"/10 5 3./ 5 3./1= 5 � + 7�5 3�/�M.0�(*DA;<D �:H � + 7U5 ).0 R

d 5 �!HB/ 5
5 )AM.M�(<02+ 5 3./ 8 / 5 M�0�(*D!;GD!�BH � + 7�5 3 � 528 0��1+�/ 5 +�/�=!3�/�=�+ $ 3./�-*/�=!� 0R3./�= 5 / 5 3A;<= 5 R

d IA8 (<>?>?/,3A;G= 5HB/ + �A7 (G0���>?/,3./ 3./ � ( �B-�0�/ N � ( � 8 �$).= ;G).+20�/,/1S�/�>?M.H:/ 5 �:>?M.HB/,3 6 )A=./ +�/�HBHB/ 5 � +�)!;G+ �B(<= N
O ; 5 ) � +�/43./ 5 M.0�(<D!;GD!�BH �B+ 715 ).=!�  �(G0�>?/ 5�5 ).0�H:;�K<0 �BHBHB/ (k/2n ; 1 ≤ k ≤ 2n), 5 ( � +

µn = 2−n
2nX

k=1

δk/2n ,



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

8 (*=L-"/ 0�K*/ H:(G0 5 T�)A/ n → ∞ -"/10 5 H:; M�0�(*D!;GD!�BH � + 7 3./ O /1D�/ 5 K*)./ 5 ).0 [0, 1] 8 ;G0 M�(<).0 +�(<).+
�B=L+�/ 0�-*;GH:HB/43�/

[0, 1]
%
µn([a, b]) → b − a

H:(G0 5 T�)A/ n → ∞ N&� (<+�(<= 5 ;<) 525 � T�)A/
Z

f(x)dµn(x) = 2−n
2nX

k=1

f(k/2n) →
Z 1

0

f(x)dx

3.) >?( �B= 5 5 � H:;  �(*= 8 + �B(*= f
/ 5 + 8 (<=�+ �:=L)./ � /1+R3.(<= 8 D�(G0�= 7 / ��5 )�0 [0, 1] N

� � P (<).0@)A=./ 5 )!� +�/ (pn(·), n ≥ 1)
3./?3�/�= 5 � + 7�5 3./EM.0�(*DA;<D �:H � + 7 5 ).0 R

d 8 (*=L-"/10�K</ ;<=�+@/�= 8 � ;<TL)./M�( �B=�+�-"/ 0 5 )A=./U3./�= 5 �B+ 7 p(·) I�5 ( � + limn→∞pn(x) = p(x) (x ∈ R
d) I =A(*) 5 M�(<).020�(*= 5 ; ��0�>?/10M!;V0EHB/?+ �A7 (G0���>?/ 3./ 8 (<=L-"/10�K*/1= 8 / 3.(<>��B= 7 / T�)A/?M�(<).0@+�(*)�+�/  �(*= 8 + �B(*= D�(<0 7 H �B/�=.=A/ D�(<0�= 7 /

f : R
d → R, Z

Rd

f(x)pn(x)dx →
Z

Rd

f(x)p(x)dx

M�(*)�0�-�) T�)A/ HB/ 5 pn
- 7 0 � " /�=�+ H:; 8 (<=!3 �B+ �B(<= 3./,3�(*>��B=!;V+ �B(*=

|pn(x)| ≤ q(x) ∀n, x
;V-*/ 8

Z

Rd

q(x)dx < ∞

� H:; 5 )!� +�/43./ 5 fpn
- 7 0 � " /4;<HB(<0 5 )A=./ 8 (*=A3 � + �B(*= ;G=!;GH:(<K*)./@M.)!� 5 T�)A/ f

/ 5 +UD�(G0�= 7 / � N � ;G= 5�8 / 5
8 (*=A3 � + �B(*= 5 HB/ 5 HB( � 5 3./ M�0�(*D!;GD!�BH � + 7 pn(x)dx 8 (<=�-*/10�K*/�=�+�-"/ 0 5 p(x)dx

HB(<0 5 T�)A/ x → ∞ N� � O / 5 3./�= 5 �B+ 715 K*;<) 525 �:/1=A=A/ 5U8 /�=�+20 7 / 5�5 ).0 R

gσ(x) = (2πσ2)−1/2 exp(−x2/2σ2)

3 7 M�/1=!3./1=L+ 8 (<=L+ �B= � >?/1=L+ 3�/RHB/�)�0�M!;V0F;<> �1+20�/ σ
HB(<0 5 T�)A/ 8 /�HB) � 	 8 ��MA;G0 8 (<).02+ ]0,∞[

/1+ 3 6 ;GM.0�� 5H 6 / S./1>?MAHB/ � � M�0 7�8�7 3�/�=�+ I HB/ 5 >?/ 5 )�0�/ 5 gσ(x)dx
3 7 M�/�=!3�/�=�+ 8 (<=�+ �:= � >?/�=�+ 3�/ σ

;<) 5 /�= 5 (��HB/ 5 �:=�+ 7 KG0F;<HB/ 5 R
R

f(x)gσ(x)dx
/�= 3 7 M�/1=!3./1=L+ 8 (*=�+ �B= � >?/�=�+ � f D�(<0 7 H �B/�=.=A/,D�(G0�= 7 / � N

O (G0 5 TL)./ σ ↓ 0 I�8 / 5 3./�= 5 �B+ 715 K";G) 525 �B/�=.=A/ 5  �(*).0�= � 525 /�=�+ )A= /1S�/�>?M.HB/�3�/4M.0�(*DA;<D �:H � + 7�5 5 )�0 R;*3�>?/1+2+F;<=�+ 3./ 5 3�/�= 5 � + 7�5 /1+ 8 (<=�-*/10�K*/ ;G=�+ -"/10 5 )A=A/RM.0�(<D!;<D �BH � + 7 3 � 528 0��1+�/ I � 8 ��H:;�> ; 525 / ).=!� + 7
δ0 $ H 6 (<0 �BK �B=./ N �
= /#��/1+ I M!;V0UH:/ 8 � ;G=AK</�>?/�=�+U3./ -<;G0 �:;GDAHB/ 5 y = x/σ

Z

{|x|≤ε}
gσ(x)dx =

Z

{|y|≤ε/σ}
g1(y)dy ↗ 1

HB(<0 5 T�)A/ σ ↓ 0 I T�)A/1H
TL)./ 5 ( �B+ ε > 0 N � = -"( � +@;<HB(G0 5  �; 8 �BHB/�>?/�=�+@T�)A/�M�(*)�0,+�(*).+�/! �(*= 8 + �B(*=D�(<0 7 H �B/�=.=A/,D�(<0�= 7 / I.8 (*=�+ �B=L)A/,;G) >?( �B= 5 $ H 6 (G0 �BK �B=A/ I
Z

R

f(x)gσ2(x)dx → f(0) =

Z

R

f dδ0
HB(<0 5 T�)A/ σ ↓ 0.

� � # #%�.&" � #,� �1) � �!����	���/� ������� �������!��"$# �  � �� AÕ���"&#,"���� �,��"
	E���0#,��3

�54 �7698�:/8<;�6�����W������(��� ����	$�%� (µn) � � � �#��� ��� 	$� 	$�-"�� �����
Rd �	��� ��	$��� �';�6 ��?0D ��?0D 4 :/D ;�8 �

:/? = ? 6 : '�� �� ���#� � �#�������	$� 	$�-" µ �����
Rd, �%	 � ����� ��������� �������
��	���� ��������	$����� ��� �(�����,"��

f : Rd → R

limn→∞

∫

Rd

f dµn =

∫

Rd

f dµ.



�����A� � ��� � 	 ��
 	 � � 	 	 � � ���V� � ���

� �#� ����	$�%� (Xn) �&�'�� �����
���� ���*" ���-�)	$�,�	� �&�
Rd �	��� ��	$��� �';�6 ��?'D ��?0D ?06 ��;�8 '�� �� ��� '�����%�����

���*" ���-�)	$�,� X ∈ Rd, �%	 ��� ����	$��� � ��� �*��	
� � � (Xn) ������'������&� "��&����	$�����+�
��'�� �� ����� ��	� � X.

� �)	$� �����(���,��� �%	
limn→∞E(f(Xn)) = E(f(X)),

� ����� �-�����%������������	���� ��������	$����� ���)���,"�� f : Rd → R.

� � � �'� 	���� ���/��� �  #%�,�'"$#%� µn → µ �*) ���0#%�%��� ��� 	���� �%�
���2�%�/� #,�%"�� #,"���� � ��� F �'��� µn(F ) →
µ(F ) 	��'��� #,����# 	����% ��"���� F -E�'�+������� 	��'��� #,�'�!# 	�� 	� F 3jÓ��
���7<) � �!����	���.��	����7� �!����	����-
<) "��'#%��� 	 �
�&� [0,∞[ �/� # �!�5���C� ���%� gσ(x)dx  �'�
�� � ����� �0���� �0��� � �'"$# σ > 0 - � ��"�� �!�
���/�,���,� �.	������  � &"���"$#%� δ0

3��  /��������"�����Ø

 D ; �>;�AC8 :/8<;�6�� ��W � � � ��	 ����� µn (n ≥ 1) �
� µ �&�	� � ����� ��� 	$� 	$��"	� �����
R

d ��� �$���	������� µn → µ
"
���#�)	$�%��������� � ������
��� n → ∞ � � �*���� � ����� ������� ���)�#" � 	 �
� B � ���(��������	 � �,� ∂B := B ∩Bc � �
� �#��� ��� 	$� 	$�-" µ(∂B) = 0, �

µn(B) → µ(B) � ������
��� n → ∞. � ��3�� � �
� � '�� ������+�
�� ����� �����(��� ��	$��	���� �	����������������%� � �������
��� µn

������'������&��'����� µ "
���#�)	$�%��������� �

� �
� � �!����	��� �,���
R
- � "  � 	��%��	��
	�"�&"&#, &"���"$#%� µ 	��0�,���/�!� ����� �!�/��� "&#, '-E���� �'� 	'��� ���/��� � � ��3 � � �

�
����� �"���� 	�������#%���!#."��0#,��� 	 �
�&� ���/�
�.���
������� �/��� ∂B �,�+�% /����"$# � �!����� 	��'"&�0#%�2��� 	������� 3
Ó ���������2� ���

Rd - 	��'��� #,����# �!�'� �
"��������  �%���0#,"����%���,��� �%�
�������0# �% ��'���"��/�,� 	������ ��#,�%���!�
���/�,���,�2�!� � ��	��/�������2� ���&�'- � ��3�� � � �/� # 	E�����	���2�," µ 	��0�,���/�!�2����� �!�����,"&#, �3

���������������! "��#��$�&%
��� � � G

/ 5 +U)A= (*).-"/102+U3./ R
d I HB/ 5  �(<= 8 + �B(*= 5

ϕk(x) = min(1, k dG(x)) (k ≥ 1)

(��
dG(x) = inf(|x − y| ; y /∈ G)

3 7�5 �BK<=A/�H:; 3 � 5 +F;G= 8 / $ Gc I 5 (<=L+ 8 (*=�+ �B=�)./ 5�I D�(<0�= 7 / 5 /1+
8 0�( � 525 /�=�+R-"/10 5 1G

HB(<0 5 T�)A/ k ↗ ∞ N � H 5�6 /1= 5 )!� +RT�)A/ M�(<).0 +�(<).+ k " S 7
lim inf
n→∞

µn(G) ≥ limn→∞

Z
ϕkdµn =

Z
ϕkdµ

/1+R3.(<= 8 /�=  ;�� 5 ;G=�+R+�/�=A3�0�/ k ↗ ∞ T�)A/

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G).

PQ;G0UM!; 525 ;<K</�;G).S 8 (<>?MAH 7 >?/�=�+F; � 0�/ 5�I =A(<) 5 ; -"(<= 5 ;<) 525 �$M�(<).0�+�(*)�+  �/10�> 7 F

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F ),



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

MA) � 5 T�)./ µn
/1+

µ 5 (*=�+U3./ 5 M�0�(*D!;GD!�BH � + 7�5�N
� � P (<).0J)A=@D�(<0 7 H �B/�=?T�)./�H 8 (*=ATL)./ B

3./
R

d IG5 ( �:/1=L+ ;GH:(G0 5 F = B 5 ;  �/10�>?/1+�).0�/ /1+ G = (Bc)c

5 (*= (*)A-*/102+�).0�/ � (*= ;
G ⊂ B ⊂ F

/1+
∂B = F \ G N � HB(<0 5,5 � µ(∂B) = 0 I 8*6 / 5 + 	 $ 	 3 �B0�/ 5 �

µ(G) = µ(F ) I HB/ 5 �B= 7 K*;<H � + 7�5
µn(G) ≤ µn(B) ≤ µn(F )

/ +
µ(G) ≤ µ(B) ≤ µ(F )

; -"/ 8 HB/ 5 3./�)�S?0 7�5 )AH +F;V+ 5 M�0 7�8�7 3�/�=�+ 5
lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G)
/1+

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F )

�B>?MAH �:TL)./�=�+�T�)A/
limn→∞ µn(B)

/ S � 5 +�/ / +R-<;<)�+ µ(B) N
� � � 7 >?(<=L+20�(<= 5 H:;�0 7�8 �BM.0�(LT�)A/ N � � f : R

d → R
/ 5 + 8 (*=�+ �B=L)A/4/1+RD�(<0�= 7 / I H 6 (*)A-*/102+ {f > a}M�( 525 � 3�/�).=A/  0�(*=�+ ���10�/E3�/ µ

	 M�0�(*DA;<D!�BH � + 7 =L).H:HB/4M�(*)�0�+�(*).+ a ∈ R I�$ H 6 /1S 8 /�M.+ �B(<= 7 -"/�=�+�)A/�HBHB/3 6 )A=./! �;<>��BHBH:/ 3 7 =A(<>ED�0F;<DAHB/�3./@+�/�H 5 a � /�= /���/1+
∂({f > a}) ⊂ {f = a} / + {a : µ({f =

a}) > 1/k} 8 (*=�+ �B/�=�+R>?( �B= 5 3./ k
M�( �B=�+ 5�N � (*= 8,5 (*) 5 H:; 8 (<=!3 �B+ �B(<= ����N��  � I

limn→∞ µn({f > a}) = µ({f > a})

5 ;<)  
;<) M.HB) 5 M�(*)�0�)A= /1= 5 /�>�DAHB/,3 7 =A(*>�D.0F;GDAHB/ 3�/ a N � 0 I.5 � f
/ 5 +UM�( 5 �B+ �B-"/

Z
f dµn =

Z ‖f‖

0

µn({f > a})da 5 � ‖f‖ = sup
x

|f(x)|

/1+�M!;V0 8 (*= 527 T�)A/�=�+ MA;G0 8 (<=L-"/10�K*/1= 8 /,3�(*>��B= 7 / I R f dµn →
R

f dµ
HB(<0 5 T�)./ n → ∞ N � /1+2+�/

8 (*=L-"/ 0�K*/�= 8 / 5�6 7 +�/�=!3��B>?> 7 3 �:;G+�/1>?/�=�+ ;<)�S  �(*= 8 + �B(*= 5 3�/ 5 �:K<=A/4T�)A/1H 8 (*=!T�)./ N
� �2��������2#,�/������"
�0���.�,��"
	E���0# �/� # �,����	����0# �!#%"&���3

�>? = = ? ����W�� % � ��	$� C0(R
d) ��� ��� � � ��� �&�	� �������
��	���� � �#"�� �$���	���(������	$������� �����

Rd �%���,�������
'�� ���� "��#� 
 ��� 	$� � � 	 � ������ ����� ��������	$��� (µn, n ≥ 1) � � � �#��� ��� 	$� 	$�-"�� �����

Rd �(����'�� � �&� "��&�#�)	 �
�%���+�
�� '����� ��� � �#��� ��� 	$� 	$�-" µ �*�)����
��� n → ∞ � 	$� ����� �����*�)�� ����� ∫ f dµn →

∫
f dµ � �����

�-�����%������������	���� f �&� C0
��� ������ ���
��� ���+�
�� � �����������������������
��	���� ��� ��� � ����� � ��� ������� ���

� ��� ��� � ����� ��� � ���	�+� sup � � ����� ��� � � �����

���������������! "��#��$�&%
� ( �B+

(ϕk, k ≥ 1)
)A=./ 5 )!� +�/ 8 0�( � 525 ;<=�+�/ 3./  �(<= 8 + �B(<= 5 8 (*=�+ �B=�)./ 5 M�( 5 � + �B-"/ 5J5 ).0 R

d $ 5 )AM.M�(<02+ 5
8 (*>?MA; 8 + 5 +�/�HBHB/@TL)./ ϕk(x) ↗ 1

HB(<0 5 T�)A/ k ↗ ∞ M�(<).0�+�(*)�+
x � MA;G0R/1S�/�>?MAHB/ ϕk = 1, k +

1 − |x| (<) 0 5 /1H:(<=CT�)./ |x| ≤ k, k < |x| ≤ k + 1
(<) T�)./

k + 1 < |x| � N � HB(<0 5R5 � µn → µ

5 ).0 C0
/1+ 5 � f

/ 5 + 8 (<=�+ �:=L)./,/1+�D�(<0�= 7 / I HB/ 5  �(<= 8 + �B(<= 5 fϕk(k ≥ 1)
;GMAM!;V02+ �B/�=A=./�=�+ $ C0

3�/
5 (<02+�/4T�)A/ M�(*).0�+�(<).+ k Z

fϕk dµn →
Z

fϕk dµ



�����A� � ��� � 	 ��
 	 � � 	 	 � � ���V� � ���

HB(<0 5 T�)A/ n → ∞ N � ;�� 5
˛̨
˛̨
Z

f dµ −
Z

fϕk dµ

˛̨
˛̨ ≤

Z
|f |(1 − ϕk) dµ ≤ sup

x
|f(x)|

»
1 −

Z
ϕk dµ

–

/1+UM!;V0 8 (*= 527 T�)A/�=�+ I /�= ;GMAMAH �:T�)!;G=L+ 8 /1+2+�/ �B= 7 K*;<H � + 7 ;G) 525 �$;<)�S µn,
˛̨
˛̨
Z

f dµn −
Z

f dµ

˛̨
˛̨ ≤

˛̨
˛̨
Z

fϕk dµn −
Z

fϕk dµ

˛̨
˛̨

+ sup
x

|f(x)|
„»

1 −
Z

ϕk dµn

–
+

»
1 −

Z
ϕk dµ

–«

→ 2 sup
x

|f(x)|
„

1 −
Z

ϕk dµ

« H:(G0 5 T�)A/ n → ∞,

→ 0
HB(G0 5 TL)./ k → ∞.

O / HB/�>?>?/U/ 5 +U;��:= 5 ��3 7 >?(*=�+20 7 H:(G0 5 T�)A/ µn → µ 5 ).0 C0 N.OJ6 /1SL+�/�= 5 �:(<= ;G) 8 ; 5 ( � H:; 8 (*=L-"/10 	K*/�= 8 /,= 6 ;EH �B/�) T�)./ 5 ).0U)A= 5 (*) 5 	 /1= 5 /�>�DAHB/,3./1= 5 /,3�/ C0
/ 5 +  ; 8 �BH:/@MA) � 5 TL)./

˛̨
˛̨
Z

f dµn −
Z

g dµn

˛̨
˛̨ ≤ sup

x
|f(x) − g(x)|

)A= �� �(<0�> 7 >?/1=L+�/�= n N
� ��" � "1����� � �����  �'�����������!� ���2&�/� ���'3


 ;�D ; ����F�8 D ?�����W�� � � 	 ��� ����	$�%�+�&�	� ' � ��� Xn
������'������&� �
� � �#��� ����	$� 	$��"�'�� �� ��� ' � ��� X ���*�)��

���
� �%������	$�%� ������'������&� ������%	 �
� �*��	 '�� �� X �

���������������! "��#��$�&%
'�(*)�+�/  �(<= 8 + �B(*= f

3�/
C0

/ 5 +�)A= �  �(<0�> 7 >?/�=�+ 8 (*=�+ �B=L)A/ / +RMA;G0 5 )!� +�/

|E(f(Xn)) − E(f(X))| ≤ E(|f(Xn) − f(X)|)
≤ sup

|z−y|≤ε

|f(z) − f(y)| + 2 sup
x

|f(x)| P(|Xn − X| > ε)

→ 0
HB(<0 5 T�)A/ n → ∞,

MA)!� 5 ε ↓ 0.

 �! ? ="� ��?#� ��W ��� � ��"&# X ����� 	 3 ��3 �0�
���%� "�������� � ���0#%�, /� � ���
R

��# Xn = −X. � �'��� �
X ��# −X ���0#.������� ���" Xn→X �/�(���" 3 � �
� �����0#,�%� (Xn) ��� � �'� 	���� ���+	���� 	'����� X �/�
	��%��	���	�"&�"&#, �3

� 4 ACB9= 4�� � �C�2"&��	��"��/� #%"&�'��� �'��" � ��"
	��/�0#2�% /�,�������0#2&�C�2�,�/��
#,"��������/�'#%�,� ��/�.�!" -� /�,�/�0#,�/�
���
#%"&�'��� �!� � �'� 	���� ���/��� �'3

� �&A&� ⇒ ? 6 � D ;�H7F ⇒ ? 6 ��;�8�X



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

� F�69A
L

q ⇒ �9F�6 A
L

p( �>;�B9D q ≥ p) ⇒ ? 6 �9D ;�H F
X
?06�� D ;�H7F�� B96 8�� ;�D = 4 = ? 6 : 8�6 : 4 ��D F!H ��? ⇔ � F�6 A

L
1.

3 � ���*) ��¤ ®��S�	 x¯�¢M¡£¤ ¥G¤��³¯� ��G x¯�  �

�54 �7698�:/8<;�6�����W���W �(��� ����	$�%� (µn) �&� � �#��� ����	$� 	$��"�� �����
Rd �	��� ��	$��� :/? 6��9B ?�X �%	 � ����� �������

ε > 0, 	$� � � 	
���%�)��� �(� � � � �
� K ⊂ Rd ��� � �
���

µn(K) ≥ 1 − ε

� ����� �-����� n ∈ N∗.

2�� 4 ;�D � = ?�����W�� � � �)	$� (µn) ���#� ����	$���*���
� ����� �&� � �#�������	$� 	$�-"��������
Rd. � �*����

0G8 4 ��� � �
��� � �&������	$�,��� � (µn) ������������� � ����	$��������	��(��� '�� � � ��"��&����	$�����+�
�� �
0G8<8*4 �%	 (µn) ��� ������'������&� � ��� "��&�#�)	$�%���+�
�������� � �
���+��� � �&�&���)	$�,� � ����� � ����� � ����	$���	� ����	

�(��� '�� � � �
��."����#��	$�����+����� '�� ��+�&�	� � �#��� ��� 	$� 	$��"	� ��	
���&	$���
����� �

� ? = F!D��1B ?�����W�� � � � # �� ��'���/� � �C�G# �/��� �'�,� 	 �%��" � " (µn) �C�G# ����� � ��"&#,� �!� 	��%��	���	�"&�" �
#, C�+�,��� ���@�C� 	��'� �5	��'&�'���
" � �����@�C� 	��'� �5�  �#,�%"
�0�����  /	��
���
	�&� ��� 	'��"�� � "�&�"&���'�,&�4Ô � �"��	 �'�
� #,�%� �!� ��� � ��	�� 3

���������������! "��#��$�&%
O ;EM�0�/�)A-*/ / 5 +U)A=./ 8 (*= 527 T�)A/�= 8 /43./ 3./�)�S + �.7 (<0��1>?/ 5 �B>?M�(<02+F;<=�+ 5 3 6 ;G=!;GH ��5 /  �(<= 8 + �B(<=A=A/1H:HB/
� -"( � 0UM!;V0�/1S�/�>?MAHB/ � )!3 �B=�� ���	� � %
(a)

	E
�
�������	�8� 
�� 
��6
����	���1
���
�� 
!"�#�$� 
�%&!*
��('8�9� =A/ >?/ 5 )�0�/ 7 *)�- , � µ 5 ).0 R
d / 5 +)A=./  �(*= 8 + �B(*= µ $ -<;<HB/�)�0 5 0 7 /�HBH:/ 5 3 7�" =!�B/ 5 )�0 H:;E+20 �BDA) D�(G0 7 H �:/1=A=A/@3�/ R

d T�)!� M�/�).+ 5�6 7�8 0 � 0�/
8 (*>?>?/4H:; 3 � � 7 0�/�= 8 /�3./�3./�)�S >?/ 5 )�0�/ 5 M�( 5 � + �:-*/ 5 " = �B/ 5 % µ = µ1 − µ2. OJ6 / 5 M!; 8 / M(Rd)3./ 5 >?/ 5 ).0�/ 5 5 �BK<= 7 / 5 / 5 + )A= / 5 M!; 8 /�-"/ 8 +�(<0 �B/�HJ=A(<0�> 7 M�(*)�04H:; =A(G0�>?/ �.-�36& � ;& !  � - !#��! & ) �3 7#" =!�B/ MA;G0 |µ| = supA∈B(Rd) |µ(A)|.� ( �B+

C0(R
d)

H 6 / 5 MA; 8 / -*/ 8 +�(<0 �B/�H�3�/ 5  �(*= 8 + �B(*= 5E8 (*=�+ �B=L)A/ 5 f : R
d→R,

+�/�=A3A;<=�+�-"/10 5 � 7 0�(
$ H 6 �:= " = � I >�)A=!�
3�/�H:; =A(G0�>?/E).=!�  �(G0�>?/ ||f ||∞ = supx∈Rd |f(x)| N$O /�+ �.7 (<0��1>?/�3./ � �B/ 5 �

M�/10�>?/1+ +�+ �+��.- !  D � �4HB/ 3�)!;<H +�(*M�(*HB(<K �:T�)A/ 3./
C0(R

d) �� ����� H 6 / 5 MA; 8 / -"/ 8 +�(<0 �B/�H�3./ 5  �(<0�>?/ 5H �:= 7 ; � 0�/ 5 8 (*=�+ �B=�)./ 5 l : C0(R
d)→R � ; -"/ 8 M(Rd).

PJHB) 5 M.0 7�8 � 527 >?/�=�+ I $ +�(*).+ 7 H 7 >?/�=�+
µ ∈ M(Rd),

(<= M�/�).+�; 525 ( 8 �B/10�).=A/  �(<0�>?/RH �:= 7 ; � 0�/ 8 (*=�+ �B=L)A/ 〈µ, ·〉 5 ).0 C0(R
d),

3 7#" =!�B/RMA;G0

〈µ, f〉 =

Z

Rd

fdµ.



�����A� � ��� � 	 ��
 	 � � 	 	 � � ���V� � � �

OJ6 ;<M.MAH � 8 ;G+ �B(<= µ→〈µ, ·〉 / 5 + )A=A/ � 5 (*> 7 +20 �B/ � ).=A/ D � � / 8 + �B(<=ED!� 8 (<=�+ �:=L)./ M.0 715 /10�-*;G=�+ H:;R=.(<0�>?/ �3./ M(Rd) 5 ).0 HB/�3.)A;<H +�(*M�(*HB(<K �:T�)A/?3�/ C0(Rd).
PQ;G0,;��BH:HB/�)�0 5�I µ→〈µ, ·〉 /1=�-*( �B/4D!� � / 8 + �:-*/ 	>?/�=�+ H 6 /�= 5 /1>EDAHB/?3�/ 5 >?/ 5 )�0�/ 5 M�( 5 � + �B-"/ 5,5 )�04H 6 /�= 5 /�>ED.HB/?3./ 5  �(<0�>?/ 5 H �B= 7 ; � 0�/ 5 l

M�( 5 � + �B-"/ 5
�������� l(f) ≥ 0

M�(*)�0
f ≥ 0 � N

(b)
	E
 
	�������	���
 � 
�� ������� �����
	"� ���	��E� � ( � +

E
).= / 5 M!; 8 /43./ � ;<=!; 8�� /1+

E∗ 5 (<= 3�)!;<H
+�(*M�(<H:(<K �:T�)A/ N�O ; +�(*M�(<HB(*K �B/ $ ����! �J5 ).0 E∗ / 5 + H:; +�(*M�(<H:(<K �B/��:=A3.) �B+�/�MA;G0 H ; =.(<0�>?/�3 7#" = �:/ MA;G0

||l|| = sup
{f∈E : ||f ||=1}

|l(f)|

M�(*)�0 +�(<).+
l ∈ E∗.

� )A=!� 3./ 8 / +2+�/ =.(<0�>?/
E∗ / 5 + ).= ��;<=A; 8 �$N�� H 6 /1S 8 /1M.+ �B(*= 3�) 8 ; 5M!;V02+ � 8 )AH �B/104(�� E

/ 5 +43�/�3 �:>?/1= 5 �B(*= " = �B/ I H:; D�(<)AHB/E).=!� + 7 B∗ = {l ∈ E∗ ||l|| ≤ 1} = 6 / 5 +
�2;G> ; � 5Q8 (*>?MA; 8 +�/ M�(*)�0
H ;�+�(*M�(<H:(<K �B/  �(G02+�/ N P (*).0�� 8 (*>?M!; 8 + � " /10�� B∗ �BH  �;<)�+
>E)A= � 0

E∗ 3 6 )A=./+�(*M�(<H:(<K �B/?MAHB) 5  ; �BD.H:/ %$H:; +�(*M�(*HB(<K �B/��  �; �BDAHB/ N� (<) 5 = 6 ;GHBH:(<= 5 M!; 5 =A(<) 5 ;V+2+F;G0F3./ 0 � 8 � 5 ).04H:;3 7#" =!� + �B(*=&3�/ 8 /1+2+�/?+�(*M�(<HB(*K �B/ N � � 5 (<= 5@5 �B>?MAHB/�>?/�=�+4T�) 6 ).=A/ 5 ) �B+�/ (ln)
3 6 7 H 7 >?/�=�+ 5 3�/ E∗

8 (*=L-"/ 0�K*/��  �; �BDAHB/�>?/1=L+U-"/ 0 5 l ∈ E∗ 5 ��/1+ 5 /�).HB/�>?/�=�+ 5 �

ln(f)→l(f)

M�(*)�0�+�(*)�+
f ∈ E. O / + �.7 (<0��1>?/ 3./ ��;<=A; 8 � 	 � H:;G(*K*HB) =.(*) 5 3 � +UT�)A/ B∗ / 5 + 8 (*>?M!; 8 +�/ M�(<).0H:;�+�(*M�(<H:(<K �B/��  ;��BDAHB/ N

� ( �B+ > ; �B=�+�/�=!;G=�+
(µn)

)A=./ 5 ) � +�/E3�/�M�0�(*D!;GD!�BH � + 7�5 5 )�0 R
d.
�
= ;GMAM.H �:T�)!;G=�+ 8 /�T�)!�$M.0 7�8 ��3./; -"/ 8 E = C0(R

d)
/1+

E∗ = M(Rd),
(<= M�/�)�+?/1SL+20F; � 0�/ 3./

(µn)
)A=./ 5 (<) 5 	 5 )!� +�/ (µnk

)T�)!� 8 (*=L-"/10�K</��  ; �BD.H:/1>?/�=�+ -"/ 0 5 )A=./4>?/ 5 ).0�/ 5 �BK*= 7 / µ.
� (<>?>?/

µn
/ 5 + M�( 5 � + �B-"/ I H ;  �(<0�>?/H �:= 7 ; � 0�/ f→

R
fdµ

/ 5 +4M�( 5 � + �B-"/�/1+ µ
/ 5 +43.(<= 8 ).=A/@>?/ 5 ).0�/�M�( 5 � + �B-"/�M!;V0,HB/E+ �A7 (<0���>?/E3./

� �B/ 5 � N � H
0�/ 5 +�/ $ M.0�(<)A-"/10@T�)./
µ
/ 5 +4)A=./�M.0�(<D!;<D �BH � + 7*N � ( �B+ Br = {x ∈ R

d : ||x|| ≤ r}.� (*>?>?/
(µn)

/ 5 +�+�/�=!3�)A/ I M�(*)�0 +�(*)�+ ε > 0
�BH /1S � 5 +�/ r(ε) > 0

+�/�H$T�)A/
µn(Br(ε)) ≥ 1 − ε.

� ( �B+
fr : R

d→[0, 1]
H:;! �(<= 8 + �B(<= fr(x) = (1 − d(x, Br))

+.
� HB(G0 5 M�(<).0 r ≥ r(ε)

1 ≥
Z

frdµn ≥ µn(Br) ≥ 1 − ε.

�E6 (�� I MA;G0 8 (*=L-"/ 0�K*/�= 8 /��  �; �BDAHB/ I
1 ≥

Z
frdµ ≥ 1 − ε,

/1+
1 ≥ µ(Rd) ≥ 1 − ε

M!;V0 8 (<=�-*/10�K*/�= 8 /E>?(<=A(G+�(*=A/ I�8 ;G0 limr→∞fr = 1.
� / 8 �QM.0�(<)A-"/@T�)A/ µ

/ 5 +,).=A/@M.0�(<D!;<D �BH � + 7/1+R3.(<= 8 T�)A/ (µnk
) 8 (*=L-"/10�K</ 7 +20�( � +�/�>?/1=L+�-*/10 5 µ

3 6 ;<M�0�� 5 H:/,HB/�>?>?/ ��N�� LN
(ii)

/ 5 +,)A=./ 8 (<= 527 T�)./�= 8 /�3.)  ;��B+�T�)A/�H:; +�(*M�(<HB(*K �B/��  ; �BD.H:/?/ 5 +4> 7 +20 � 5 ;<DAHB/ N � �:= 5 � µn→µ�  �; �BDAHB/�>?/�=�+ 5 �Q/ + 5 /�).H:/1>?/�=�+ 5 �
3�/@+�(<).+�/ 5 (<) 5 	 5 )!� +�/�3./ (µn)
(<= M�/1).+ / S�+20F;�� 0�/�).=A/ 5 (*) 5 	

5 )!� +�/4T�)!� 8 (<=�-*/10�K*/��  ; �BD.H:/1>?/�=�+R-*/10 5 µ.



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

3 � ���[Z �  �� ��¤	¯�°x¤M�O©o¤ �V®u¯� �«s®u¤�¤	® �e ��S©�®�«" ��S¨ ©oA¯�-©�®u�	¯�«y¨�®�« �.7S¤M¨

� ) �
������!�,�>�!� � �����%"&�/�  �'���,��"$# ��� � �%"&#����%� �� C� �C�,�%�
"��,� ��# �,��� �,���0# �!� � ��� 	'��� ������� �7 #%�,�'"$#%�
� � #,� �����/� �/�0# ���������!�!��3 � � ���,"&#��/�,� �/) ��	�	���"�� ���
#,���%���&�/�����0#>� ��� <) "��d�G�/� #,"
	0"&#, ��!� ���#%�%����� �
 ���%� � #,"������!� � �'���%"&�/� �0���.������� ��&������  �'��&�/� �/�0#  �#%�
	�&"��/3

�54 �7698�:/8<;�6�����W�� � � ��	$� X ����'�����%���������*" ������	$� � ����� (Ω,A, P) 
�' ���������� ����� �
Rd, �&� �*�)	

PX . � � � � � ���$� � � ;�6��
:C8�;�6 �'F!D F��
: 4 D 8<A�:C8 �1B ? � � X ������� �
PX

����� �������
��	���� ΦX : Rd→C

� " � � 	 � � ���

ΦX(t) = E(ei〈t,X〉) =

∫

Rd

ei〈t,x〉dPX(x).

� ��� ��� �0���'��� �'��� ��� �'��� #%"&�'� �/�
����� #% ��%"�� #,"�0��� �/� # #,���b�G������� 	�"���� �! �����"���-���������� "&�0#, �����
��
�1) �����  ����� #,"���� �!�+���!�!���� 1 �<�!����� "��0#, ��'�%��	����� 3 � �
�.��"&�&�/������- ΦX(t) � ) �C�G#.�%"&�/� �1) �
�!#%�,�
�0���2��'������� � ���)�	� "���� ��� �����%	 ��� �!� PX

	��%"��,�.�
��	��'"&�0# −t/2π.

 �! ? ="� ��?#� ��W �$��� 0 �9;�6��
:C8�;�6 ��F!D F���: 4 D 8�A/:/8 �1B9? ��	&B 6 ? ��F�B ACA/8<?06 6 ?/4�� � ��"&# G ����� 	 � �
�," �
	�&�2�
� /�
#,��"��%� �0�
���%� "��������������0#,�% ��2�% /�!��"$#%� � ���

R
d.
� � �������,"$#% 2�/� #

g1(x) = (2π)−d/2 exp

(
−||x||2

2

)

� # �%�  �'��� #%"&�'� ���
����� #, /�," �G#%"
�0���

ΦG(t) = exp

(
−||t||2

2

)
.

� � ��� �� /�!��"&#���"��, ����/�'#���  �'��� #%"&�'� �����%�'� #% ��%"�� #,"�0���.�!�  ��	 �
�%"���	��� AG + B 	������ #,����#,�
� � #,�%" � � A ∈ Md(R) � # #,�'�!# 	��C� #,�/��� B ∈ R

d.

ΦAG+B(t) = E(ei〈AG+B,t〉) = E(ei〈G,A∗t〉)e〈B,t〉 = e〈B,t〉 exp

(
−||A∗t||2

2

)
.

� � #��� ��������� �,��" 	 ���'#9�G���G#%"����  �5#,�/�,��"���������'"&� �!�  ����� #,"���� � ���� ���-" �%	
���&	������ 3 � � �! ����'��� �
#,��� #%"&�'���/) ��	�	���"�� �,��� � �/� #��
"����/� 	��%��	��,"� #% /� �!�C� �!����� "&#, C� �'�����,�,"��������C� �'��"*���0# ������ "��0#, /�,��#
	��%��	��%� ���������  �/�,�'���7�!����� �*) ����� 	�"&�/�,�%� �������+������	�� � � # �/� # �!��� �/�%�,���0#,"����&�/�����0# ��� ��"������ �
#,�����%�
	E3

� ��2^[g,h"N��2^���j��������
�����"N��
�,PSP�� � | ��� ��R(j������



�����A� � ��� � 	 ��
 	 � � 	 	 � � ���V� � � �

2�� 4 ;�D � = ?�����W���� � 0G8*4 � � ���������&	���� � ���� ���-" �%	
���&	������ � � ��� '���
���������)�*" ������	$�,� X �����
Rd

� "
�����	��	$��� ����	$'�� �
����������� ��� �*��	 PX
�&� X.

0G8<8*4 � � � �)���&	������ 	 � �� �%	 ΦX �	��� 	$��-" � ����� ����� PX � ������(� � ������ ��� �%	$��" �(����&	$����	� pX
� � �����,"��

� ��� ��� ������� � ���)�	� "���� ��� �����%	 ��� 	$� '�� ����

pX(x) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−i〈t,x〉 ΦX(t) dt. � ��3 � ���

���������������! "��#��$�&%
(i)

� = 8 (*>?>?/�= 8 / M!;V0 0�/�> ;V0FTL)./10 I /1=?).+ �BH � 5 ;G=�+�H:;  �(<0�>�)AHB/U3.(<=A= 7 /R3.;<= 5 H 6 /1S�/�>?MAHB/ ��N ��N����IT�)A/�H:;  �(<0�>E).HB/ 3 6 �B=L-"/10 5 �B(<= ���LN�� ��� / 5 +�+20 �B- � ;GHB/�>?/�=�+ - 7 0 � "!7 /UM�(*)�0�H:;@-<;G0 �:;GDAHB/ σG
(��

G
/ 5 +)A=./ K";G) 525 �B/�=A=./ 8 /�=�+20 7 / 0 7 3�)!� +�/ 5 ).0 R

d /1+
σ > 0 N

� ( �B+
G
)A=./ K";G) 525 �B/�=.=A/ 8 /�=�+20 7 / 0 7 3.)!� +�/ �B=A3 7 M�/�=A3A;G=L+�/ 3./ X

/ +
Xσ = X + σG.

O ;EHB( � 3./ X + σG
;*3.>?/ + )A=./,3./�= 5 � + 7 pXσ

3.(<=A= 7 / M!;V0

pXσ (x) = PX ∗ gσ(x) =

Z

Rd

gσ(x − y)PX(dy).

�E6 (�� /1= ;<M.MAH �:T�)!;<=�+�H:;! �(<0�>E).HB/43 6 �B=�-*/10 5 �B(*= -<;<H:;GDAHB/,M�(*)�0
σG

pXσ (x) =

Z

Rd

1

(2π)d

„Z

Rd

e−i〈t,x−y〉 ΦσG(t) dt

«
PX(dy),

MA) � 5 MA;G0�HB/ + �A7 (G0���>?/,3�/��A)AD �:= � I
pXσ (x) =

1

(2π)d

Z

Rd

ΦX(t)e−i〈t,x〉ΦσG(t) dt. ����N�� � �
� /�H:; >?(<=L+20�/�T�)A/

ΦX 8 ;V0F; 8 + 7 0 � 5 / pXσ ,
3.(<= 8 PXσ � H:; H:( �J3./ Xσ � N � (<>?>?/ I M!;V04; �BHBHB/�).0 5

PXσ 8 (<=�-*/10�K*/ 7 +20�( �B+�/1>?/�=�+
-"/10 5 PX
T�)!;G=!3

σ→0, � 8 ;G0 Xσ→X
M N 5�N � I ΦX 8 ;G0F; 8 + 7 0 � 5 / D �:/1=

PX .

(ii)
� �

ΦX / 5 + �B=�+ 7 K<0F;GDAHB/ I (*= 3 7 3.) � +�3./ ���LN�� � � /1+U3�) + �.7 (<0���>?/ 3./ 8 (*=L-"/10�K</�= 8 / 3.(*>��B= 7 /T�)A/
pXσ→p(x)

T�)A;<=!3
σ→0,

( �

p(x) =
1

(2π)d

Z

Rd

ΦX(t)e−i〈t,x〉 dt.

PQ;G0 8 (*=�+ �B=�) � + 7 5 (<) 5 HB/ 5 �BK*=A/ R � + �A7 (<0���>?/ ��N ��N � � I H ;  �(<= 8 + �B(<= p
/ 5 + 8 (*=�+ �B=�)./ N � (<>?>?/

PXσ 8 (*=L-"/10�K</ 7 +20�( � +�/�>?/�=�+ -"/ 0 5 PX ,
(*= /�= 3 7 3�)!� +,T�)A/ p

/ 5 + = 7�8 / 525 ;��B0�/1>?/�=�+,H:; 3�/�= 5 � + 73./
PX .

2�� 4 ;�D � = ?�����W����/� 0 
 D 8 :(�0D ? � ? �';�6 ��?0D ��? 6 �'? 4 :/DE;�8 :C?54�� ������ �
��� ���#� ����	$��� (Xn) � �
' � ��� �����

Rd �(��� '�� � � � ���!� ��	 '����� X � 	$� � ����� ��� 	$� ����� � �
��� � ����� �-����� t ∈ Rd

limn→∞ΦXn(t) = ΦX(t).



� � � ������� ����� 	 ��� � ����� � ������������� 	 ��� � � � ��� 	 � 	 � � ���	����
,� � �������

� 	 ���	� � �#�������	$� 	$�-"�� µn, n ≥ 1 ��� µ �����
Rd ���� � ��� �&���� � ���)�	� "���� � � � �����%	 � ��	$����"�� �����������

�
���%	 � � � �!��� ∫

Rd

|ΦXn − ΦX(t)| dt → 0 &�'�%� �0��� n → ∞,

���*�)�� ���	� � ��� �%	$��"	� pn
�&�	�

PXn

������'������&����� ����	 �����	� "�������� �����
Rd '�� �� ���!�&�
� �(	$��" p � �

PX
�*���������� n → ∞ �

���������������! "��#��$�&%
O ; 8 (<=!3 �B+ �B(<= / 5 + 7 - �:3./1>?>?/�=�+ = 7�8 / 525 ; � 0�/EMA;G0 3 7#" =!� + �B(*= 3�/@H:; 8 (<=L-"/10�K*/1= 8 /@/�= HB( � ;<MAM.H � 	
T�) 7 /,;G).S  �(<= 8 + �B(<= 5 x→ cos(〈t, x〉) /1+ x→ sin(〈t, x〉).
�R718 �BM.0�(LT�)A/�>?/1=L+ IA5 )AM.M�( 5 (*= 5 T�)A/ ΦXn(t)→ΦX (t). � (*) 5 ;<HBHB(*= 5 /�= 3 7 3�)!� 0�/�TL)./4H ; 5 )!� +�/
(µn)

3./ 5 HB( � 5 3./ (Xn)
/ 5 +U+�/1=!3.)./ N � ).MAM�( 5 (<= 5 8 /1H ;?3 7 � $  ; � + N � HB(<0 5�I 3 6 ;<M�0�� 5 HB/ + �A7 (G0���>?/

��N ��N ��I (µn)
/ 5 +Q0�/1H ;V+ �B-"/�>?/�=�+ 8 (<>?M!; 8 +�/ N � ( �B+ µ

).=A/�-<;<HB/�)�0J3 6 ;*3 �A7 0�/1= 8 / N � H:(G0 5�I H:;  �(*= 8 + �B(*=
8 ;G0F; 8 + 7 0 � 5 + �:T�)A/ 3./ µ

/ 5 +�= 7�8 / 525 ;�� 0�/�>?/�=�+ 7 K";<HB/ $ ΦX � M!;V0 8 (*=L-"/10�K</�= 8 /  �; �BDAHB/ 3./ (Xn)-"/10 5 X � /1+ µ = PX � MA;G0 �B= �[/ 8 + �B- � + 7 3./�H:;  �(*= 8 + �:(<= 8 ;V0F; 8 + 7 0 � 5 + �:T�)A/ � N � /1H ; M.0�(<)A-"/E3.(*= 8T�)A/
µn→PX 7 +20�( � +�/�>?/�=�+ N

� H$=A(*) 5 0�/ 5 +�/ $ M�0�(*)A-*/10UH ;�+�/�= 5 �B(*= 3./
(Xn). O ;E+�/�= 5 �B(<= 3�/

(Xn) 7 +F;G=�+ 7 T�) �:-<;<HB/�=�+�/ $ H:;+�/�= 5 �B(<= 3./ 5 / 5R8 (�(G0F3.(<=A= 7 / 5�I (<= M�/�)�+ IA5 ;G= 5 M�/102+�/,3�/,K 7 = 7 0F;<H � + 7*I!5 ).MAM�( 5 /10RTL)./ Xn ∈ R.PQ;G0 �A).D!�B=!� I
1

u

Z u

0

(1−Re(ΦXn))(t)dt =
1

u

Z u

0

Z

R

(1−cos(tx))µn(dx)dt =

Z

R

„
1 − sin(ux)

ux

«
µn(dx).

�E6 (�� I /�= ).+ �BH � 5 ;<=�+ H:;�0�/1H ;V+ �B(*= sin(x)
x

≤ 1
M�(<).0 |x| ≥ 1,

�:H$- �:/1=L+

1

u

Z u

0

(1 − Re(ΦX)(t)dt ≥ (1 − sin(1)) lim sup
n→∞

P

„
|Xn| ≥ 1

u

«
.

O /E+�/ 0�>?/E3�/�K";G) 8 � /EM�/1).+ �1+20�/�0�/�=!3�) ;V0�D!� +20F; � 0�/�>?/1=L+4M�/ + �B+ /�= M�0�/�=!;G=�+
u
M�/1+ � + 8 ;V0 ΦX

/ 5 + 8 (*=�+ �B=L)A/ / + ΦX(0) = 1.
� / 8 � 8 (*= 8 HB).+�H:;�M.0�/�).-"/ 3�) M�0�/�>��B/10�M�( �B=�+ N

O ; 5 / 8 (*=A3./4; 525 / 02+ �:(<= 3.) + �A7 (G0���>?/ 5 /43 7 3.)!� +  �; 8 �BHB/�>?/�=�+R3./ H:;! �(<0�>�)AHB/ ����N�� � � N
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� ��	 � 3 � ����� #���- � 3 �  �.���,�'��" -���3 � � 	��/�*- � �#��� ��� 	$� 	$�-"���
�>�!"&#,"���� � � � � 3
� ��	 � 3 �  �.�
�%����" - � 3�����	���#/- � �����#����� �
��	���� ��� � ��� ����� ����� ��� � ����	������	��>�!"&#,"���� � � � ��3
� ��	 � 3 �  �.�
�%����" - � ����'������ ���,��� ��� �%	
�������	� ��������� ��� "�� � � ������	 � �����>��"$#%"&�'� � � � ��3
� � 	 � 3����/��� ���C� ��#�� 3�� �('/���%�1- �������%	��
������� ���&	
����	��
�����	�>�!"&#,"���� � � � �'3
� ��	 � 3 � �����!��� 	��'���*- � ��� ����� �)	 � "�� �
��&	 � �(��� 	$��-" � ����� �	�>�!"&#,"���� � � ����3
� ��	 � 3�� ���� �'� #C- � �����#� ��� ���&	���� 
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�>��"$#%"&�'� � � ��� 3
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��� ��	 � 3 � �
�	��'-�� 3 � �C�!����� - �.�#��� ��� 	$� 	$��"	� � �/&"��*-�� � ����3
��� ��	�� 3 � 3 � ���,��� ����'- � ��� �
� ��� � � '�� ���� � � �,� - � ���'�!����" ��	��,�C�,�/- ��� ����3
��� ��	 � 3 � "&�&"����0� ����'- � ����'���� � ������� � � � �#�������	$� 	$���	� � � ����� �	������ ��� � "�&� ��- � ����� �'� � - ����� ��3
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