Chapitre 3

Dynamique des populations

Le hasard des événements viendra troubler sans cesse la marche lente, mais réguliére de
la nature, la retarder souvent, l'accélérer quelquefois. Condorcet (1743 - 1794), Esquisse
d’un tableau historique des progres de ’esprit humain.

Les processus de vie et de mort et les processus de branchement sont des modéles fonda-
mentaux en dynamique des populations. Nous souhaitons ici étudier, & travers certains
modéles probabilistes, les variations, la croissance, ou ’extinction d’une population. De
nombreux domaines de biologie sont concernés par ces modéles : biologie des populations,
cinétique des cellules, croissance bactériologique, réplication de I’ADN. Les questions po-
sées sont les suivantes : pourquoi les extinctions de familles, de populations locales, d’es-
peces sont-elles si fréquentes 7 Sont-elles conséquences de catastrophes ou de changements
environnementaux externes aux populations, ou aussi liées a des comportements intrin-
seques des populations ? Si tel est le cas, comment est-ce compatible avec la fameuse loi
de croissance exponentielle malthusienne en cas de ressources importantes? Y a-t-il une
dichotomie entre croissance exponentielle et extinction ? ou des formes plus lentes de crois-
sance 7 Comment évolue la population si elle persiste en temps long? Se stabilise-t-elle 7

Dans la suite, le terme de population désignera trés généralement un ensemble d’indivi-
dus, un individu pouvant tout aussi bien désigner une bactérie, un étre humain porteur
d’une certaine maladie, un éléphant...

Nous allons tout d’abord étudier les modéles a temps discret, décrivant principalement
des dynamiques de généalogies, et rappeler en particulier les principaux résultats satisfaits
par le processus de Bienaymé-Galton-Watson. Puis nous nous intéresserons aux processus
de naissance et de mort en temps continu.
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50 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES POPULATIONS
3.1 Processus de population en temps discret

3.1.1 Chaines de Markov de vie et de mort

Dans les modéles en temps discret, le temps est en général exprimé en nombre de géné-
rations, mais peut aussi dans certains cas correspondre simplement & une discrétisation
simple du temps continu. La variable X,, est Ueffectif de la population a la génération n,
et est donc a valeurs dans N.

Nous étudierons le modéle général suivant. Si nous supposons qu’a un instant n, la popu-

lation est de taille m (X,, = m), alors chaque individu vivant a la génération n

e meurt lorsque I'on passe de la génération n a la génération n + 1,

e donne alors naissance a un nombre aléatoire de descendants, indépendamment des
autres individus.
On suppose de plus que les variables "nombre de descendants" ont une loi qui ne
dépend pas de l'individu de la n-iéme génération dont les descendants sont issus, mais
qui peut éventuellement dépendre de m. On la note Q™ = (¢*,i € N). Ainsi, ¢/" est

la probabilité qu’un individu issu d’une population de taille m donne naissance, a la
génération suivante, a ¢ individus.

e En outre, il y a possibilité d’immigration d’un nombre aléatoire d’individus, indépen-
damment du processus de naissance et mort, dont la loi 7™ = (n}”,j € N) peut aussi
dépendre de m. Ainsi 7" désigne la probabilité qu'un nombre j de migrants rejoigne
une population de taille m a la génération suivante. Lorsque les migrants sont arrivés,
ils se reproduisent et meurent comme les "anciens".

Construction de la chaine : On se donne sur un espace (€2, .A) une famille de variables
aléatoires a valeurs entiéres

(X(), (Yn,m,k)n,m,kZ()) (Zn,m)n,mZO) .

La variable aléatoire X, modélise le nombre d’individus au temps 0, Y, ., 1 le nombre
d’enfants du k-iéme individus de la n-iéme génération, si le nombre total d’individus de
cette génération est m, et Z, ,,, modélise le nombre de migrants arrivant a la (n + 1)-iéme
génération, sous la méme hypothese X, = m.

Définition 3.1.1 Pour chaque probabilité p sur N, on note P, l'unique probabilité sur
Uespace (£, A) sous laquelle ces variables sont indépendantes et telles que

o Xy est de loi pu.

o Pour chaque n,m,k, la variable aléatoire Y, ., 1 est de loi Q™.

o Pour chaque n,m, la variable aléatoire Z,,, est de loi n™.

Partant de Xy, on définit donc les variables aléatoires X, par récurrence :

Xpy1 = ZY”’myk +Zym st X, =m, pour meN, (3.1.1)
k=1
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avec la convention qu’une somme "vide" vaut 0.

On note P; la probabilité lorsque u est la masse de Dirac en ¢ : cela veut dire que I'on
part de Xy =1 individus.

On remarque que X, 41 est fonction de X, et des variables (Y, .k, Znm,m, k > 0). Il est
alors clair , & cause des propriétés d’indépendance, que (X,,), est une chaine de Markov.
La probabilité de transition est donnée par

Py =P(Xpy1 = j|Xo = i) = > Gy G (3.1.2)
k1,k2,....k;,r€Nk1+---+ki+r=7j

Définition 3.1.2 1) Lorsque les probabilités Q' et n° sont indépendantes de i, on dit que
la dynamique de la population est densité-indépendante. Dans le cas contraire, on dira
que la dynamique de la population est densité-dépendante.

2) On dit qu’il n’y a pas d’immigration lorsque ng* = 1, c¢’est a dire que n™ est la masse
de Dirac en 0 pour tout m. La population est alors une population isolée.

On étudiera tout d’abord des modéles de population densité-indépendante et sans immi-
gration. Dans ce cas, la loi de reproduction ne dépend pas du nombre d’individus présents.
Ce modéle ne peut étre réaliste que dans des situations de ressources infinies. En effet,
dans ce cas, les individus ne sont pas en compétition pour survivre et chacun peut se
reproduire librement et indépendamment des autres. En revanche, si les ressources (ali-
mentaires par exemple) sont limitées, alors les individus vont entrer en compétition et le
nombre d’individus de la population va avoir un effet sur la loi de reproduction. Cette
densité-dépendance va introduire de la non-linéarité dans les modéles mathématiques.

On peut aussi compliquer le modéle de facon a décrire la dynamique de plusieurs sous-
populations en interaction, ou en compétition. Donnons deux exemples.

Exemple 3.1.3 Deux populations en interaction. Dans cet exemple, on considére une
population formée d’individus de deux types a =1 ou a = 2. Il n’y a pas d’immigration.
La génération n comprend X individus de type 1, et X% individus de type 2. La loi
de reproduction d’un individu de type 1, [resp 2|, dans une population de m; individus

mi,m2 ( mi,m2

de type 1 et my individus de type 2, est la probabilité Q 1% )ien, [resp.

mi,mz __ mi,ma2
2 - ( 2, )ieN]-
Considérons alors une suite de variables aléatoires (Y, .. ;n,mi,ma, k € N;a =1 ou 2)

indépendantes entre elles et de loi Q"*"™2. Introduisons également les effectifs initiaux Xél)

de type 1 et Xéz) de type 2.

On pose alors, pour a =1 ou a = 2,

Ma
Xr(ﬁk)l - Zyn(jml,m%k‘ si Xﬁl) = my, X,(f) = mgy, pour tous my, mo € N.
k=1
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Le processus (X,sl),Xr(?)) est une chaine de Markov a valeurs dans N2, de matrice de
transition

1 . .
P(i17i2)(j17j2) = P(XT(L-Zl = jlaX(—i-l - ] |X(1) = ZlaX(Q) = 'L?)

n

- 2 o Tt
m=1

ki+-tkiy =jiirittrig=j2 =1

Exemple 3.1.4 Population isolée avec mutation. La situation est la méme que dans
I'exemple 3.1.3, sauf que chaque descendant d’un individu de type 1 (resp. de type 2)
peut "muter" et donc devenir de type 2 (resp. de type 1) avec la probabilité «; (resp.
@), les mutations étant indépendantes de tout le reste. La chaine (Xfll), X)) est encore
markovienne, de matrice de transition donnée par

Py in)(r.go) = Z H Q?};ﬁ( > (1 —ap)” H Q?}Z( , )Oéqznm(l —ap)™mm

A(i1,i2,51,52)

ou A(iy, s, j1,j2) est Pensemble des familles d’entiers ((ki, kj,7m,70,), 0 =1, i1; m =
Lo+ i) telles que 0 <k <k et 0<r <rp avec j;1 = (kx —kj)+ -+ (ki —
ki )4+ri+--+riet jo=k 44k +r—r)+-+(ry, =) .

12

On peut encore compliquer les modéles, en supposant par exemple une reproduction
sexuée, avec des individus males et femelles.

Les probléemes qui se posent alors naturellement concernent le comportement de la chaine
(X1)n quand n tend vers l'infini . Par exemple, y a-t-il extinction de la population (X,, —
0) ou un régime stationnaire (X, converge en un certain sens) ou une "explosion" de la
population (X,, — 400), pour une population simple, ou extinction de I'un des types pour
une population a deux types. Si (X,,), tend vers I'infini, peut-on trouver une normalisation
convenable (une suite a,, tendant vers 0) telle que a,, X,, converge ? Cela donne un ordre de
grandeur de la taille de la population et de la vitesse de convergence. D’autres probléemes
plus complexes peuvent se poser. Par exemple, que se passe-t-il lorsque 'on étudie le
comportement de la population conditionnellement au fait qu’elle n’est pas éteinte a
Iinstant n 7 C’est ’objet de la quasi-stationnarité qui donne un sens mathématique a des
stabilités avant extinction de la population.

Nous n’allons pas pouvoir aborder ces problémes dans toute leur généralité. Nous allons
tout d’abord les développer dans le cadre le plus simple de chaine de Bienaymé-Galton-
Watson.

3.1.2 La chaine de Bienaymé-Galton-Watson

La chaine de vie et de mort la plus simple est la chaine de Bienaymé-Galton-Watson que
nous abrégerons en BGW. C’est une chaine sans immigration, densité-indépendante. On
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Q™ = (@ pour tout m

et ™ est la masse de Dirac en 0. Par suite, on étudie I’évolution du nombre X,, d'individus
de cette population au cours des générations successives n = 0,1,2,... en supposant
que chacun des X, individus de la n-iéme génération engendre un nombre aléatoire Y, j
d’enfants (1 < k < X,,) de sorte que

Xn
Xps1=» Yo (n>0). (3.1.3)
k=1

Les variables aléatoires Y, ; sont supposées indépendantes entre elles et de méme loi.
Cette loi, qui est la loi d’une variable générique Y, est une probabilité sur N, définie par
(g, k € N) et caractérisée par la fonction génératrice g(s) = E(s¥) = >, q.s*. Dans toute
la suite, nous excluons le cas g(s) = s.

La figure 3.1 représente les individus des générations 0 a 3, lorsque Xy = 1, Yy, =
2, Yiin =3, Yia=1 Y1 =2, Yo, =0,Yy3 =1, Yo, = 3. Cette figure représente un
arbre aléatoire.

Xo=1

FiG. 3.1 — L’arbre généalogique du processus de branchement

Ce processus est le prototype le plus simple de processus de branchement, défini & temps
discret et espace d’états discret. La premiére étude sur ces processus de branchement a
été motivée par I’étude de la survivance des noms des familles des aristocrates anglais, et
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plus précisément par I’étude de la non-extinction des descendants males qui seuls trans-
mettaient le nom. Le modéle est ainsi le suivant : N hommes adultes d’une nation qui
portent tous des noms de famille différents partent coloniser un pays. On suppose qu’a
chaque génération, la proportion d’hommes qui ont £ garcons est qx, k € N.

De nombreux phénoménes de dynamique de populations peuvent en fait étre modélisés
par ce type de processus, dont la description est simple, mais qui présentent néanmoins
un comportement non trivial. Le modéle décrit aussi bien la croissance d’'une population
de cellules, ou encore d’une épidémie dans une population, ou la réplication d’une molé-
cule d’ADN en génétique. Considérons par exemple (voir Kimmel-Axelrod [15], Delmas-
Jourdain) une macro-molécule d’ADN qui consiste en une chaine de N nucléotides. En une
unité de temps, cette chaine est répliquée, chaque nucléotide étant copié de facon correcte
avec probabilité p et indépendamment des autres nucléotides. A 'issue de la réplication,
la molécule est détruite avec probabilité g ou bien donne naissance a deux molécules avec
probabilité 1 — g. On s’intéresse alors & la probabilité de disparition de la population de
macro-molécules correctes. Elle est égale a la probabilité d’extinction d’un nom de famille
dans le cas oul ¢y = ¢ (destruction), ¢ = (1 —¢)(1—p") (non destruction mais réplication
incorrecte), g2 = (1 —¢)p" (non destruction et réplication correcte), et ¢ = 0 pour k > 3.

Résultats élémentaires

Une propriété immeédiate, mais fondamentale, est que 0 est un état absorbant :si X,, =0,
alors X, 11 = 0. De maniére équivalente, le temps d’atteinte de 0, c’est a dire

T =inf{n >0, X,, = 0}
est appelé temps d’extinction, au sens ou X, = 0 si et seulement si n > T.

Un probléme biologique important sera de connaitre la loi du temps d’extinction, et en
particulier la probabilité d’extinction partant d’un nombre ¢ d’individus :

pour i > 1. (bien-stir, py = 1).

Une autre propriété importante de cette chaine est la propriété de branchement. Une
chaine de Markov (X,,), a valeurs entiéres a cette propriété si sa loi (en tant que processus)
sous P; est la méme que la loi de

(Zp+ -+ Z)n

ot les (Z7),,7 > 1) sont des chaines de markov indépendantes entre elles, et qui ont
toutes méme loi que la chaine (X,), sous P;. En vertu de (3.1.3), c’est bien le cas ici.
En effet, si Xo = 4, on peut en fait écrire X, = >'_, Z), ot Z}, représente le nombre
d’individus vivant & I'instant n, et descendant du j-iéme individu initial.



3.1. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS DISCRET 5%)

Remarquons d’ailleurs que la propriété de branchement pour une chaine de Markov est
caractéristique des chaines BGW. En effet, la propriété de branchement implique en par-
ticulier que la loi (P;;, 7 € N) est la puissance i-iéme de convolution de la loi (P, 5 € N).
En d’autres termes, on a (3.1.2) avec ¢j" = pi; et 75" = 1. La chaine est donc BGW.
Plus généralement, la propriété de branchement permet de ramener I'étude de P; a celle
de P;. Par exemple,

e Laloi (P]j)jen est la puissance i-ieme de convolution de la loi (P[})jen

e On a

P,(T <n) =P, (T < n). (3.1.4)

Pour ce dernier fait, on remarque que le temps d’extinction de Z! + .- + Z! est le
maximum des temps d’extinction des Z%, 1<y <.

D’un point de vue des propriétés de la chaine, et en particulier du temps d’extinction, un

certain nombre de cas sont triviaux :

e Siqu =1,o0na X, = X, et I'effectif de la population ne varie pas.

e Siqgp<letsign+q =1,0na X, <X, Leffectif de la population décroit. On a
T=1Pi-ps.siq=1et P (T =Fk)=qq " siqg <1 (T suit une loi géométrique).

e Sigp<letqg =0,onaX, >X,, effectif de la population croit, et on a T' = 400
Py-p.s.

Dans la suite on élimine ces 3 cas en supposant que

G0 >0, qg+q<l. (3.1.5)

Proposition 3.1.5 L’état 0 est absorbant, et sous (3.1.5), les autres états sont transients.
Si de plus d est le PGCD des i > 1 tels que g; > 0, les classes sont C' = dN* = {nd,n > 1},
plus tous les singletons {i} avec i ¢ C.

Preuve. D’aprés (3.1.3), si ¢ > 1, on a pjo > (qo)" > 0, donc ¢ méne & 0, alors que 0 ne
meéne pas a ¢ > 1 puisque 0 est absorbant. Donc I’état ¢ ne peut pas étre récurrent. Les
Y, r prennent p.s. leurs valeurs dans {i,¢; > 0}, qui est contenu dans C'U {0}, de sorte
que pour tout n > 1, X,, € C'U{0} p.s.. Par suite, un état i ne peut mener qu’a 0 et aux
points de C' et tout singleton non contenu dans C' est une classe. U

Du point de vue des propriétés ergodiques ou de la stationnarité éventuelle de la chaine
(Xn)n, tout est dit dans la proposition précédente : il y a une seule classe de récurrence
{0} et une seule probabilité invariante, la masse de Dirac en 0. La chaine est stationnaire
si et seulement si elle part de 0 et elle reste alors toujours en 0. Sinon, du fait que tous
les états non nuls sont transients, la chaine n’a que deux comportements possibles, soit
elle converge vers 0, soit elle converge vers +oo.

Du point de vue des applications en revanche, on va répondre a un certain nombre de
questions : le calcul des probabilités d’extinction p;, la loi du temps d’extinction 7', la
vitesse d’explosion si (X,,), tend vers 'infini, etc.
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Le comportement a I’infini

Pour les chaines BGW, nous allons pouvoir décrire le comportement presque-sir de la
chaine, quand n tend vers l'infini. L’outil principal sera la fonction génératrice g de la loi
@ définie ci-dessous sur [0, 1] par

o0

g(s) = qusk = E(s"). (3.1.6)

k=0

On introduit également les deux premiers moments de cette loi (qui peuvent éventuelle-
ment étre infinis)

m = Z kqi ; mo = Z k*qp.. (3.1.7)
k=0 k=0

On sait que ¢ est croissante convexe. Elle est de classe C* sur [0, 1], et est une fois (resp.
deux fois) dérivable a gauche en s = 1 si et seulement si m < oo (resp. my < 00), et dans
ce cas, m = ¢'(1) (resp. ma —m = ¢”(1)). (Pour les propriétés de la fonction génératrice

g, vous pouvez vous reporter au polycopié de 1ére année).

On note g, la n-iéme itérée de g, c’est a dire gogo---og, n fois. On a g,+1 = gog, = g,°g.
Enfin, on pose

sp = inf{s € [0,1], g(s) = s}. (3.1.8)

On a syp>0car gy >0et sy <1carg(l)=1.

On a alors le

Lemme 3.1.6 a) Si ¢'(1) < 1, alors so = 1 et g,(s) croit vers 1 lorsque n /" oo pour
tout s € [0, 1].

b) Si g'(1) > 1, léquation g(v) = v posséde une solution unique sy dans [0,1] et g,(s)
croit vers sg, [resp. décroit], lorsque n /" 0o, pour tout s € [0,v], [resp. tout s € [v,1[].

Preuve. L’application s — ¢(s) de lintervalle [0,1] dans lui-méme est croissante et
strictement convexe. De plus g(1) = 1. Comme nous avons exclu le cas g(s) = s, la
courbe g ne coupe pas ou au contraire coupe la diagonale du carré [0,1]* en un point
distinct de (1, 1), selon que ¢’(1) < 1 ou au contraire que ¢'(1) > 1; ceci se voit bien sur
la figure 3.2. Ainsi, selon le cas, I’équation de point fixe g(v) = v n’a pas de solution ou au

contraire posséde une unique solution dans [0, 1[, ¢’est & dire que soit so = 1, soit so < 1.

a) Lorsque ¢'(1) < 1, nous avons s < g(s) et donc g,(s) < gn+1(s) (puisque gn+1 = gogn)
pour tout s. La limite lim,, g¢,(s) est inférieure a 1 et solution de g(u) = u, elle ne peut
alors valoir que 1.



3.1. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS DISCRET o7

g'(1) <1 g(1)>1
1 1
93Ex§
e ; O i
gla)r —— —r=---- ya
| | G2)f o A
| | s~ A7
| /
- s
| | : o
Y0 x g(x) 1 Y0 v g(x) = 1

F1G. 3.2 — La fonction g et ses itérées dans les deux cas m < 1et m > 1 (v = s0).

b) De méme, si ¢’(1) > 1, nous avons s < g(s) < sp ou s > g(s) > so selon que s < s
ou que s > sg; il s’en suit que g,(s) croit (resp. décroit) avec n selon le cas. La limite
lim,, g,(s), qui est solution de g(u) = wu et est strictement inférieure & 1, (du moins si
s # 1), est alors nécessairement égale a s. U

On a aussi les propriétés suivantes.

Lemme 3.1.7 1) On a1 — g,(s) < m™(1 —s).

2) Sim =1 et my < 00, alors pour tout s € [0,1], la suite 1 — g,(s) est équivalente a
ﬁ quand n — oo, pour tous s € [0, 1].

Preuve. L'inégalité 1 — g(s) < m(1 — s) est évidente, puisque ¢’ est croissante sur [0, 1]
et que ¢’(1) = m. En itérant cette inégalité, on obtient immédiatement ’assertion 1).

Posons a = m";l. On a a > 0 (car m = 1), et un développement au voisinage de s = 1

montre que pour tout s € [0, 1],

1—g(s) = (1 =s)(1=(1=s)(a+(s)), ou limr(s) =0,

S—>1

puisque ¢’'(1) = 1 et ¢”(1) = my — m = 2a. Par suite,
! ! +a+TI(s), ou limI'(s)=0
= a s imI'(s) = 0.
1—g(s) 1-s ot

Nous en déduisons que
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et en réitérant ces égalités pour j =n — 1,--- , 1, on obtient finalement que
1 1 n—1
e S +na+ A,(s), ou A,(s) :ZF(QJ.(S))'

Jj=0

Pour s € [0, 1] fixé, on sait que g;(s) — 1 donc I'(g;(s)) — 0 quand j — oo, puisque

m = 1. On en déduit que A"T(S) — 0 quand n tend vers l'infini, comme limite de Césaro

de la suite (I'(gn(s)))n. Ainsi, quand n tend vers l'infini, on a
1 1 1 2

1_TL _- ~N — =
g (S) nal—i_ﬁ—i_An(S)

na

On a donc montré 2). O

Proposition 3.1.8 Soit G,, la fonction génératrice de X,,. AlorsV n > 0,

Gnia(s) = G (9(s)) - (3.1.9)

En particulier, si nous supposons que Xo =1, on a
Gn(s) = gn(s) (3.1.10)
E/(X,) = E(X,/Xo=1)=m". (3.1.11)

Preuve. On a

k )
Goii(s) = Y E(s=="1y )

par indépendance des Y, , entre eux et avec X,,.

(3.1.10) en découle facilement, puis en dérivant cette expression et en faisant tendre s vers
1, on obtient (3.1.11). O
Ce résultat va nous permettre d’étudier le comportement asymptotique de la suite (X,)n>0

et de calculer notamment la probabilité d’extinction de la population.

Remarquons que X,, 11 = 0 si X,, = 0 et donc les événements {X,, = 0} croissent avec n.
L’événement A = Extinction de la population ” est donc naturellement défini par

A={T < +o0} =U, 1 {X, =0} (3.1.12)

et sa probabilité donnée par
P(A) =1lim T G,(0) .

L’étude la suite (G,(0)), va nous amener & distinguer 3 cas :
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e Le cas sous-critique, quand m < 1,
e Le cas critique, quand m =1,
e Le car surcritique, quand m > 1.

Théoréme 3.1.9 1) Dans les cas sous-critique et critique, (m < 1), on a p; = Pi(T <
o0) = 1. La population s’éteint presque sirement.

2) Dans le cas sous-critique, on a E;(T) < oo, tandis que dans le cas critique, on a
3) Dans le cas surcritique (m > 1), sous P;, la suite X,, converge presque-sirement vers
une limite Xo, qui ne prend que les valeurs 0 et +00 avec les probabilités

pi=Pi(T <0) =Pi(Xoo =0) =5 , Pi(Xoo=+00)=1-35),
ol so €]0,1] a été défini en (3.1.8).

Remarque 3.1.10 Par indépendance des variables (Y, x; n > 1, k > 1) on déduit de
(3.1.3) que E(X,,) = E(Y) x E(X,—1) = (E(Y))™ (par récurrence). Cette derniére égalité
entraine que la population s’éteint lorsque m = E(Y) < 1. En effet, il est facile de voir
que

P;(X, # 0) < Ey(X,,) = m"i . (3.1.13)

On va donner ci-dessous une preuve qui regroupe les 3 cas.

Preuve. La démonstration du théoréme repose sur le lemme 3.1.6.
1) On a {T <n} ={X, =0}, et donc
Pi(T <n) =P(T <n)" = g,(0) (3.1.14)

qui converge vers s}, quand n tend vers I'infini. Ainsi donc, cela entraine que P;(T < oo) =
1 si m <1 dou la premiére partie du théoréme. De plus, P;(T < oo) = s} quand m > 1.

2) On a aussi

Ei(T) = PyT >n)=> (1-ga(0)).

n>0 n>0

Le lemme 3.1.7 entraine immédiatement que si m < 1, alors E{(7T") < oo, puisque dans ce
cas, la série de terme général m™ est convergente. De plus, nous avons vu que le temps
d’extinction de X, sachant que Xy = 7 est le maximum des temps d’extinction des sous-
populations issues de chaque individu. Ainsi, pour tout i € N*, E;(T") < oc.

Sim =1 et my < 00, alors par la deuxiéme partie du lemme, on sait que E,(7") = oo (la
série harmonique diverge), ce qui entraine alors que E;(7") = oo pour tout ¢ > 1. On a
donc montré Passertion (2) du théoréme. Si mgy = 00, la preuve est plus délicate. Toutefois
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on peut accepter I'idée intuitive suivante, qui peut se justifier mathématiquement. La
loi de branchement va charger plus les grandes valeurs entiéres et I'espérance du temps
d’extinction devrait étre plus grande que dans le cas ou my est fini, et donc E;(T) = cc.

3) Il reste a étudier le comportement asymptotique de X,, quand m > 1.

Lorsque m > 1, I'extinction n’est pas certaine puisque P(A) = sy < 1. Rappelons que
I’état 0 est absorbant et que les autres états sont transients. Donc deux cas seulement
sont possibles : ou bien X,, = 0 a partir d’un certain rang (c’est l’extinction), ou bien
X, — 00 (c’est 'explosion). Ces deux événements complémentaires ont pour probabilités
respectives s et 1 — s). Cela conclut la preuve du théoréme. U

La formule (3.1.14) donne en fait la fonction de répartition du temps d’extinction T, et
donc sa loi, sous P; et sous P;. On a :

0 s n=>0
P(T =n) = { 9n(0) — gn—1(0) si  neN* (3.1.15)

1—sg si n=-4o0.

Remarquons que dans le cas surcritique, 1" est une variable aléatoire a valeurs dans N U
{+o0}.

Remarque 3.1.11 Nous avons montré que, dans le cas ou la population initiale est

composée de ¢ individus, nous nous trouvons dans I'un des 3 cas suivants.

e Lorsque m < 1, la probabilité de " non-extinction a l'instant n " tend vers 0 a une
vitesse géométrique puisque, comme on l’a vu,

e Lorsque m = 1, cette méme probabilité tend beaucoup plus lentement vers zéro. Plus
précisément, a vu que si mo < 00,

21

n(mg — 1)

lorsque n — oo.

e Lorsque m > 1, X, tend vers 0 ou vers +o0.

Dans le cas surcritique, il est intéressant de préciser a quelle vitesse X, tend vers l'infini,
sur 'ensemble {T" = oo}, qui est donc de probabilité strictement positive 1 — so. Nous
nous limitons au cas my < 00.

Théoréme 3.1.12 Sim > 1 et mo < 00, la suite % converge P;-p.s. vers une variable
aléatoire U qui est presque-sirement strictement positive sur l’ensemble {T = oo}, et telle

que E;(U) =i.
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Ce résultat nous dit que sur I’ensemble ol il n’y a pas extinction, la croissance de X,, vers
+00 est exponentielle (en m™). C’est ’expression probabiliste de la loi de Malthus.

Preuve. Posons U,, = % Considérons la filtration (F,), formée de la suite croissante
de tribus F,,, ou F, est la tribu engendrée par les (X, k& < n). Comme m et ms sont les
deux premiers moments des variables Y, x, on a en utilisant (3.1.3) que

Ei(Xp1|Fn) = mX, ; Ei(X20|Fn) = maX, + m* X, (X, — 1), (3.1.16)
et donc
ma
Ei(Uyi1|Fn) = Uy, 5 E(U2 L |F,) <U2+ — 7 Un: (3.1.17)

Par suite, F;(U,) =i et, comme m > 1,

. . n .
m m , m
E(Usy) < B(U7) + mTfQ <P ?22 jzom_J <P m(m—il)

On en déduit finalement que U, est une martingale, dont les moments d’ordre 2 sont
uniformément bornés. Elle converge donc P;-presque-stirement et en moyenne vers U.
(Voir le cours de MAP 432). En particulier, E;(U) = i. Il reste a montrer que U > 0,
P;-p.s. sur {T' = oco}. On pose r; = P;(U = 0). En vertu de la propriété de branche-
ment, la loi de U sous P; est la méme que celle de U 4 --- + U?, ou les U’ sont des
variables aléatoires indépendantes de méme loi que U sous ;. Par suite, on a 7; = (r;)".
Par la propriété de Markov, on a

P, (U = 0|Fy) = Px, (U = 0) = .

En prenant 'espérance, on obtient r; = E;(r;") = g(ry). Ainsi, 71 est solution de 1’équa-
tion g(s) = s, équation qui dans [0, 1] admet les deux solutions sy et 1. Or E;(U) = 1
implique que r; = P;(U = 0) < 1, donc nécessairement r; = sq et r; = sj), ¢’est a dire que
P;(U = 0) = P;(T < o0). Mais a 'évidence, {T < oo} C {U = 0}, donc nécessairement
{U > 0} Pi-p.s. sur {T" = oo}. O

Relation entre processus de BGW et modéle de généalogie

Etudions le comportement d’un processus de BGW conditionné a rester de taille constante
N. Nous allons voir que dans ce cas, pour une loi de reproduction du BGW bien précise,
la loi conditionnelle est liée au modéle de Wright-Fisher, que nous étudierons en détail
dans le chapitre "Génétique des populations".

Théoréme 3.1.13 Considérons un processus X de BGW, dont la loi de reproduction est
une loi de poisson de parameétre m. Alors, conditionnellement au fait que X garde la méme
valeur N, la répartition des descendants de chaque individu de la génération précédente

(Y1, -+, Yn) suit une loi multinomiale de paramétres (N, %, e %)
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Preuve. Soit D; le nombre de descendants de 'individu 7 dans le modéle de BGW condi-
tionné a rester de taille N. Soit (k1,---,ky), un N-uplet d’entiers de somme N. On a
alors

]P)(-Dlzkla"'7DN:kN> = P(K:k177YN:kN|X1:N)

[T, P(Y; = ki)
Pu(X; = N)

car les variables aléatoires Y; sont indépendantes. Appelons comme précédemment ¢ la
fonction génératrice de la loi de reproduction, qui est supposée étre une loi de Poisson de
parameétre m. On a pour tout s € [0, 1]

9(s) = exp(=m(1 = 5)),

et la fonction génératrice de X; sous Py est g(s)" = exp(—Nm(1 —s)). La loi de X sous
Py est donc une loi de Poisson de paramétre m/N. Nous en déduisons que

N ks

m N!
P(Dy =k, -, Dy=ky) = [[e™

Pl k! e=mN(Nm)N

N! 1\"
T Ryl k! (N) ‘

Nous reconnaissons ici la loi multinomiale de parameétres (N, %, e ,%) O

3.1.3 Chaine BGW avec immigration

On vient de voir que la chaine BGW a un comportement limite “dégénéré” en un certain
sens, et il n’y a pas de probabilité invariante hormis la masse de Dirac en 0. La situation
devient différente, avec notamment 1’existence possible de probabilités invariantes non
triviales, lorsqu’on ajoute une immigration.

Nous reprenons donc le modéle introduit au Chapitre 3.1.1, en supposant que pour tout
m7

Q=0 ; n"=n
Ainsi, la chaine de vie et de mort densité-indépendante avec immigration est décrite par
m
Xogp1 = ZYn,k +Z, si X, =m, pour m € N. (3.1.18)
k=1

Les variables aléatoires (Z,,), ont la méme loi 7 qu’une variable aléatoire Z.

La différence essentielle avec la chaine simple (sans immigration) est que 0 n’est plus un
état absorbant, puisque pg; = 7; est strictement positif pour au moins un ¢ > 1.

Certains cas sont inintéressants :
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e Siny =1, on se raméne au cas précédent.

e Sigy =1, X,,11 = Z, et la chaine se réduit a une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi.

e Sigy=0,ona X,,1 > X, + Z, et la population ne peut avoir un temps d’extinction
fini.

Dans la suite, on suppose donc que

O<q<1l,q<1,n<1L. (3.1.19)

On gardera la notation m du paragraphe précédent, qui désigne I'espérance de la loi de
reproduction. Il faut bien comprendre que chaque immigrant, une fois arrivé, se comporte
de la méme maniére que les autres individus et donc engendre un arbre de BGW composé
de ses descendants, avec la méme loi de reproduction.

Les théorémes suivants décrivent alors le comportement du processus de BGW avec immi-
gration. Ces théorémes généralisent le cas sans immigration, et sont plus subtils & montrer.
Nous ne donnerons que des démonstrations partielles.

Théoréme 3.1.14 Supposons m < 1. Notons In™ Z = sup(In Z,0). On a alors la dicho-
tomie suivante.

E(lnt Z) < 0o = (X,,) converge en loi.
E(lnt Z) = 0o = (X,,) converge en probabilité vers + oo.

Remarquons que ce théoréme entraine en particulier la convergence de (X,,), si m < 1 et
E(Z) < 0.

Théoréme 3.1.15 Supposons m > 1. On a alors la dichotomie suivante.

E(ln" Z) < 0o = limm "X, existe et est finie p.s..

n

E(In* Z) = 0o = limsupc "X, = oo pour toute constante ¢ > 0.

Pour prouver ces théorémes, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.16 Soient (y,(s, -+ des variables aléatoires indépendantes et de méme loi
distribuée comme (. Alors pour tout ¢ > 1,

E(ln* () <o = Z&"Cn < 00 p.S.

n>1

E(ln" () =00 = limsupc "¢, = 0o p.s.

n
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Preuve du lemme Par le théoréme de Borel-Cantelli, on peut prouver que pour toute
suite de v.a. Wy, Wy, - -+ positives indépendantes et équidistribuées (de méme loi que W),

Wi,
limsup— =0 ou oo

suivant que E(WW) est fini ou non. En effet, soit € > 0. On a alors

ZP(% >e) =3 > PW,=i)=> Y PW,=1i) —Zé]P’(W—z’) = éIE(W).

n i>ne i op<l %
€

Ainsi, si E(W) < oo, par le Théoréme de Borel-Cantelli (voir Polycopié MAP 311), on a
que P(limsup, {** > €}) = 0, ce qui entraine que la suite (%), converge p.s. vers 0.
Si au contraire E(W) = oo, et puisque les W; sont indépendantes, alors la probabilité

ci-dessus vaut 1, et donc % tend vers I'infini.

En utilisant ce résultat, nous montrons le lemme. Remarquons que si les résultats asymp-
totiques annoncés sont vrais pour la sous-suite des ¢, > 0, ils seront encore vrais pour
tous les (,. On pose alors W,, = In"(¢,) et on définit a := Inc > 0. Alors on a
¢ "¢, = exp—n(a — %) tant que ¢, > 1.

Preuve. (du Théoréme 3.1.14). Remarquons que le processus de BGW avec immigration
X issu de 0 et évalué a la génération n vérifie

n
X, ameéme loi que E &k,
k=0

ou les & sont indépendants et pour chaque k, & décrit la contribution a la génération n
des immigrants arrivés a la génération n — k. Ainsi & décrit un processus de BGW sans
immigration lié a la loi de reproduction Y, & la génération k.

Nous noterons (; la condition initiale de &g, c’est-a-dire le nombre d’immigrants a la
génération n — k. Remarquons que & = (,, & est égal au nombre d’enfants des ¢,
migrants de la génération n — 1, etc. De plus, chaque (x a méme loi que Z, donc

IE(anr 7Z) = I[?j(hfr Q).
Nous cherchons donc & déterminer si
Xoo = Z gka
k=1

avec &, tous indépendants, est fini ou infini. On peut montrer (grace a ce qu’on appelle
la loi du tout ou rien), que X est fini p.s. ou infini p.s. Soit G la tribu engendrée par
toutes les variables (i, k € N. Supposons tout d’abord que E(In™ Z) < co. On a alors

E(Xs|G) =) G,
k=0
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En effet & a pour loi (, 'espérance conditionnelle de &; sachant G est égale a ’espérance
du nombre d’individu de la premiére génération issue de (; individus, c’est-a-dire (;m, etc.
On peut alors appliquer le lemme 3.1.16 (puisque m < 1), et on en déduit que I'espérance
conditionnelle est finie p.s., ce qui entraine que X, est fini p.s.

Par un argument un peu plus compliqué que nous ne développerons pas ici, on peut mon-
trer la réciproque, a savoir que si X, est fini p.s., alors E(In"(Z)) < co. O

Preuve.(du Théoréme 3.1.15). Considérons tout d’abord le cas ou E(In" Z) = oo. Alors
grace au lemme 3.1.16, on sait que limsup, c™"Z, = oo, pour tout ¢ > 1. Puisque
X, > Z,, on en déduit le résultat.

Supposons maintenant que E(In™ Z) < co. On appelle F, la tribu engendrée par Xo, X;, - -

ainsi que par toutes les variables aléatoires Z;, k € N. On a alors

X 1
n+1 o
]E(mn+1 |fn) - anrlE(Zl Y + Zn+1|f‘n)
Xn Zn+1

mn mnt+1 '

Nous en déduisons que (22),, est une sous-martingale, et que, par une récurrence immé-
m
diate,

X, " 7
E(—|Fo) = X, —, tout n > 1.
<m"| 0) 0+;mk pour tout n >

Le lemme 3.1.16 entraine alors que (%)n est une sous-martingale avec des espérances

bornées, et donc elle converge p.s. vers une variable aléatoire finie p.s. (Pour la définition
d’une sous-martingale et le théoréme de convergence, voir MAP 432). U

3.1.4 Les probabilités quasi-stationnaires

Nous venons de voir que dans les cas sous-critique ou critique, la chaine de BGW s’éteint
presque-sirement. Nous verrons ultérieurement qu’il en est de méme pour des processus
décrivant certaines dynamiques de populations densité-dépendantes. Mais le temps né-
cessaire a I’extinction peut-étre trés long (par exemple dans le cas critique) et dans une
échelle de temps qui n’est pas I’échelle de temps humaine. On peut alors dans certains
cas observer une apparente stationnarité de la population avant ’extinction. Notre but
dans ce paragraphe est de donner un sens mathématique a cette stabilité avant extinc-
tion. Mathématiquement, et par analogie avec la définition d’une probabilité invariante
(ou stationnaire), on donnera la définition suivante.



