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Introduction

Modéles aléatoires en biologie

Les termes biologie ou sciences du vivant ont des spectres trés larges : ils re-
couvrent a la fois I’étude de phénomeénes a I’échelle microscopique, macroscopique,
ou mésoscopique. Du coté de “I'infiniment petit”, on peut citer par exemple la re-
cherche de séquences sur un brin d’ADN, I’étude des échanges moléculaires dans une
cellule, ’évolution de tumeurs cancéreuses, I'invasion de parasites dans une cellule.
A T'opposé, parmi les problémes macroscopiques, mentionnons ceux des comporte-
ments de grands groupes d’individus et leurs interactions (extinction de populations,
équilibre des éco-systémes, équilibre proies-prédateurs), ou des problémes de géné-
tique de populations (recherche d’ancétres communs & plusieurs individus dans une
espéce, phylogénie).

Dans la modélisation mathématique de ces différents phénoménes, quelque soit
leur échelle, I'introduction d’objets de nature aléatoire est trés fréquente. Il y a
plusieurs raisons a cela parmi lesquelles les deux suivantes. D'une part, ’aléa peut-
étre intrinséque au phénomeéne a étudier, auquel cas, une approche probabiliste est
inévitable. On peut penser par exemple a 'existence ou non d’une mutation aux
cours de la réplication de ’ADN.

D’autre part, 'introduction de quantités aléatoires est motivée par le principe
général suivant : méme si un phénoméne biologique semble présenter un certain
nombre de caractéristiques déterministes, il résulte le plus souvent d’interactions
entre un grand nombre d’individus (molécules, espéces) dont le comportement est
complexe et soumis a une grande variabilité. Un modele déterministe cherchant a
décrire I’évolution globale du phénoméne au cours du temps et prenant en compte
le comportement de chaque individu, résulterait en un gigantesque systéme d’équa-
tions le plus souvent non résoluble en pratique. La démarche probabiliste consiste a
supposer que le comportement de chaque individu est aléatoire (la complexité et la
variabilité sont alors cachées dans 1’aléa) puis d’utiliser la théorie des probabilités (loi
des grands nombres, théoréme limite central etc.) pour en déduire I’évolution globale
du phénomeéne. Cela permet ainsi, & partir d’'une description individuelle / micro-
scopique trés précise d’en déduire des comportements globaux / macroscopiques de
maniére rigoureuse, qu’ils soient déterministes ou aléatoires.



i INTRODUCTION

Objectif du cours

L’objectif de ce cours est d’illustrer, a travers quelques exemples significatifs, la
richesse de I'approche probabiliste dans la modélisation de phénomeénes biologiques.
Nous chercherons ainsi & comprendre, en utilisant des modéles aléatoires, 1’évolution
temporelle, ou dynamique, de ces différents phénoménes. Ce faisant, nous serons
le plus souvent obligé de simplifier le systéme biologique pour obtenir un modéle
plus facile a étudier mathématiquement. Une difficulté de cette démarche est donc
d’obtenir un bon compromis entre le réalisme biologique du modéle d'une part et
la faisabilité des calculs d’autre part. L’approche probabiliste est de ce point de
vue plus riche qu’une simple approche déterministe puisqu’elle prend en compte
la variabilité individuelle. Une autre qualité de cette approche est le fait que des
problémes biologiques trés différents (par exemple par les échelles de taille : génes -
cellules - bactéries - individus - colonies) peuvent avoir des comportements aléatoires
de méme type et correspondre a des modéles analogues.

L’existence d'un modéle mathématique permettra de pouvoir quantifier numéri-
quement certains phénomeénes et de pouvoir prédire certains comportements : par
exemple montrer qu'une certaine population va s’éteindre et calculer I’espérance du
temps d’extinction. Evidemment, on peut toujours (et il le faut !) se poser la question
de la justification du modéle. Une étape ultérieure, dans le cas ot I’on peut obtenir
des données observées pour le phénoméne qui nous intéresse, est de construire des
tests statistiques, qui permettront, ou non, de valider le modéle.

Les modeéles que nous étudierons sont élémentaires et dans la mesure du possible,
nous chercherons & démontrer rigoureusement la plupart des énoncés les concernant.
Cependant, pour aller plus loin et sachant que I'auditoire n’est pas composé d’étu-
diants en mathématique, certains résultats seront admis. Nous nous efforcerons alors
d’expliquer les grandes lignes de leur preuve, ou en quoi ils sont “naturels”. De méme,
nous introduirons certains concepts avancés, par exemple celui d’équation différen-
tielle stochastique, comme des “boites noires” : nous utiliserons ces concepts et les
propriétés associées sans justification.

Le plus souvent, nous considérerons des modéles discrets (I’espace et le temps
sont discrétisés) mais aussi des modeéles continus, et nous passerons parfois des uns
aux autres. Ainsi, dans un modéle discret, quand la taille d’'un systéme est tres
grande, il devient difficile de décrire le comportement individuel / microscopique de
ses individus. Nous changerons alors d’échelle de taille de population et d’échelle de
temps (passage au continu), pour nous ramener a des approximations plus facile-
ment manipulables du point de vue mathématique (résultats théoriques et calculs).
Dans certaines échelles, nous obtiendrons ainsi des approximations déterministes,
qui ont été historiquement les premiéres introduites pour décrire ces évolutions.
Dans d’autres échelles, nous obtiendrons des approximations aléatoires. C’est ainsi
que nous introduirons par exemple le mouvement brownien, un des objets central de
la théorie des probabilités et de la modélisation de phénomeémes aléatoires.



Chapitre 1

Autour du modéle de Wright-Fisher

L’objet de ce chapitre est de modéliser des phénoménes complexes intervenant
en génétique des populations. Précisément, on s’intéresse a 1’évolution, au cours du
cycle reproductif, de la fréquence des alléles dans une population de taille finie. Dans
ce cadre, I'introduction de modéles aléatoires est motivée d'une part par la grande
complexité du cycle reproductif qui fait qu'une modélisation déterministe aboutirait
a un systéme non résoluble en pratique et d’autre part le fait des phénomeénes aléa-
toires sont intrinséquement mis en jeu au cours de la reproduction (par exemple, les
mutations des alléles).

1.1 Ce que 'on cherche a modéliser

Comme nous le ferons dans la suite du cours, nous commencgons par décrire
le probléme concret que ’on souhaite modéliser. Pour ce faire, rappelons quelques
b
points de vocabulaire en rapport avec la génétique :

— une cellule biologique est dite haploide lorsque les chromosomes qu’elle contient
sont chacun en un seul exemplaire. Le concept est généralement opposé a
diploide, terme désignant les cellules avec des chromosomes en double ;

— un gamete est une cellule reproductrice de type haploide. Chez les humains et
la plupart des animaux, la reproduction génétique met en jeu une succession
de phases diploides et haploide (phase de formation des gamétes) ;

— un locus est un emplacement sur le chromosome. Il peut contenir un géne;

— les alléles sont des versions différentes de I'information génétique codée sur un
locus. Par exemple, les types “rids” et “lisses” des pois, dans les expriences de
Mendel, correspondent a des alléles distincts. Dans le cas du géne déterminant
le groupe sanguin, I'un des alléles code le groupe A, un autre pour le groupe
B, et un troisiéme alléle détermine le groupe O ;

— Davantage sélectif d’un alléle est une mesure qui caractérise son aptitude a se
transmettre, et qui dépend ainsi de ’aptitude qu’il confére & son porteur & se
reproduire, survivre...
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1.1.1 La problématique

Nous cherchons ici & modéliser la reproduction des individus dans une population
de taille finie, en particulier nous cherchons & décrire la transmission de leurs alléles
et I’évolution des fréquences alléliques au cours du temps. Commencgons par mettre
en évidence quelques difficultés que souléve cette modélisation.

Dans une population haploide, la proportion des individus portant un alléle
donné fournit directement la fréquence de cet alléle dans la population. Mais dans
les populations diploides, les génes sont associés par paires. Ainsi, les fréquences
génotypiques ne peuvent pas en général se déduire des fréquences alléliques. Suppo-
sons par exemple que 1'on a deux alléles A et B. Une population avec 50% de génes
A et 50% de génes B peut-tre constituée uniquement d’homozygotes AA et BB, ou
uniquement d’hétérozygotes AB, ou de divers proportions entre ces 3 génotypes. Par
exemples, les deux populations ci-aprés de trois individus, ont les mémes fréquences
alléliques : (AA,AB,BB), (AB,AB,AB).

Dans une situation concreéte, le cycle reproductif n’est pas synchronisé : plusieurs
générations co-existent et interagissent.

La taille de la population évolue au fur et & mesure de la reproduction, pour
calculer les fréquences il faut actualiser le nombre d’individus & chaque étape du
processus.

Tout au long du cycle reproductif, des mutations peuvent affecter les alléles.
Par ailleurs, il se peut que des alléles bénéficient d'un avantage sélectif et soient
“sur-représentés” d’une génération a ’autre.

1.1.2 Hypothéses simplificatrices

Etant la complexité du phénoméne & décrire, nous allons faire ici des hypothéses
trés simplificatrices. Ainsi, nous nous restreindrons a la description de la fréquence
allélique d’un seul géne et supposerons que :

— le géne d’intérét se présente sous deux (et seulement deux) alléles distincts,
notés A et B,

— la taille de la population reste constante au cours du temps, égale a N,

— les générations ne se chevauchent pas : a chaque instant k, la k—iéme généra-
tion meurt et donne naissance aux N individus de la (k4 1)—iéme génération,

— chacun des enfants choisit son parent uniformément parmi tous les individus
de la génération précédente et indépendamment des autres,

— la reproduction a l'instant k£ ne dépend pas des reproductions précédentes.

Il semble intuitif qu’un alléle puisse finir par 'emporter sur 'autre car. C’est
ce phénomeéne, appelé dérive génétique, que 'on souhaite en particulier décrire et
quantifier.
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1.2 Modeéle de Wright-Fisher et variantes

Dans cette section, nous introduisons différents modéles, du plus simple au plus
complexe permettant de rendre compte du phénomeéne de dérive génétique.

1.2.1 Le modéle idéal de Hardy-Weinberg

En 1908, Hardy et Weinberg ont publi¢ indépendamment un premier modéle
concernant la structure génotypique d’une population. Dans ce modéle, on fait un
certain nombre d’hypothéses permettant de simplifier les calculs, et qui le rendent
essentiellement déterministe (nombre infini de gameétes, population de taille infinie).
Précisément, on suppose que :

— les gameétes s’associent au hasard indépendamment des génes considérés (hypo-
thése de panmixie). Cette hypothése revient & dire que 'on considére une urne
avec une infinité de gamétes qui sont appariés au hasard, sans tenir compte
du sexe de l'individu;

— la population a une taille infinie. Par la loi des grands nombres, on remplace
la fréquence de chaque alléle par sa probabilité ;

— la fréquence des génes n’est pas modifiée d’'une génération a la suivante par
mutation, sélection , migration.

Sous ces hypothéses, supposons qu’en un locus, les probabilités des alléles A et
B soient p et ¢ = 1 — p. Alors, a la deuxiéme génération, aprés appariement d’une
gaméte male et d’'un gaméte femelle, on a le génotype AA avec probabilité p?, le gé-
notype BB avec probabilité ¢? et le génotype AB avec probabilité 2pg. Cette structure
génotypique est connue sous le nom de structure de Hardy-Weinberg. Mais alors,
puisque chaque individu a deux copies de chaque géne, la probabilité d’apparition
de l'alléle A dans la population, a la deuxiéme génération sera M = p*+pq = p.
De méme, la fréquence de I’alléle B sera ¢. Ainsi, étant donné les hypothéses faites,
on peut énoncer la loi de Hardy-Weinberg :
“Dans une population isolée d’effectif illimité, non soumise a la sélection et dans
laquelle il n’y a pas de mutation, les fréquences alléliques restent constantes.”

Remarque 1.2.1. Cette loi a permis de démonter 'un des premiers arguments anti-
Darwin a savoir que dans le modeéle darwinien I'hétérogénéité de la population a
tendance & disparaitre. Il n’en est rien : en ’absence d’influences extérieures, la
théorie de Mendel assure (sous des hypothéses fortement réductrices) la préservation
de la variabilité des génotypes.

Si les accouplements sont panmictiques, les fréquences génotypiques se déduisent
directement des fréquences alléliques et restent donc constantes, et égales a p?; 2pq ;
¢*. Le modéle se réduit a un calcul de probabilité sur les fréquences alléliques, et
I’'on peut se ramener & un modéle haploide.
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1.2.2 Modéle de Wright-Fisher

Alors que dans la population de taille infinie les fréquences alléliques sont stables
au cours des générations en 'absence de sélection et de mutation (loi des grands
nombres), les fréquences alléliques varient aléatoirement dans des populations de
taille finie. Cela est di a la variabilité dans la distribution des génes d’une génération
a l'autre. Pour permettre un traitement mathématique pas trop compliqué, le modéle
de Wright-Fisher modélise la transmission des génes d'une génération a l'autre de
maniére trés schématique.

Définition du modéle

On fait 'hypothése de générations séparées, ce qui est une simplification consi-
dérable du cycle de reproduction. Ici, une population de M individus est représentée
par un vecteur de N = 2M alléles. On notera par n € N les indices de générations.
Dans le modeéle de Wright-Fisher, le parent de chaque individu de la génération n+1
est distribué uniformément dans la n—iéme génération. On suppose également que
la population d’individus est de taille finie et constante égale & M (on cultive des
petits pois et a chaque génération on en garde M). Chaque individu est caractérisé
par deux types (ou alléles) A et B qu’il transmet par hérédité. On a donc N = 2M
alléles. Le modéle de Wright-Fisher est un modéle neutre. Cela veut dire qu’il n’y a
pas d’avantage sélectif associé a I'un des deux types (qui favoriserait la reproduction
d’un des alléles). Il n’y a pas de mutation (modéle simpliste dans la pratique mais
trés intéressant dans une premiére approximation).

Nous voulons étudier la fréquence allélique des deux alléles A et B & un locus
donné, au fil des générations. Supposons que 'on connaisse les fréquences alléliques
a une certaine génération n. Quelles vont-elles étre & la génération n+17 On suppose
que les individus peuvent se reproduire de maniére indépendante les uns des autres,
et que la nouvelle génération est formée de N génes choisis uniformément dans
une urne gamétique que l’on suppose infinie (il existe des milliers de gamétes), et
dans laquelle la répartition allélique est celle de la génération n. Ainsi, le modéle qui
consiste a choisir M individus d’alléles A ou B a la génération n+1 (et donc N = 2M
alleles), et & compter ceux d’alléles A, devrait suivre une loi hypergéométrique. Mais
I’hypothése d’urne infinie de gamétes permet d’approcher cette loi hypergéométrique
(tirages simultanés) par une loi binomiale qui ne prend plus en compte le nombre
d’individus mais seulement les proportions des 2 alléles dans I'urne et qui correspond
a un tirage avec remise. Du fait de la neutralité du modéle, tous les individus sont
échangeables, et seule la répartition des alléles a une importance. Définissons

XY = nombre d’individus de type A a la génération n

Proposition 1.2.2. Pour tout n € N, pour tous i et j dans {0,..., N}

- () (0 (-4)”
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Démonstration. Par définition, pour tout n € N, la variable XTJLV prend ses valeurs
dans {0,..., N}. Il est clair que

PIXN,=0]XY=0)=1, et PX),,=N|X)=N)=1.

Plus généralement, soit 2 < i < N — 1. Conditionnellement au fait que XY = i,
la fréquence de Dalléle A la génération n est i/N et celle de 1'alléle a est 1 — i/N.
Ainsi, a la génération suivante, chaque individu tire son parent au hasard, sans se
préoccuper des autres individus. Cela correspond donc & un tirage avec remise, et
le nombre d’individus d’alléle A & la (n + 1)—iéme génération, sachant que X2 = i
suit alors une loi binomiale B(N,i/N). Ainsi,

stz =o- G (6 (-4)

Remarque 1.2.3. Dans les modéles non neutres que nous verrons dans la suite (avec
mutation, ou sélection), les individus ne seront plus échangeables, et la probabilité
de “tirer” un individu d’alléle A connaissant XY = i ne sera plus uniforme.

[]

Remarque 1.2.4. D’aprés la proposition, si on note p; = i/N, on aura
E(XN, | XY =i) = N xp, =i

et donc

E(X, — XY | X =1) =0,

var(X 2,

n+1_X7JzV‘XTJLV=i)ZNXpi(l—pi):i(l_i)'

N

Nous nous intéressons a la transmission de 1’alléle A. Les questions importantes
sont les suivantes : l'allele A va-t-il envahir toute la population? Ou l'alléle B? En
combien de temps ? Aura-t-on co-existence ?

Probabilité et temps de fixation

Le premier pas dans la description de dérive génétique, ou encore de la fixation
de I'alléle A est le suivant :

Théoréme 1.2.5. La suite (X),>o est une chaine de Markov & espace d’états fini

et c’est également une martingale bornée. La matrice de transition P de la chaine
est donnée pour tous i et j dans {0,..., N} par

w9

Les états 0 et N sont deux états absorbants pour la chaine.
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Démonstration. Par définition, le processus (X¥),so prend ses valeurs dans l'en-
semble {0, ..., N} Il est clair que ce processus définit une chaine de Markov puisque
la loi de X2, conditionnellement a la connaissance de X} est parfaitement défini
par le calcul précédent. La forme de la matrice de transition a été calculée dans
la proposition précédente. Par ailleurs, si JF,, désigne la filtration engendrée par
Xy, ..., XY ona

N N
E(XN [ Fa) =D i xP(XY, =51 Fa) =Y x PO, =4 | X))
j=0 j=0
N N XN J XN N—j
2 (G) () (%)
, J N N
7=0
XN
=Nx 2 =X
X N n

Ainsi, le processus (XV) est une martingale, bornée par zéro et N. Il est clair que
les états 0 et N sont absorbants. O

Remarque 1.2.6. Remarquons que comme le processus (X} ), est une martingale,
la proportion d’alléle A est constante en moyenne si et seulement si le modéle est
neutre : il n’y a pas d’avantage sélectif pour un alléle. On verra dans une prochaine
section comment la sélection influe sur cette dynamique

Nous allons maintenant étudier comment les alléles se fixent dans dans la popu-
lation d’individus de taille donnée N, en temps long. Nous allons donc faire tendre
n vers 'infini.

Théoréeme 1.2.7. Quand le nombre de générations n tend vers linfini, la suite de

variables aléatoires (X2 )0 converge presque-siirement vers une variable aléatoire
XN a valeurs dans {0, N}. De plus

PXY = N | XY =)= -
( 00 | 0 2) N

Remarquons que P(XY = N) est la probabilité de fixation de I’alléle A dans la
population et que P(XY = 0) est sa probabilit de disparition, i.e. la probabilité de
fixation de alléele B.

Démonstration. La suite (X) est une martingale bornée, elle converge donc lorsque
n tend vers l'infini. Seuls les points 0 et N sont absorbants, les autres états étant
transitoires. La limite X est donc une variable aléatoire & valeurs dans {0, N}. Le
calcul de la probabilité est immédiat. O
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Pour avoir une idée du temps que la fixation met pour avoir lieu, étudions la
probabilité que deux copies d'un méme locus choisies au hasard (sans remise) portent
des allles différents (hétérozygotie). Soit h(n) cette probabilité, dans le cas ou ces
copies sont choisies dans la n—iéme génération. Calculons tout d’abord la probabilité
H,, d’avoir I'hétérozygotie, conditionnellement & la connaissance de X¥. Lorsque
XN =, on a facilement

G

()
Plus généralement, H, est donc la variable aléatoire donnée par
XN\ (N=-XF
(i) () 2XV(N = X))
(N ) N(N -1)

2

H, =

On en déduit alors I'expression de la probabilité h(n) :

Proposition 1.2.8. L’hétérozygotie est donnée par

h(n) = E(H,) = (1 . %)H]E(HO).

Remarque 1.2.9. Remarquons que si I’'on part avec une seule copie d’alléle A, alors
XV =1, et Hy=2/N. Ainsi, h(0) = 2/N, la probabilité qu’a la génération n, deux
copies choisies au hasard aient deux alléles différents vaut

2 ) 1\"
N N/
Cela nous donne la vitesse de décroissance de I’héteérozygotie en fonction du temps.

Une question naturelle est consiste a décrire la loi de T' le temps de disparition
d’un des deux alléles, par exemple en estimant son espérance. Pour le modéle de
Wright-Fisher cette question est délicate : il n’existe pas de formule simple pour
tout N. En effet, si 'on note m; 'espérance du temps d’absorption de la suite
(XN)n>O en zéro ou en N, sachant que Xy = i, on a mg = my = 0 et, grace a la
propriété de Markov,

N
7=0

Ce systéme a N — 1 inconnues n’est pas facile a résoudre. Il est possible d’utiliser
I'ordinateur pour trouver une valeur approchée déterministe de la solution. Cepen-
dant, dés que N est un peu grand, des problémes dus au fait que les coefficients p;;
sont trés petits risquent de fausser le résultat.

On peut aussi utiliser une méthode probabiliste pour estimer la quantité m; via
une méthode de Monte-Carlo.
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Il est toutefois possible de trouver un équivalent des m; lorsque la taille de la
population tend vers l'infini. Notons Z la chaine de Markov définie par Z,, := X /N.
Bien entendu, le temps d’atteinte de {0, N} pour la suite (X%),>¢ est égal au temps
d’atteinte de {0,1} pour la chaine Z. Pour tout x € {0,1/N,...,1}, notons t(z)
I’espérance de T lorsque Z, = z. Sachant que Z, = x, Z; s’écrit x + X ou X est
tel que N(X — x) suit la loi binomiale B(N,x). On a alors, d’aprés la propriété de
Markov et la définition de X, on a t(z) = E(t(z + X) + 1) = 1 + E(t(z + X)).

Supposons que t soit proche d'une fonction de classe C*°. Puisque la variable
aléatoire X est bornée, on peut écrire

tlx+ X) =t(x) +t'(x)X + %XQ +O(|X ).

Or, il est clair que E(X) = 0, E(X?) = z(1 — x)/N. D’autre part, en vertu du
théoréme limite central, la loi de v N X est proche de la loi N(0,z(1—x)) et ainsi, par
exemple, E(X*) est de I'ordre de N2. En résumé, on obtient expression suivante :

z(1—x)

" -3/2
o (@) + OV ).

tx) =1+t(x)+
On pourrait donc dire que la fonction ¢ doit ressembler a la fonction y solution de

vz €]0,1], '(z) = —x(f—]jx)

et y(0) =y(1) =0.
On obtient alors 'approximation suivante.

Proposition 1.2.10. Si N est grand et x = i/N alors

m(7) ~ —2N(zlnz + (1 —z)In(1 — x)).

su;
7[I:
60-{ Espérance du temps de sortie
50-{
dﬂ:
3[I:

204

FiG. 1.1 — Estimation du temps de fixation pour N = 40.
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1.2.3 Modéle de Wright-Fisher avec sélection

Les différents alléles procurent & I'individu qui en est doté des capacités plus ou
moins grandes dans tous les domaines de son développement et de sa reproduction :
viabilité, potentiel attractif, fertilité etc. C’est la fameuse sélection naturelle. Tentons
de quantifier ceci. Bien que 'adaptation d’un individu & son environnement soit
déterminée par de nombreux facteurs, nous supposerons ici qu’il n’est déterminé
que par le locus qui nous intéresse. Nous supposerons de plus que la sélection ne
s’opére que sur le critére de viabilité.

Supposons que les adaptabilités des deux alléles A et B soient données par 1+ s
et 1, c’est-a-dire que qu’un individu porteur de ’alléle A a 1 + s fois plus de chances
de survivre qu'un individu porteur de I’alléle B. Si 'on suppose qu’a la génération
n il y a ¢ individus possédant 1’alléle A, I'avantage sélectif se traduit par le fait que
la probabilité d’obtention de l'alléle A sera donnée par

o i(1+s)
P ity + N =i

Comme précédemment, on aura alors de fagon formelle
N YN N\ N—j

Notons (7;); les probabilités de fixation de la chaine en N (avant 0) lorsque X{¥ = i.
La propriété de Markov assure que

N
T = E DijTy, avec 7T0:O€t 7TN:1.
J=0

La pression de sélection est trés faible en pratique. Supposons que s soit de 'ordre
N~ et posons o = Ns. Par le méme raisonnement que dans la preuve de la propo-
sition 1.2.10, on peut écrire, pour z = i/N

7(z) =E(r(x + 2)) = n(z) + 7' (2)E(Z) + 7T”égc)IE(Z2) +0(12%).

En tenant compte de la sélection, on a Z = Y/N — z ou Y suit la loi B(N, (1 +
s)x/(sx + 1)) donc

(1+s)x se(l—z) 1

E(Z) = 2l T Tarl T Nozx(l —z)+ O(N7?),
E(Z%) = V() + E(YV)/N — o) = wa(l —2) + O(N?),

E(|1Z]°) = O(N*?).
La fonction 7 semble donc proche de la solution de I’équation différentielle suivante :

2"(z) + 202 (x) =0, avec z(0) =0 et z(1) =1,
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c’est-a-dire

1 — 6—20450

m(x) ~ z(z) = T

Les figures suivantes proposent une illustration de ’estimation de la probabilité et
du temps moyen de fixation de ’allele A pour N =30 et a = 2, et N = 30 et a = 10.

Probabilité de sortir & droite

10{
DBE
OGE
0]

0.2

F1G. 1.2 — Probabilité de fixation de A pour N = 30 et o = 2.

Espérance du temps de sortie

4 —— Estimation
18 1dc

Fi1G. 1.3 — Espérance du temps de fixation pour N = 30 et o = 10.

Supposons que N = 10%, s = 107* et x = 0, 5. Alors a = 20 et 7 = 0,999955. En
I'absence de sélection (s = 0), on a bien sir 7(0,5) = 0,5. Méme le faible avantage
0,0001 (inobservable en laboratoire ou par des mesures statistiques) est pourtant
suffisamment grand pour avoir un effet déterminant sur la fixation des alléles. Bien
que cet effet soit imperceptible sur une génération, il I’est jusqu’a l'instant de fixation
car le temps de fixation est trés grand.
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1.2.4 Modéle de Wright-Fisher avec mutation

Supposons maintenant qu’au cours de la reproduction, on ait des mutations de
I’alléle A vers 1’alléle B avec probabilité py et de 1’alléle B vers I'alléle A avec probabilité
ts. On suppose toujours que le modeéle est neutre, c’est-a-dire que les deux alléles ont
le méme avantage sélectif. Alors si 'on désigne toujours par (X),>o le processus
qui décrit le nombre d’alléles A & la génération n, on sait que la loi de X, est
une loi binomiale de paramétres qui dépendent de la répartition de l'alléle A & la
génération n. Si on a 7 copies de 'alléle A & la génération n, cette répartition sera

donnée par

) 7
pi = N(l_MA)+ (1—N) %53

Alors XY suit une loi binomiale B(N, p;), et on a

. . N\ s
BOXN, = XN = i) = (j) 11— po)-

Remarque 1.2.11. Notons que dans ce modéle ot les mutations d’un alléle a 'autre
sont possibles, les états 0 et IV ne sont plus des états absorbants.

La matrice de transition de X~ n’a que des coefficients strictement positifs. La
chaine est donc irréductible, récurrente (positive) et apériodique. Elle admet donc
une unique mesure de probabilité invariante (py), <k<n €t, pour toute mesure initiale
v et tout 7,

]P)V(szzv = ]) — Pj-

n—oo

Par raisonnement similaire au cas sans mutation, on a
E(Xpy | X =) = (1— )i+ ps(N — ) = Npg + (1 — pua — pis)i,
et donc
E(X}Y 1) = Nps + (1 — pun — ) E(X)).

On peut ainsi calculer 'espérance de X2 et de la mesure invariante (par passage a
la limite) :

N pg

E(X,) =
Ha +

N g ) N
+ (E(x) - 1= pia — )" —— .
( o) = S e

Toutefois, on ne dispose pas d’expression explicite pour la mesure invariante de la
chane de Markov.
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1.2.5 Modéle avec mutation et sélection

Plus généralement, on peut définir un modéle de Wright-Fisher avec sélection et
mutation, ol

(14+s)(t(1 — ) + (N —i)as)
14+ 9)(i(1 — 1) + (N —i)as) +icq + (N —i)(1 — )

pi:(

Remarquons que la différence p; — i/N exprime la différence due a la sélection
et a la mutation dans le modeéle déterministe de population infinie. Les fluctuations
statistiques dues a la taille finie de la population apparaissent a travers le com-
portement aléatoire de la chane de Markov, qui se traduit par les probabilités de
transitions ;.

Il est rarement possible, pour une telle chaine, de calculer les probabilités d’in-
térét. Nous verrons au dernier chapitre du cours que si la taille N de la population
est grande, et si les effets individuels des mutations et de la sélection sont faibles,
alors le processus peut étre approché par un processus de diffusion pour lequel il
sera plus facile d’obtenir des résultats quantitatifs.



Chapitre 2

Arbres de Galton-Watson

Dans ce deuxiéme chapitre, nous abordons la dynamique des populations a tra-
vers le modéle simple des arbres de Galton-Watson. On souhaite modéliser 1I’'évolu-
tion du nombre d’individus d’une population qui se reproduit, est potentiellement
soumise a une pression environnementale, de la prédation etc. La population en
question peut étre composée d’individus microscopiques (bactérie, cellules cancé-
reuses) ou macroscopiques (baleines, groupes d’espéces en interactions etc.). Dans
ce contexte, I'introduction d’aléa permet de prendre en compte la grande variabilité
du nombre de descendants d’un individu a ’autre, de leur survie etc..

2.1 Ce que 'on cherche & modéliser

Commencons par introduire deux exemples de situations “concrétes” qui peuvent
étre modélisées efficacement grace aux arbres de Galton-Watson. Nous reviendrons
sur ces exemples dans la section 2.2, aprés avoir déterminé les propriétés théoriques
de ces arbres aléatoires.

2.1.1 Extinction des baleines

On souhaite modéliser 1’évolution d’une population de baleines (femelles) que
I’'on observe réguliéerement dans une région du globe. L'unité de temps est un an.
En 1994, des études statistiques estimaient leur nombre & 150. On suppose que l'on
connait (i.e. que 'on a pu estimer statistiquement) la probabilité qu'une baleine
meure, désignons cette probabilité par 5 €]0, 1[. De méme, supposons que l'on ait
déterminé la probabilité annuelle o €]0, 1] qu’une baleine donne naissance & un petit
femelle. On souhaite répondre au questions suivantes :

1. La population de baleines va-t-elle s’éteindre ?
2. Si oui, au bout de combien d’années la population aura-t-elle disparue ?

3. Peut-on relier qualitativement ou quantitativement 1’extinction aux valeurs de
aet B7

13
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2.1.2 Croissance d’une population d’insectes

Dans ce second exemple, on considére une population d’insectes dont la durée de
vie est d'un jour. Ces derniers sont soumis & une forte prédation si bien que malgré
un nombre important de descendants a chaque ponte, au plus 3 individus survivent
et sont aptes & se reproduire & nouveau. Ainsi, in fine, chaque individu a un nombre
de descendants qui varie entre 0 et 3.

1. Peut-on affirmer que la population d’insecte va exploser ?
2. Si oui, & quelle vitesse ? Autrement dit, quelle sera la taille de la population &
la génération n ?

3. Quel effet aurait une augmentation du nombre de prédateurs?

2.2 Arbres de Galton-Watson

Le processus de Galton-Watson décrit précisément 1’évolution d’une population
asexuée au fil de générations qui ne se recoupent pas. Soit P = pgdg + p101 + - - - une
loi de probabilités sur N appelée loi de reproduction, par exemple une loi géométrique
ou une loi de Poisson. On passe de la génération n a la génération n + 1 comme
suit : chaque individu de la génération n fait, indépendamment de tout le reste, un
nombre aléatoire d’enfants de loi P puis meurt. Si Z,, désigne le nombre d’individus
de la génération n € N, alors Z; représente la taille de la population initiale et Z,,
vérifie ’équation de récurrence

Zn,
ZnJrl = E Xn+1,k
k=1

ol les variables aléatoires (X, ), <, 15, sont i.i.d. de loi P, indépendantes de Z,. On
adopte la convention ), = 0 de sorte que si Z,, = 0 alors Z,,; = 0. Pour tout
neNet ze N, ona

£(Zn+1 | Z(), ey Zn) = ﬁ(Zn+1 | Zn) et ﬁ(Zn+1 | Zn = Z) = P**.

La suite (Z,),, ainsi construite est donc une chaine de Markov & valeurs dans
=
I’ensemble N et de noyau de transition

P(z,-) = P*.
L’état 0 est absorbant (extinction de la population). Le temps d’extinction est
T:=inf{n>0: 2, =0} € NU{oo}.

Ce modéle rudimentaire de dynamique de population ne tient pas compte du sexe.
Cependant, de nombreux modéles sexués peuvent s’y ramener, en ne considérant par
exemple que 'un des genre (les baleines femelles) ou en rassemblant mes individus
de sexe opposé par couples etc.
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Remarque 2.2.1 (Arbre de Galton-Watson). La suite (Z,),, issue de Zy = 1 se
représente comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P. La variable
Z, est le nombre de noeuds de profondeur n. Un arbre r-naire correspond a P =
0, mais on prendra garde au fait qu’il ne s’agit pas d’un graphe r-régulier car la
racine (Abraham) posséde 7 voisins tandis que tous les autres sommets (descendants
d’Abraham) possédent r + 1 voisins.

F1G. 2.1 — Un exemple d’arbre de Galton-Watson.

On effectue a présent les observations suivantes :

— Le comportement de (Z,), 5, se raméne au cas Zy = 1 car' conditionnellement
a {Zy = k}, la suite (Z,),, a la loi de la somme de k copies indépendantes
et identiquement distribuées partant de 1.

~ Sip,=1pourun z € Nalors P =4, et donc Z,1, = 22, = --- = 2" 7.

— Sipg=0et py <1lalors P(Z, /o0|Zy=1)=1. Autrement dit, la taille de
I'arbre tend vers l'infini avec n (comparer au jeu de pile ou face).

— Sipo+p = 1alors P(Z, \,0]|Zy = 1) = 1. Autrement dit, 'arbre s’éteint
presque stirement et la loi du temps d’extinction 71" est géométrique.

Ces observations nous conduisent a supposer que dans toute la suite :

Zo=1, 0<po<po+pi <1, p,<1pourtout ze N.

Notons qu’on a alors Z; ~ P car Z; = 1. Dans toute la suite, on note
m:=E[Z]]=p1 +2p2+---

la moyenne de la loi de reproduction P (lorsque cette moyenne existe), et o € R,

sa variance
o = E[Z]] - E[Z/]*.

1est la propriété de branchement : Z@+Y) 4 g7 +ZW on Z®) et ZW) sont indépendants.
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Théoréme 2.2.2 (Moyenne et variance). Si m existe alors E(Z,) = m"™ pour tout
n >0 et si 0? < oo alors Var(Z,) = a*(m™(m™ — 1))/(m? — m) prolongé en no? si
m = 1.

Démonstration. La formule de espérance découle de E(Z,,41 | Z,) = mZ, et Z; = 1.
Pour la variance, E(Z2,,| Z,) = Z, (0 +m?) + Z,(Z, — 1)m?* et donc

E(Zn1) = E(Za) (0 +m?) + (E(Z;) — E(Z,))m”.
Un calcul conduit alors a la récurrence linéaire Var(Z,, 1) = Var(Z,)m?+m"o?. [

On adopte la terminologie suivante polarisée par le paramétre m :
— cas sous-critique (m < 1) : E(Z,) \, 0
— cas critique (m=1) : E(Z,) =1
— cas sur-critique (m > 1) : E(Z,) / o

Les formules pour E(Z,,) et Var(Z,) peuvent étre obtenues en utilisant une fonction
génératrice. La fonction génératrice g :€ [0,1] — [0, 1] de la loi P est la série entiére
réelle

g(s) = E(s*11) =) " p.s”.
z=0
Remarque 2.2.3. Si la loi P a un moment d’ordre 7, on a alors

lim g(r)(S) = ]E(Xl,l(Xl,l — 1) e (Xl,l —7r+ 1)),

s—1

(on parle de moment factoriel d’ordre r de P). En particulier, on a
Jd(1)=m, et ¢'"(17)=c*+m*—m.

La fonction génératrice du nombres Z,, d’individus dans I’arbre a I'instant n s’obtient
trés facilement en fonction de g :

Théoréme 2.2.4 (Génératrice). Pour tout n > 1 la fonction génératrice g, de Z,
vérifie
In = gon‘
Démonstration. On a g3 = g car Zy = 1. Pour tout n > 1 et tout s € [0, 1],
Gnr1(s) = E(s%1) = E(E(s7[Z,)) = E((E(s™)) %) = E(9(s)™) = gul(g(s))-
O

Remarque 2.2.5 (Du processus de Galton-Watson au processus de Fisher-Wright).
Considérons le cas ot la loi de reproduction P est une loi de Poisson Poi(\) et soit
N € N*. On a alors

LU Xnst1se s Xnsin) | Zo = N, Zys1 = N) = Multinom(N, (1/N, ..., 1/N)).
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Ainsi, le processus de Fisher-Wright est relié au processus de Galton-Watson de
loi de reproduction Poisson conditionné a étre de taille constante. Le processus de
Galton-Watson ne décrit que I’évolution de la taille de la population, et ne dit rien
a ’échelle individuelle.

Remarque 2.2.6 (Population totale). La population totale T,, = Zy+- - - + Z,, vérifie

1 — mn+1
On peut obtenir une formule similaire pour la variance (exercice!). Il est également
possible de calculer la fonction génératrice de la population totale limite T, dans le
cas m < 1.

Remarque 2.2.7 (Au dela du modéle simple). L’étude du processus de Galton-
Watson peut étre considérablement raffinée. Le modéle lui méme peut étre enrichi
et modifié afin de tenir compte de diverses situations d’intérét : existence de sexes
différents, survivance des individus a plusieurs générations, immigration, émigration,
ete.

2.2.1 Probabilité d’extinction

Nous déterminons a présent la probabilité d’extinction de ’arbre. Nous établis-
sons tput d’abord la dichotomie suivante :

Théoréme 2.2.8 (Dichotomie). Presque sirement, soit le processus s’éteint c’est-a-
dire lim,,_,o, Z, = 0 soit il tend vers l'infini c’est-a-dire lim,, o, Z, = co. Autrement
dit,

lim Zn = OOl{T:oo}-

n—oo

En particulier, on a

P(lim Z, =00) =1—-P(T < o0) =P(T = ).
n—oo
Démonstration. Comme py > 0, on a P(z,0) = p§ > 0 pour tout z € N*, et comme
0 est absorbant, on en déduit que tout z € N* est transitoire. Or presque stirement,
la chaine ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire, et donc presque

stirement, soit la chaine est capturée par 1’état absorbant 0 soit elle diverge vers
I’'infini. O

Le théoréme 2.2.8 suggére de considérer la probabilité d’extinction P(T" < o).
On a

{T < 0} ={lim Z, =0} = U,>0{Z, = 0}.
La suite ({Z,, = 0}),>0 est croissante et la probabilité d’extinction vérifie donc

P(T < o0) = P(lim Z, = 0) = P(Upso{Z, = 0}) = lim P(Z, = 0).

n—oo n—oo
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Or du théoréme 2.2.4 on tire P(Z, = 0) = g,(0) et donc

P(T < 00) = lim g,(0).
Théoréme 2.2.9 (Probabilité d'extinction). Sim < 1 alors P(T < o) = 1 tandis que
sim > 1 alors P(T < 00) est l'unique racine de l’équation g(s) = s pour 0 < s < 1.

Démonstration. La probabilité d’extinction P(T" < oo) = lim,, o, ¢°*(0) est un point
fixe de g (i.e. g(s) = s) car g : [0,1] — [0, 1] est continue. La fonction g est convexe

car
0o

g"(s) = Z(z +2)(z+1)$p, 0.
z=0
Comme py + p; < 1, la fonction g est en fait strictement convexe (elle est affine
lorsque py + p1 = 1). D’autre part, g(0) = py €]0,1[ et g(1) = 1 (voir dessin ci-
aprés). Par conséquent, si ¢’(17) = m < 1 alors le graphe de g est au dessus de la
premiére bissectrice et 1 est le seul point fixe. Si ¢’(17) = m > 1 alors le graphe de g
traverse une et une seule fois la premiére bissectrice sur I'intervalle ]0, 1] et g admet
un second point fixe s €0, 1[. Reste a observer que si m > 1 alors ¢'(1) =m > 1 et
donc 1 n’est pas un point fixe attractif. O

g(1)>1

F1G. 2.2 — Racine de I’équation g(s) = s.

Exemple 2.2.10 (Loi de reproduction Poisson). Si P = Poi(\) alors m = X et g(s) =
e~ et donc si A < 1 alors la population s’éteint presque siirement tandis que si
A > 1 alors la probabilité d’extinction s est 'unique solution sur ]0, 1[ de 1’équation

A =log(s)/(s—1).
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Exemple 2.2.11 (Loi de reproduction géométrique). Si P = Geomn(p) =}, 5, ¢"pdn
alors m = q/p et g(s) = p/(1 — sq) et donc si p > 1/2 alors la population s’éteint
presque strement tandis que si p < 1/2 alors la probabilité d’extinction s est 'unique
solution sur ]0, 1[ de I’équation gs* — s + p = 0. Un petit calcul fort agréable donne

s =p/q.

On a donc la classification suivante d’apres le théoréme 2.2.9 :
— cas sous-critique (m < 1) : la population s’éteint p.s.
— cas critique (m = 1) : la population s’éteint p.s.
— cas sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité € ]0, 1|

Pour étudier plus finement la suite (Z,), 5, on introduit la suite (Y;,), 5, définie par

Z A
Y, = L
E(Z,) m»

Son utilité vient du fait qu’elle constitue une martingale pour la filtration naturelle :

E(Xniir+ -+ Xoirz, | Z0)  mZn
E(Yoi1 | Yo, ..., Y,) = (Xni11 — 41,70 | Zn) = Y,.

On a E(Y,) = 1. Comme (Y,),-, est une martingale positive, elle converge p.s.
vers une v.a.r. positive Y,,. La suite (Zn)n>o se comporte asymptotiquement comme

2.2.2 Cas sous-critique

Dans le cas sous-critique, i.e. lorsque m < 1, le théoréme 2.2.9 affirme que
Z, — 0 presque strement tandis que le théoréme 2.2.2 donne E(Z,) = m" — 0
et Var(Z,) — 0 (si 0% < o0). Les résultats suivants donnent une image plus fine
de la situation. On a tout d’abord la proposition suivante qui donne la vitesse de
décroissance de la probabilité de non-extinction : celle-ci est bien de 'ordre de m™.

Proposition 2.2.12. Dans le cas sous-critique, pour tout i,n € N*, on a :

i(1 —m)m"t! (1 —1)m"
Pi(Zn > 0) 2 o2(1 —m") + mrti(1 —m) (1 a T) '

Pour n assez grand, on a

m(1 —m)

s—im" < Py(Z, > 0) <im".

g

Démonstration. On admettra ce résultat. O

La proposition ci-aprés permet de donner un équivalent du temps d’extinction
de la population.
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Proposition 2.2.13. Dans le cas sous-critique, pour tout iN*, on a :

log(i) —loglog(i) (. o? ' log(4) 1
o (1 ) << g

En particulier, lorsque la population initiale est grande, i.e. lorsque i — 400, on a

_log(i)
BT Toglm)]

Revenons a nos baleines

On revient a 'exemple de la population de baleines. D’aprés les données de la
section précédente, la loi de reproduction est donnée par

po=03p=0-0)1-a),p=al-3).

En 1994, des estimations ont montré que pg = 0,06 et o = 0,038. On a alors
m = p +2py = (1 — )1+ a) =~ 0,976 < 1. Nous sommes bien dans le cas
sous-critique, avec 02 = p; + 4p, ~ 0, 095.

Cherchons pendant combien d’années nous pouvons étre certains qu’avec 99% de
chances, il n’y aura pas extinction. On fait le calcul en appliquant la proposition
2.2.12. On obtient ainsi

m(1 —m)

P(Z, > 0|X, = 150) > 0.99 <= im™ > 0.99,

¢’est-a-~dire

log(m)
Ainsi, avec 99% de chances et si il n’y a pas de changement environnemental, les
baleines survivront jusqu’en 2144.

, t.e. n < 150.

Cherchons maintenant en quelle année les baleines seront éteintes, avec 99% de
chances. On a P(X,, = 0/X, = 150) > 0,99 dés que im™ < 0,01, c’est-a-dire
n > 395. Ainsi, avec 99% de chances, nous pouvons assurer que si il n’y a pas de
changement environnemental, les baleines auront disparu en 23809.

2.2.3 Cas critique

Si m = 1 alors le théoréme 2.2.9 donne Z,, — 0 p.s. On a Z, =Y, (donc Y, =0
p.s.) et le théoréme 2.2.2 donne E(Z,,) = 1 et Var(Z,,) — oo (si 0 < 00). Notons qu'il
ne peut pas exister de v.a.r. intégrable Z telle que Z,, < Z pour tout n > 1 car cela
entrainerait par convergence dominée que 1 = lim,, ., E(Z,) = E(lim,,_o Z,) = 0.
Le cas est critique!
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Théoréme 2.2.14 (Cas critique). Sim =1 et 0 < oo alors

1. limy oo =P(Z,, > 0) = 202

2. limy oo B(Zy | Z, > 0) = 02

3. L(n"*Z,| Z, > 0) tend quand n — oo vers la loi exponentielle de parameétre

2072,

Remarque 2.2.15 (Piége). Le 2. n’est pas une conséquence directe du 3. car la
convergence en loi n’entraine pas la convergence des moments, en particulier n’en-
traine pas la convergence des espérances. Un contre exemple est fourni par (Zn),@l
qui converge p.s. vers 0 donc en loi vers dp mais 1 = E(Z,,) ne converge pas vers la
moyenne de Jy qui est 0. Le théoréme affirme cependant qu’il y a convergence de
I'espérance de n='Z,, vers I'espérance 202 de la limite en loi de n='Z,.

Démonstration. La formule de Taylor avec reste intégral en 1 a 'ordre 2 donne
1
g(s) =s+ 5(1 —5)20% + (1 — s)%a(s)

avec « bornée sur [0, 1] et lim,_,; a(s) = 0. I en découle que

I g(s) —s B 302+ afs) _0—_2 )
1—g(s) 1—3_(1—g(3))(1—3)_1—%(1—5)02—(1—3)04(3)_2+5()

ol # est comme a. Comme (g,);, converge uniformément vers 1, il vient

n—1
1 1 1 1 1 1 2
lim—< — ):lim—g ( - )ZU—
n—oon\1—gn(s) 1-—s n—oo M4 1—g(gr(s)) 11— gi(s) 2

uniformément pour tout s € [0, 1[. Par conséquent, on a

WP(Z, > 0) = n(1 — gn(0)) = (1 <; _ 1> + 1>_1 2

n

1 —g,(0) n o
De la méme maniere, comme Z,1{7,-0y = Z, on a
E(Z,1¢z,>01) E(Z,) 1 o?
E(n'Z,| Z, > 0) = s = = —(1—g,(0 —.
(72| )= B2, >0) o g@) a0 7S
Toujours de la méme maniere, on a pour tout ¢ € R’ , en notant s, = e t/m,
el 1 — gn(sn)
E(e % | Z, > 0)=1— —" =
( | ) = 0 (0)

“a —1gn(o>> <%<1 - gln<sn) 1 —15) Tl i Sn)>_1

2 2 1 -1 1 9 00
—1-2(Z + - = 5 = —/ et 2% dy.
2\ 2 t 1+ 2 a2 Jo
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2.2.4 Cas sur-critique

Dans le cas sur-critique m > 1, le théoréme 2.2.9 donne Z,, — oo p.s. Le théoréme
2.2.2 donne E(Z,,) = m" — oo et Var(Z,) — oo. étudions la convergence de Y, vers
Y.

Théoréme 2.2.16 (Cas sur-critique). Si m > 1 et 0® < oo alors (Y,), 5, converge
p.s. et dans L? vers une v.a.r. Yoo > 0 de moyenne 1 et de variance o®/(m? —m).
De plus, la transformée de Laplace s € Ry +— Loo(s) = E(e™Y>) de Y., vérifie

Ll (0)=—1 et Ly(ms)=g(Ly(s)) pourtoutseR,.
Démonstration. La martingale (Y;,), 5, est bornée dans L? car par le théoréme 2.2.2 :

Var(Z,) + E(Z,)? o? o?
m2n m?2—m  m*(m?—m)

E(Y?)

qui converge car m > 1. Par conséquent, (Yn)@O converge p.s. et dans L? vers une
v.a.r. Y, dont les deux premiers moments sont la limite de ceux de Y,,. Il est possible
de procéder directement sans faire appel a un théoréme de martingales, grace au fait
que la convergence L? est ici assez rapide. En effet, par le théoréme 2.2.2 on obtient,
pour tout n, k > 0,
o2 1l—m7*

E((Yosr — Yn)?) = P B
Comme m > 1, ceci montre que (Y;,),,5, est une suite de Cauchy dans L*. Comme L?
est complet, elle converge vers une v.a.r. de carré intégrable Y. La série >~ JE((Y,,—
Y..)?) converge également (grace a la borne géométrique en m =" sur E((Ya, — Y;,)?)
obtenue en faisant tendre k vers l'infini), ce qui montre par le théoréme de conver-
gence monotone que (Y,), 5, converge p.s. vers Yo.. Les deux premiers moments de
Y., s’obtiennent facilement.

Pour la transformée de Laplace, on a L _(0) = —E(Y,) = —1. De plus, la

transformée de Laplace s € Ry +— L, (s) = E(e™*¥") de Y,, vérifie pour tout n > 0

Lys1(ms) = fapr(e 1) = g(fule™mm)) = g(La(s)),

d’ott Lo (ms) = g(Loo(s)) quand n — oo car Ly, = lim, .o Ly, et f est continue. [

Remarque 2.2.17. Comme E(Y,) =1 et Y, > 0 on en déduit que P(Y,, > 0) > 0.
Sur {Y, > 0} on a Z,, = m"Y,, — oo et on retrouve P(T" < oo0) < 1. On peut se
demander si l'inclusion {Y,, > 0} C {T" = oo} est une égalité p.s. La réponse est
positive car on a

P(Yeo =0) =P(T < ).

Pour le voir, on écrit, pour tout z € N*,

n—oo

P(Yoo =0|Zy =2) =P(lim Y, =0| Z; = z) = P(lim Y, = 0)* = P(Yx = 0)7.

Or Z; ~ P donc P(Y, =0) = g(P(Y = 0)) donc P(Yo, =0) = P(T < o0).
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Revenons a nos insectes

Une étude statistique a permis de montrer qu’aprés prise en compte de la pré-
dation, la loi de reproduction des insectes est bien approchée par la répartition
suivante :

p0:1/67 p1:1/3a p2:1/37 p3:1/6

On vérifie aisément qu’on est bien dans le cas sur critique, avec m = 3/2 > 1.
Autrement dit, avec une probabilité strictement positive (calculer sa valeur en exer-
cice!), la taille de la population augmente exponentiellement vite avec n, et le dernier
théoréme permet de comprendre les fluctuations autour de la courbe n — (3/2)".

2.2.5 Immigration

Les arbres que nous avons considérés jusqu‘a présent représentaient des popu-
lations isolées. Dans de nombreuses situations concreétes, il est naturel de prendre
en compte 'arrivée éventuelle d’individus extérieurs a la population initiale, c’est
I'objet des processus de Galton-Watson avec immigration. Le processus de Galton-
Watson avec immigration (Z,),, -, issu de Zo est défini par

Z"

Zpy1 = ZXn+1,k + It
k=1

pour tout n > 0, ou les variables (Xn,k)@l’ )>1 sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi P sur N, et les variables (/,),, indépendantes et identiquement
distribuées de loi P, sur N, toutes ces variables formant avec Z; une famille indépen-
dante. En comparaison avec la définition précédente du processus de Galton-Watson,
les variables I,, représentent le nombre d’individus nouveaux venant de I'extérieur a
la génération n.

On suppose que P et P, possédent une moyenne m et m. et une variance o? < oo et
03 < 00, et que Zy = 1. Soit F,, la tribu engendrée par Zy, (X; ;) Ii,.... I,
Pour tout n > 0,

1<i<n,j>1

E(Zn+1 ‘ fn> = mZn + m+
d’ott on tire (récurrence linéaire) que pour tout n > 1,

n

m" —1
E(Z,) = (m” +— m+> Lz + (1 +nmy)l,—;.

Pour la variance, on a
E(Z2 1 |Fo) = Zu(o® +m?) + Zy(Z, — 1)m® + 2Z,mmy + 05 +m?,
ce qui donne (exercice : en déduire une formule pour Var(Z,))

Var(Zy,41) = Var(Z,)m* + 0°E(Z,) + o7
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Théoréme 2.2.18 (Cas sur-critique). Sim > 1 alors (Yy),5o = (Zn/m"),,5, converge
p.s. et dans L? vers une v.a.r. Yoo = 0 qui vérifie* et E(Yy) =1+ m,/(m —1).

Démonstration. La suite (Y,),,-, est une (fn)n>o—sous-martingale car
E(Y, | Fo1) =Yoo +m™"my 2 Y, 4.
On a E(Yy) =1et E(Y,) =E(Y,-1) + m ™m, pour n > 1 d’ou
EY,) =1+ m '+ +m ")my.

Comme m > 1 et Y,, > 0 on obtient sup,, E(|Y,|) = sup,, E(Y,,) < oo, et un théoréme
de Doob sur les sous-martingales bornées dans L' entraine que (V) converge
p.s. vers une v.a.r. Y, > 0 intégrable (la convergence a lieu dans L' si la suite est
uniformément intégrable). Nous devons établir que la convergence a lieu dans LZ.
Comme m > 1, on a

E(Y?) = m *"Var(Z,) + m *"E(Z,)*

n

ce qui donne ¢ := lim,, ., E(Y;?) < oo car m > 1, et pour tous n, k > 1,

E((Yorx — Yo)?) = E(Y,,) + E(Y,)) — 2E(YoiYs)
=E(V,) + E(Y,2) — 2E(E(Vosk | Fo)Ya)
=E(Y2) +E(Y;?) = 2B((Y, + (m ™" 4+ m ™" my)Y,)
=BV ) —EY) —2(m™" 4 m ™ )my E(Y,)
=04 0p—oo(1l) =€ — 0p—00(1) + 0500 (1).

Par conséquent, (Yn)n>0 est de Cauchy dans L? et converge donc dans L?. O

211 est possible de calculer Var(Y,,) (exercice!).



Chapitre 3

Marches aléatoires planes

Ce chapitre est consacré a l'introduction de la marche aléatoire simple et de
deux de ses variantes, la marche aléatoire a boucles effacées et la marche aléatoire
auto-évitante. Les marches aléatoires sont des objets centraux en théorie des proba-
bilités et dans ses applications, au sens ou elles constituent 1’archétype de nombreux
processus stochastiques (chaines de Markov, martingales) et ou elles permettent de
modéliser un grand nombre d’objets ou de phénomeénes naturels. Nous commengons
précisément par motiver I'introduction des marches aléatoires via la modélisation de
deux phénomeénes biologiques. Nous donnons ensuite la définition mathématique de
la marche aléatoire simple et de ses variantes, en rappelant un certains nombres de
leurs propriétés.

3.1 Ce que I’'on cherche & modéliser

Nous nous limiterons ici essentiellement & la modélisation de deux objets ou
phénomémes naturels. Nous chercherons tout d’abord & expliquer le phénomeéne de
diffusion d’une particule de pollen dans I’eau, i.e. nous expliquerons pourquoi, en
I’absence de toute force extérieure, les grains de pollen se meuvent de fagon erratique
dans I’eau. Nous chercherons ensuite a décrire la géométrie typique d'un polymeére,
i.e. la forme typique d’'une longue molécule obtenue par concaténation d’un grand
nombre de briques élémentaires.

3.1.1 Déplacement d’une particule de pollen

En 1828, un botaniste du nom de Robert Brown rend compte de ses observations :
une particule de pollen (observable au microscope) plongée dans I’eau est animée de
mouvements aussi rapides qu’irréguliers. De nombreuses explications plus ou moins
farfelues furent proposées pour rendre compte de ce phénoméne mais peu & peu une
thése s’imposait : le mouvement observé serait lié¢ aux chocs de la particule de pollen
avec les molécules d’eau. A la fin du dix neuviéme siécle, les points suivants avaient
établis empiriquement :

25



26 CHAPITRE 3. MARCHES ALEATOIRES PLANES

1. le mouvement est incessant, il est trés irrégulier et la trajectoire semble ne pas
admettre de tangente ;

2. deux particules (de pollen) semblent se déplacer indépendamment (si elles ne se
choquent pas), méme si la distance les séparant ne dépasse pas leur diamétre ;

3. le mouvement est d’autant plus rapide que la particule est petite, que la tem-
pérature est élevée, et d’autant plus lent que le fluide est visqueux;

4. la composition et la densité de la particule n’ont aucun effet.

Remarque 3.1.1. Le premier point fut admis aprés une expérience de trente ans et
I’observation de liquides prisonniers de quartz vieux de plusieurs milliers d’années.
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F1G. 3.1 — Trajectoire brownienne empirique observée par Perrin (Les atomes).

L’intuition qui précede la modélisation est la suivante. La particule de pollen est
« énorme » par rapport aux molécules d’eau. A chaque instant, d’innombrables chocs
ont lieu entre la particule de pollen et les molécules qui 'entourent. Ces chocs se
répartissent en moyenne de maniére uniforme sur la surface de la particule. Pourtant
un instant donné il peut y avoir plus de chocs sur une partie que sur une autre.
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F1a. 3.2 — Chocs entre les molécules d’eau et le grain de pollen.
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3.1.2 Géométrie des polyméres

Intéressons-nous maintenant a la géométrie des polymeéres. Un polymere est une
molécule composée d'une longue chaine de monoméres reliés entre eux par des liai-
sons chimiques. Les monomeéres peuvent étre des unités relativement simples comme
le méthyléne CHs, ou plus complexe comme les paires de base adénine-thymine and
cytosine-guanine de 'acide désoxyribonucléique (ADN). Les polymeéres peuvent étre
classés en deux grandes famille :

1. les homopolymeéres, dont tous les monomeéres sont identiques ;

2. les copolymeres, constitués d’au moins deux types de monomeéres.

Dans ce dernier cas, 'ordre des monomeéres peut étre périodique ou aléatoire.

F1G. 3.4 — Structure de la molécule d’ADN.

Le polymeéres abondent dans la nature, I'une des raisons a cela étant la multi-valence
des atomes de type carbone, oxygéne, nitrogéne ou sulfure qui peuvent former de
trés longues structures par simple concaténation. Le processus chimique, naturel ou
artificiel, aboutissant & la formation de polymeéres a partir des briques élémentaires
que sont les monomeéres est appelé polymérisation.

La taille des polyméres peut varier de 10® & 10'° monomeéres. Par exemple, les
polysaccharides sont constitués de 10% & 10* unités de sucre, la lignine consiste en
105 & 107 unités de phénylpropane et 'ADN humain est constitué de 10° a 10
paires de bases. La taille des monomeres varie de 1. 54 pour le méthyléne jusqu’a
20A pour les paires de base de 'ADN (1A = un Angstrom = 1071%mn).
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Les liaisons chimiques qui relient les monomeéres entre eux sont flexibles de sorte que
le polymeéres peuvent présenter des formes trés diverses. Plus la chaine est longue,
plus la géométrie de la molécule peut étre complexe.

S‘,,?
;%%;;

F1G. 3.5 — Polyméres observés au microscope électronique a balayage.

Dans la nature, on rencontre ainsi des polymeéres qui s’enroulent sur eux-mémes
pour former des noeuds, s’allongent a cause de force répulsives ou au contraire se
contractent a cause de force attractives (van der Waals), interagissent avec une
membrane ou sont soumis a une force a I'une de leur extrémités.

A

F1G. 3.6 — Polymeres en interaction avec une membrane.

A travers la modélisation, on aimerait répondre aux questions suivantes, en par-
ticulier lorsque la taille du polymeére est grande :
— pour un nombre de monomeéres fixé, quel est le nombre de configurations géo-
métriques possibles pour le polymére ?
— quelle est la distance typique entre les extrémités du polymére ?
— lorsqu’il y a interaction, quelle est la proportion de monomeéres absorbés par
la surface, la force nécessaire pour arracher la polymeére a la surface ?
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3.2 Marche aléatoire simple

Venons-en au premier modeéle qui va nous permettre d’expliquer le phénoméne
de diffusion de la particule de pollen et nous donner de premiers éléments de réponse
concernant la géométrie des polymeéres : la marche aléatoire simple.

3.2.1 La marche aléatoire symétrique

On considére l'ensemble Z des entiers de la droite réelle et on se donne (X;);>1
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuée (i.i.d.),
Définition 3.2.1. Soit z € Z. On appelle marche aléatoire symétrique sur 7Z issue de
z, la suite (S,),>0 de variables aléatoires donnée par : Sy =z et S, =z + > - | X;
pour n > 1.

F1G. 3.7 — Marche aléatoire symétrique unidmensionnelle.

Plus généralement, sur le réseau Z¢ de dimension d, la marche aléatoire symé-
trique S, = (Sk,...,8%) issue de & = (21, ...,2q) € Z% est le processus qui & chaque
instant n, choisit un de ses 2d plus proche voisin selon la loi uniforme.

F1G. 3.8 — Exemple de marche symétrique en dimension deux.
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3.2.2 Comptage de chemins

On considére ici le cas d’'une marche aléatoire en dimension un et on cherche
a expliciter le nombre de chemins qui relient deux points donnés. On a ainsi la
proposition et le théoréme suivants :

Proposition 3.2.2. Soient (m,a) et (n,b) deux couples d’entiers, avec n > m
— Sin—m etb—a n'ont pas méme parité ou si |b—al > n —m, alors il n'existe
aucun chemin de (m,a) a (n,b) ;
- Silb—al <n—metsin—m etb—a ont méme parité, alors le nombre de
chemins de (m,a) a (n,b) est exactement

n—m b—a
3 T3

Démonstration. Les deux premiers points ne posent pas de probléme : étant donné
un chemin joignant les points (mg, ap), (my,a1), ..., (m.,a,), il est clair que la parité
de m;11 est 'inverse de la parité de m;, tout comme la parité de a;y; est 'inverse
de celle de a;. Si la suite mg, mq,...,m, change un nombre pair de fois de parité,
il en va de méme pour la suite ag, ay,...,a, (idem dans le cas impair), et donc les
extrémités (m,a) et (n,b) vérifient la propriété : n — m et b — a ont méme parité.
De méme, si |b — a| > n — m, alors pour joindre (m,a) & (n,b), il faudrait au moins
|b — a] montées (ou descentes), en seulement n —m étapes. Enfin, si |b—a| <n—m
et n —m et b—a n’ont pas méme parité, alors tout chemin joignant (m,a) et (n,b)

est obtenu en “montant” *5™ + b’T‘l fois et en “descendant” 5™ — ”*Ta n

Théoréme 3.2.3 (Principe de réflexion). Soient a et b deuz entiers strictement po-
sitifs, et m < n deux entiers. Alors le nombre de chemins joignant (m,a) a (n,b) et
touchant l’aze des abscisses est exactement le nombre de chemins joignant (m,a) a

(n,—b).

(m,a) (n,b)

~
(n,—b) @

F1G. 3.9 — Le principe de réflexion.
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Démonstration. La preuve de ce principe est assez simple : elle repose sur l'idée
qu'un chemin joignant (m,a) & (n,—b) passe nécessairement par la valeur 0. On
peut alors établir une correspondance bijective entre les chemins de ces deux type
par symétrie par rapport a I’axe des abscisses comme l'illustre la figure ci-dessus [

3.2.3 Passage et temps de passage en zéro

Une question naturelle concernant la marche aléatoire est de connaitre son com-
portement lorsque n devient grand. Si 'on pense aux modéles de la section 3.1, cela
revient par exemple a se demander ou se trouve la particule de pollen si on la laisse
diffuser longtemps, ou encore quelle est la distance entre les deux extrémités d’un
“erand” polymeére. Pour simplifier les expressions, nous supposons ici que les marches
aléatoires sont issues du point zéro. Lorsque la marche est asymétrique, par exemple
lorsque p :=P(X; =1) > P(X; = —1) = 1 — p, la loi des grands nombres implique
que S,, tend presque siirement vers +o0o. En effet, on a

Sn Xi+ .o+ Xy oo

on 2p—1=E[X1] > 0.
n n

Dans le cas symétrique, la réponse est moins claire. Un premier pas vers la description
du comportement asymtotique de la marche est de savoir si celle-ci passe plusieurs
fois par le méme point (ici zéro), et si oui, est-ce que cela est fréquent? Gréace
aux résultats du paragraphe précédent, nous sommes en mesure de répondre & ces
questions. Une simple application de la proposition 3.2.2 et de la formule de Stirling
donne tout d’abord :

Corollaire 3.2.4. La probabilité pour que S, soit nul est

ey 1

22n v

On souhaite maintenant préciser le temps qu’il faut attendre pour voir la marche
repasser en zéro.

P(Ss, = 0) =

Définition 3.2.5. On définit I'instant de premier retour en 0 comme :

T _ inf{n > 1,5, = 0}, si cet ensemble est non vide,
71 400 sinon.

Grace au principe de réflexion établi dans le théoréme 3.2.3, nous pouvons calculer
la probabilité de I’événement {Ty = 2n} :

Théoréeme 3.2.6. La probabilité que le premier retour en 0 ait lieu & l'instant 2n

est :
Go) -G _ @n-20r 1

n—1 n—2

22n—1 T2 Inltn — D) Vagnd

P(Ty = 2n) = P(Sa_s = 0) — P(Ss, = 0).

P(Ty = 2n) =

En outre, on a
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Démonstration. On raisonne conditionnellement au premier pas de la marche. Si
S1 = 1, alors il s’agit de calculer le nombre de chemins de (1,1) & (2n,0) qui
ne touchent pas ’axe des abscisses avant 1’étape 2n. Mais le dernier pas est alors
imposé : on a nécessairement Sy, 1 = 1, puisque 'on cherche des chemins qui abou-
tissent & la valeur 0 sans avoir jamais touché 1'axe des abscisses. 1l s’agit donc de
dénombrer le nombre de chemins de (1,1) & (2n — 1,1) ne touchant pas l'axe des
abscisses, c’est-a-dire le nombre total de chemins moins le nombre de chemins qui
touchent 'axe. D’aprés le principe de réflexion, ce dernier est égal au nombre de
chemins de (1,1) a (2n — 1,—1). Au total, on trouve : (2;:12) — (2::22). Le cas ou
S1 = —1 se traite de fagon analogue. O

En sommant les probabilités ci-dessus, on obtient alors
Théoréeme 3.2.7. Presque sirement, la marche aléatoire symétrique unidimension-
nelle issue de zéro revient en zéro, c¢’est-a-dire P(Ty < +o00) = 1.

Démonstration. En effet, la probabilité P(Ty < 4+00) est donnée par la somme
> P(Ty = 2n).
n>1

D’apreés le dernier point du théroéme 3.2.6, cette somme est télescopique et l'on a

P(Ty < +00) =1 — lirf P(S2, = 0).

Or d’aprés la formule de Stirling, on a

B(S, :0):(2:): (2n)! - 2n*"e= 2\ /4mn _ 1 0
22l g (gremny/amn)t VAR e

d’ou le résultat. ]

Remarque 3.2.8. L’équivalent du théoréme 3.2.6 indique que E[T}], le temps d’at-
tente moyen pour voir le premier retour en zéro, est infini. Autrement dit, presque
stirement la marche revient en zéro, mais il faut attendre un temps infini pour voir
se réaliser cet événement.

3.2.4 Récurrence et transience de la marche simple

Nous venons de voir qu’en dimension un, la marche aléatoire symétrique issue de
zéro revient presque strement en zéro. En fait, zéro ne joue pas de role particulier
et ce résultat est vrai pour tout entier. On qualifie alors la marche de récurrente. A
I'opposé, nous avons vu que, d’apreés la loi des grands nombres, une marche asymé-
trique s’en va presque stirement vers £00. On dit alors que la marche est transiente.
Les propriétés de transience et de récurrence de la marche aléatoire symétrique sont
intimement liées & la dimension de I’espace. Nous avons ainsi le théoréme (assez
difficile) suivant.

Théoréme 3.2.9. La marche aléatoire symétrique sur Z% est récurrente si la dimen-
sion d est égale 1 ou 2. Si d > 3, la marche aléatoire symétrique est transiente.
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3.3 Marche a boucles effacées et marche auto-évitante

Si I'on considére la marche aléatoire en dimension deux comme un modéle po-
tentiel de polymeére, les auto-intersections de la marche ne sont pas réalistes : cela
voudrait dire que plusieurs monomeéres se trouvent en un méme point de l’espace.
Pour palier a ce défaut, de nombreux autres modéles de courbes simples ont été
introduits dans la littérature. Nous citons ici les plus simples de ces modéles : la
marche a boucles effacées et la marche auto-évitante.

3.3.1 La marche a boucles effacées

Comme son nom l'indique, la marche aléatoire a boucles effagées est obtenue
a partir partir de la marche aléatoire simple symétrique dans Z? introduite précé-
demment, en effagant les éventuelles boucles par ordre chronologique d’apparition.
Naturellement, la courbe obtenue aprés l'effacement des boucles est une courbe
simple, sans auto-intersection.

F1G. 3.10 — Exemple de trajectoire de marche aléatoire symétrique bidimensionnelle
(en noir) et de sa version a boucles effacées (en rouge).

Voici I'algorithme qui a partir des coordonnées (Sp, Si, . . .,S,) de la marche simple
initiale fourni les coordonnées de son analogue a boucles effacées :

on initialise 49 := max{i, S; = Sp}, et tant que S;; # Sy
on pose i1 = max{i, S; = S, } + 1.

Dés lors, si J est le premier entier tel que S;, = S,,, la marche & boucles effacées est
donnée par LE(S) := (S, Sigs - - -+ 5:,)-
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Remarque 3.3.1. En général, étant donnée une marche aléatoire simple S, la marche
LE(S) obtenue en effagant les boucles dans 1'ordre chronologique et la marche LE(S)
obtenue en effacant les boucles dans l'ordre inverse différent. Cependant, on a le
théoréme difficile suivant.

Théoréme 3.3.2. La loi de la marche LE(S) parcourue en sens inverse est la méme
que la loi de la marche LE(S).

En travaux pratiques, nous verrons comment simuler une marche aléatoire simple
symétrique, une marche a boucles effacées et nous essaierons en particulier de décrire
leur rayon typique en fonction du nombre de pas de la marche.

3.3.2 La marche auto-évitante

La marche auto-évitante est une autre marche aléatoire dans Z? dont les trajec-
toires n’ont pas d’auto-intersection. Pour fixer les idées, nous supposerons ici que les
marches sont issues de zéro. Sur le réseau Z?2, 'ensemble 2, des chemins de longueur
n, issus de zéro, et qui n’ont pas d’auto-intersection est un ensemble fini. Notons C),
son cardinal. Une réalisation de la marche auto-évitante issue de zéro est simplement
un choix d’une telle trajectoire selon la probabilité uniforme. Autrement dit, toutes
les trajectoires licites ont une chance 1/C,, d’étre tirées au sort.

20

10

10 b

0 b

30 b

4o b

_50 b

60 L L L L L L L
-10 [ 10 20 30 40 G0 &0 0

F1G. 3.11 — Exemple de trajectoire de marche auto-évitante (n = 500).

Un simple examen des cas ou n = 3,4,5,6 montre qu’il devient rapidement trés
difficile de dénombrer les chemins auto-évitants issus de zéro et de longueur n. A
titre d’exemple sont regroupés dans le tableau ci-dessous le nombre de chemins auto-
évitants sur une grille de m X n points, qui partent de (0,0) et finissent en (n,m),
et ce pour de de petites valeurs de m et n. Pour m = n = 6, il y a déja plus d’un
million de tels chemins!
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m/n| 2 3 4 5 6

2 2

3 [ 4] 12 T

1 [ 8|33 | 14 IJ_!_,_F _|J _‘
5 | 16| 125 | 976 | 8512 1]

6 | 32414 ] 5382 [ 79384 | 1262816 I_I_FEI_UE

FIG. 3.12 — A droite, trajectoires auto-évitantes de (0,0) a (n,n) sur la grille carrée
de n x n points, pour n = 2, 3.

En fait, on ne connait pas de formule donnant le nombre C,, pour n fixé. Cepen-
dant, on peut montrer la majoration suivante : C),.,, < C,,C,,. En effet, le membre
de droite compte le nombre de facons de concaténer une marche auto-évitante de
longueur m a une marche auto-évitante de longueur n. Faisant cela, on obtient toutes
les marches auto-évitantes de longueur n 4+ m, mais aussi des marches qui s’inter-
sectent, d’ou 'inégalité. Par un argument sous-additif simple, on en déduit que C),
croit exponentiellement vite avec n, autrement dit la limite g = lim,, ., Ch/™ existe
et elle est strictement positive. Cette limite est appelée constante de connectivité.

Pour se faire une idée de la difficulté de I’énumeration des chemins auto-évitants,
notons que 1’on ne connait méme pas la valeur de u lorsque le réseau sous-jacent
est le réseau carré. Dans les années 1980, dans le cas ou le réseau sous-jacent est
hexagonal (en nid d’abeille), des considérations heuristiques ont amené les physiciens
a conjecturer la valeur suivante pour la constante de connectivité : u = /2 + /2.
Des simulations numériques ont ensuite renforcé cette conjecture. Presque trente ans
aprés la formulation de cet énoncé, deux mathématiciens sont récemment parvenu
a en donner la preuve :

Théoréme 3.3.3 (Duminil-Copin, Smirnov, 2010). Sur le réseau hexagonal, la constante

de connectivité est = /2 + /2.

F1G. 3.13 — Marche auto-évitante sur le réseau hexagonal.
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Chapitre 4

Limites d’échelle des marches
aléatoires

Dans ce chapitre, nous cherchons a décrire la limite d’échelle des marches aléa-
toires introduites précédemment, c’est-a-dire a décrire la géométrie de tres longues
marches lorsqu’on les normalise de fagon convenable. Il s’agit donc de passer de mo-
deéles discrets, définis sur I’ensemble Z des entiers ou sur le réseau Z2, a des modéles
continus, définis sur la droite réelle R ou dans le plan R?. En passant a la limite,
nous allons voir ainsi apparaitre le mouvement brownien, qui est un objet central
dans la théorie des probabilités, ainsi que les évolutions de Schramm-Loewner.

4.1 De la marche aléatoire au mouvement brownien

Considérons une marche aléatoire symétrique sur Z?2 issue de Sy = 0. Elle saute
d’une amplitude de I'ordre d’une unité d’espace pendant chaque unité de temps. Si
I’on souhaite modéliser le déplacement de particules de pollen la surface de l'eau,
ce modéle est inadéquat au sens ot les mouvements observés sont trés erratiques et
semblent varier presque contintiment (i.e. & tout instant). Afin d’améliorer le modéle
initial, nous allons effectuer des changements d’échelles d’espace et de temps qui vont
permettre, a partir d'une marche aléatoire, de définir un nouvel objet mathématique
décrivant de facon trés fidele de mouvement des particules de pollen.

4.1.1 Convergence de la marche renormalisée

Fixons un intervalle de temps [0, ¢]. Nous allons modifier la marche aléatoire de
sorte qu’elle saute tous les temps multiples de 1/n au lieu de tous les temps unités.
Il y aura donc |nt| sauts sur U'intervalle [0,¢], ou |nt] désigne la partie entiére de nit.
Cela revient simplement a considérer la marche aléatoire S|,;] = Z,ﬂ X} et notre
but est d’en connaitre le comportement asymptotique, quand n tend vers l'infini.
Remarquons que comme la marche saute tous les temps 1/n, cette limite rend les
changements de position tres rapides.

37
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Comme nous 'avons observé en travaux pratiques, une marche aléatoire symé-
trique issue de zéro se trouve a une distance de l'ordre de y/n de l'origine apres
n pas. Ceci nous indique que le bon changement d’échelle spatial pour la marche
consiste a la renormaliser par y/n. Autrement dit, nous allons considérer la nouvelle
marche

1
SZL = %S |nt] -

Les figures ci-aprés montrent deux trajectoires de la marche normalisée en temps et
en espace, en dimension un et deux.

F1G. 4.1 — Trajectoires de la marche normalisée en dimensions un et deux.

La marche renormalisée semble converger vers un processus a trajectoires conti-
nues en temps, et trés fortement irrégulier. La continuité de la limite de ¢ — S}
n’est pas surprenante puisque Pamplitude des sauts de S™ vaut 1/4/n et tend donc
vers 0 quand n tend vers 'infini. D’apres le théoréme limite central, pour tout ¢ fixé,
on a naturellement :

Proposition 4.1.1.

1

ou N(0,t) désigne une variable aléatoire de loi normale centrée et de variance t.

Notons par ailleurs, en reprenant les notations du chapitre précédent, que la marche
aléatoire initiale vérifie les deux propritétés fondamentales suivantes :

— pour tous n et k, S,1x — S, est indépendant de S, ;

— pour tous n et k, S,1x — S, a méme loi que Sk.
On dit que les accroissements de la marche sont indépendants et stationnaires. On
a en fait beaucoup mieux que la convergence ponctuelle, c’est-a-dire ¢ par ¢, de la
marche normalisée. En effet, considérons une suite finie de temps ¢ <ty < ... <1,.
Nous savons que les variables Sy, S, =S¢, ..., S,;’; — St’; _, sont indépendantes, et de
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plus on peut écrire :

1
Stj—l = % (XWJAJH +..+ thtﬂ)

_ Vnt;] — [nt;i] " (Xnty_a)+1 +-~+thth)'
Vi V Int;] = [nt;-1]

Lorsque n tend vers l'infini, le premier terme du membre de droite tend vers la
constante /f; — ;1 et le deuxiéme vers une variable aléatoire normale centrée ré-
duite (0, 1). Le produit converge donc vers une variable N'(0,¢;—¢;_1). Les accrois-
sement étant indépendants, les variables 57, Sy, — S5y ,. .., S —S{; _, convergent donc
en loi vers des gaussiennes indépendantes N (0,t1), N'(0,t2 — t1),..., N(0,t, — tp—1)
lorsque n tend vers 'infini. Autrement dit, on a le résultat suivant :

sy

J

Proposition 4.1.2. Pout tous temps t; <ty < ... <t,, lorsque n tend vers l'infini,
le vecteur (S, Sp,, ..., Si) converge en loi vers un vecteur aléatoire (By,, By, - . ., By,)
ol pour tout s < t, By — By est une variable aléatoire de loi normale centrée de va-

riance t — s indépendante de By.

La limite de la marche normalisée S} lorsque n tend vers I'infini est donc une famille
(B4)i>0 de variables aléatoires, indexée par les temps ¢ € RT.

Définition 4.1.3. On appelle processus aléatoire X = (X;);>o une famille de va-
riables aléatoires indexée par RT, toutes ces variables étant définies sur le méme
espace de probabilités. On suppose ici que chaque X; est valeurs réelles.

Remarque 4.1.4. Un processus aléatoire peut étre vu de maniére équivalente comme
la donnée d’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité et a valeurs
dans I’ensemble des fonctions t — z; de R dans R.

On peut ainsi reformuler la proposition 4.1.2 de la fagon suivante : lorsque n
tend vers l'infini, la marche normalisée (S}');>o converge (au sens des marginales
de dimension finie) vers un processus aléatoire a accroissements indépendants et
stationnaires.

4.1.2 Mouvement brownien, premiéres propriétés

Le processus (By);>o ci-dessus, obtenu comme limite d’échelle de la marche aléa-
toire symétrique est appelé mouvement brownien.

Définition 4.1.5. Un processus stochastique (B;),, valeurs dans R est appel mou-
vement brownien (standard) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :
2. (Bt)t>0 est accroissements indépendants et stationnaires;

3. pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire B, suit la loi normale N(0,¢).
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On peut montrer que les trajectoires du mouvement brownien sont continues (la
particule ne saute pas) mais qu’elles ne sont dérivables en aucun point (elles sont
trés irrégulieres). Par définition, B; suit la loi N(0,t), sa densité est donnée par

o—a2/(20).

p(t,x) = \/%ﬂ

Cette fonction est solution de I’équation aux dérivées partielles appelée équation de
la chaleur :

dp 1 0?
E(t’ r) = 5@29(15,@-

La figure 4.2 illustre I’évolution de la loi de B; au cours du temps.
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F1G. 4.2 — Evolution de la loi de B; pour t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 1, 2.

Pour obtenir un mouvement brownien dans R? il suffit de prendre deux mouvements
browniens indépendants B et B et considérer B, = (Bgl), B§2)).

14 T T
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F1G. 4.3 — Trajectoire brownienne en dimension 2.
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Remarque 4.1.6. Nous avons défini le mouvement brownien comme la limite de la
marche aléatoire simple et symétrique. On montre en fait qu’il est la limite d’une
trés large classe de marches aléatoires ou processus discrets. A I'image de la loi
gaussienne qui est la limite universelle de sommes de variables aléatoires (TLC), le
mouvement brownien est la limite universelle de trajectoires discrétes aléatoires .

Proposition 4.1.7 (symétrie, invariance d'échelle, retournement du temps). Soit ¢ > 0.
Si (B, t > 0) est un mouvement brownien, alors les processus

1
(_Bt>t>07 <EB0215) et (tBl/t)t>0
t>0

sont aussi des mouvements browniens.

Démonstration. Le deux premiers points sont clairs si 'on pense au mouvement
brownien comme la limite d’échelle de la marche aléatoire symétrique : premiére-
ment, la loi de la marche simple est invariante par réflexion le long de 'axe des
abscisses, c’est donc aussi le cas de sa limite d’échelle; deuxiémement, la limite
d’échelle est par définition un point fixe du changement d’échelle. Le troisiéme point
est plus délicat, on note cependant qu’a ¢ fixé, tBy suit une loi N'(0,t) comme
B;. m

La propriété d’invariance d’échelle, qui est évidente si I’on définit le mouvement
brownien comme limite d’échelle, est aussi appelée proprit auto-similarité. Elle jus-
tifie ’aspect fractal des trajectoires browniennes.

F1G. 4.4 — Aspect fractal de ’enveloppe extérieure de la courbe brownienne.

Une des facons de quantifier 'irrégularité d’'une courbe est de calculer sa dimen-
sion de Hausdorff. Cette dimension est un nombre entre zéro et un : plus la courbe
est irréguliere, plus sa dimension est grande.

Théoréme 4.1.8 (Lawler, Schramm, Werner, 2001). La dimension de Hausdorff de
la frontiere extérieure du mouvement brownien plan est égale a 4/3.
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Le mouvement brownien hérite des nombreuses propriétés des marches aléatoires
dont il est la limite. En particulier, on peut montrer le théoréme suivant, analogue
du théoréme 3.2.9 du cas discret.

Théoreme 4.1.9. Le mouvement brownien est récurrent en dimension un et deuz.
En dimension trois et plus, le mouvement brownien est transient.

4.2 Limite d’échelle des autres marches

Comme nous 'avons vu en travaux pratiques, la marche aléatoire simple symé-
trique en dimension deux et les marches aléatoires a boucles effacées et auto-évitante
n’ont pas le méme comportement asymptotique. Par exemple, nous avons constaté
que la distance typique entre les extrémités d’'une marche a boucles effacées de lon-
gueur n est de Iordre de n*/°, alors qu’elle est de l'ordre de y/n pour la marche
aléatoire simple. Par ailleurs, la courbe brownienne, limite de la marche aléatoire
simple renormalisée, a de nombreuses auto-intersections ce qui n’est pas le cas des
marches & boucles effacées et auto-évitante. Ceci nous indique les limites d’échelle
de ces derniéres marches, si elles existent, ne sont pas le mouvement brownien mais
d’autres processus aléatoires a préciser. La détermination de ces limites d’échelle est
récente : elle remonte au début des années 2000 et aux travaux de Schramm, Lawler,
Werner et Smirnov.

4.2.1 Evolution de Schramm-Loewner

L’objet mathématique qui décrit la limite d’échelle des marches aléatoires a
boucles effacées et des marches auto-évitantes porte le nom d’évolution de Schramm-
Loewner, que I’on abrége souvent en SLE pour Schramm-Loewner-Evolution. Il s’agit
en fait d’une famille & un paramétre de processus SLE,, ou le paramétre x est un
nombre positif. Pour  fixé, le processus SLE, est une famille croissante (K;)i>o
d’ensembles compacts du plan. On peut montrer que ces ensembles compacts K;
sont engendrés par une courbe aléatoire 7, elle aussi tracée dans le plan, et appe-
lée trace. Plus précisément, le compact K; peut étre vu comme le remplissage de
la courbe v sur Uintervalle [0,¢], lorsque celle-ci & des points doubles. Le théoréme
suivant illustre les liens complexes entre la famille de compacts K; et la trace ;.

Théoréeme 4.2.1. Soit (K)i>0 un SLE, et ()10 sa trace. Alors presque srement :
- 8510 < k<4, alors la courbe 7y est simple et K; = ~([0,t]) ;
- Si 4 < k <8, alors la courbe a des points doubles, et v([0,t]) € K;;
—- Si k =8, alors la courbe v, remplit lespace et K, = ~([0,1]).

La figure ci-aprés représente des réalisations de processus SLE,,, pour un temps
t fixé, et différentes valeurs de k.
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FiG. 4.5 — Réalisations de SLE,, pour k = 1,4.2,9.

On peut constater sur les images ci-dessus que plus le paramétre x est grand,
plus la courbe 7, est irréguliére. Comme précédemment, on peut quantifier cette ir-
régularité grace a la notion de dimension de Haussdorff. On montre ainsi le théoréme
(tres difficile) suivant :

Théoréeme 4.2.2 (Beffara, 2004-2008). Considérons k > 0 et (K;) un SLE, de trace
(V)10 St on pose H = ([0, 400[), alors

dimg (M) = min (2, 14 g) .

4.2.2 Convergence de la marche & boucles effacées

Nous avons constaté en travaux pratiques que la taille typique d’une marche a
boucles effacées de longueur n est n*/°. La figure ci-dessous illustre cette propriété.
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FIG. 4.6 — Marche a boucles effacées avec n = 5000 et cercle de rayon n*/®.

On peut en fait établir rigoureusement cette propriété et montrer bien plus, a
savoir que la limite d’échelle de la marche aléatoire & boucles effacées est un SLE,,
pour la valeur du paramétre s égale a 2.



44 CHAPITRE 4. LIMITES D’ECHELLE DES MARCHES ALEATOIRES

Théoréme 4.2.3. Sur le réseau Z2, la limite d’échelle de la marche aléatoire a
boucles effacées est un processus SLEs

F1G. 4.7 — Simulation d’une trajectoire de SLE,

4.2.3 Convergence de la marche auto-évitante

En simulant des trajectoires de la marche auto-évitante de longueur n (il existe
des algorithmes complexes pour cela), on s’apergoit que la taille typique d’un tel
chemin est n**. La normalisation & effectuer avant de passer a la limite d’échelle
est donc encore différente de celle effectuée pour la marche simple (1/n) ou pour la
marche & boucles effacées (n'/?).

N , . /

F1G. 4.8 — Simulation de marches auto-évitantes de longueur n = 100, 1000, 10000.
Le cercle représenté est le cercle centré en I'origine et de rayon n3/%.

Pour de nombreuses (et bonnes) raisons, les physiciens théoriciens et les mathé-
maticiens sont convaincus que la limite d’échelle de la marche aléatoire auto-évitante
est elle aussi décrite par une évolution de Schramm-Loewner, pour une valeur de
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k égale a 8/3. Cependant, il n’existe pas & ce jour de preuve rigoureuse d’une telle
convergence.

Conjecture 4.2.4. Sur le réseau Z?, la limite déchelle de la marche a boucles effacées
est un processus SLEg /3

F1G. 4.9 — Simulation d'une trés longue marche auto-évitante de longueur n = 10°.
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Chapitre 5

Notions de calcul stochastique

De trés nombreux phénomeénes naturels, au moins en premiére approximation,
peuvent étre décrits par des équations différentielles. Cependant, ces mémes phéno-
ménes sont souvent sujets a d’infimes perturbations aléatoires qui peuvent avoir &
plus ou moins long terme, une influence notable. On peut penser par exemple a la
trajectoire d’une fusée, soumise aux aléas de la traversée de ’atmosphére terrestre.
Au chapitre précédent, nous avons introduit la notion de mouvement brownien a
valeurs dans R ou plus généralement & valeurs dans R?. Comme nous 'avons déja
mentionné, le mouvement brownien est une fonction aléatoire universelle, une sorte
de bruit universel, tout comme les variables gaussiennes jouent le role de variables
aléatoires universelles via le théoréme limite central.

5.1 Les équations différentielles stochastiques

Les équations différentielles stochastiques sont des équations différentielles dans
lesquelles on fait intervenir un terme aléatoire : un “bruit” brownien. Elle permettent
de prendre en compte, dans la description des phénomeénes naturels, les perturbations
évoquées plus haut. L’objet de cette section est d’introduire ce type équations. Nous
donnerons ensuite quelques propriétés élémentaires de leurs solutions.

5.1.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Commencons par quelques rappels concernant les équations différentielles ordi-
naires. Si b est une fonction réguliére, I’équation différentielle

X'(t)=b(X(t)) sit=0, . dX(t) =b(X(t))dt sit>0,
i.€.
admet une unique solution lorsque la valeur initiale x est donnée. La fonction b fait
dériver X le long de trajectoires déterministes. Les figures suivantes décrivent par

exemple l'allure des solutions lorsque X (0) =0 et b =1 puis X(0) > 0 et b(z) = =z,
celles-ci étant données par X (t) =t et X (t) = X (0)e’ respectivement.
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'

F1G. 5.1 — Flots associés aux équations X’ = b(X) lorsque b = 1 et b(z) = x.

Remarque 5.1.1. L’équation précédente dX (t) = b(X(t))dt signifie qu'au temps ¢,
l'accroissement de X (t) est proportionnel a b(X (t)). Plus précisément, si h est un
élément infinitésimal, on a

X(t+h) — X(t) = b(X(t)) x h.

5.1.2 Equations différentielles stochastiques

Comme annoncé au début du chapitre, afin de décrire des phénomeénes naturels
soumis a des aléas, on souhaite construire des processus stochastiques qui soient &
la fois soumis & une dérive déterministe ainsi qu’a de la diffusion. De tels processus
sont les solutions d’équations appelées équations différentielles stochastiques, et qui
s’écrivent sous la forme :

dX, = b(X,)dt + o(X,)dB,. (5.1)

La notation dB; fait ici référence & I’accroissement du mouvement brownien introduit
au chapitre précédent. Attention cependant, dB;/dt n’a pas de sens a priori puisque
la trajectoire brownienne est nulle part dérivable. On peut malgré tout donner un
sens mathématique rigoureux a l’équation (5.1) : ceci représente un travail assez
conséquent et hors de portée dans le cadre de ce cours. Donnons tout de méme
quelques intuitions sur l'aspect des trajectoires de ce type de processus :
— en un point z, la solution d’une telle équation subit localement une dérive
d’intensité b(x) et une diffusion proportionnelle a o(z);
— plus b(x) est grand par rapport a o(z) et plus la trajectoire est proche de la
trajectoire déterministe ;
— plus o(z) est grand par rapport a b(z) et plus la trajectoire est erratique.

Remarque 5.1.2. Moralement, I’équation (5.1) signifie que si & est un élément in-
finitésimal, on a

X(t+h) = X(t) =b(X(t)) x h+ 0(Xy) (Biyn — By) -
~ N(0,h)
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Les deux graphiques ci-aprés, & comparer avec les graphiques de la page précédente,
représentent par exemple des trajectoires des solutions respectives des équations

dX, = dt+dB,, X(0)=0, et dX,= Xdt+dB, X(0)> 0.

F1G. 5.2 — Trajectoires associées aux équations dX; = b(X;)dt + o(X;)dB; lorsque
o=1letb=1puis b(z) = x.

Le graphique ci-dessous illustre I'influence de la fonction o. Il représente en effet
la solution de I’équation dX; = dt + sin(X;)dB;, X(0) = 0. On note que la courbe
devient plus réguliére lorsque 'ordonnée est proche d’'un multiple de 7, c’est-a-dire
lorsque sin(X;) devient petit par rapport a b = 1.

F1G. 5.3 — Trajectoire d’une solution de I’équation dX; = dt + sin(X;)dB; issue de
X(0)=0.
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5.2 Propriétés élémentaires des diffusions

Nous donnons a présent quelques propriétés élémentaires des diffusions, i.e. des
processus stochastiques solutions des équations différentielles stochastiques intro-
duites au paragraphe précédent. La plupart des résultats seront ici admis.

5.2.1 Temps de séjour dans un intervalle

Il est possible de décrire parfaitement le comportement d’une diffusion réelle dans
un intervalle donné en fonction des coefficients o et b. On se donne un intervalle
ouvert I =]l,r[ de R, [ ou r étant éventuellement infinis et une diffusion (X}):>o
solution de I’équation différentielle stochastique :

dX, = b(X,)dt + o(X,)dB,, X(0) € I.

Définition 5.2.1. On définit la fonction d’échelle S du processus (X;),, par

= [ (2 25)

ou ¢ € I. La mesure de vitesse m est alors définie par

“b(z)dz
m(dx) := l{xel}m dr = 1{7661}02&(30) xp <2/C (5222) ) e

Remarque 5.2.2. Dans les expressions ci-dessus, la fonction 1,cpy est la fonction
qui vaut 1 si z € I et 0 sinon. Notons que les définitions de la fonction d’échelle S
et de la mesure de vitesse m dépendent du point ¢ € I choisi de maniére arbitraire.
Cependant les formules intéressantes qui mettront en jeu ces fonctions ne dépendrons
elles pas du choix de c.

Les deux quantités S et m permettent d’exprimer les probabilités de sortie d’un
intervalle compact inclus dans I, I'espérance de ce temps ainsi que de nombreuses
autres quantités concernant la diffusion.

Théoreme 5.23. Sil <a <x <b<r, Xg=uetT,, =inf{t >0,X; ¢|a,b[}
alors

(L) = | (S(a) - S(y))mldy) + % [ 50 - swimiag). 2

De plus,
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Exemple 5.2.4. Si b =0 et 0 = 1, X est le mouvement brownien standard. On a
alors
Sx)=z—c et m(dr) =21 ecnde.

On en déduit que E,(T,;) = (x — a)(b — z) et que

b—=x T —a
=7 et P, (X1, =b) = T—

Remarque 5.2.5. En remplacant a par zéro, b par N et x par k, le résultat ci-
dessus est le parfait analogue de la probabilité de la ruine du joueur envisagée dans
le premier exercice de la série 1. Nous avions en effet montré que

k  N-—k

P(partant de k, la trajectoire touche 0 tN)=1— —=——.
(partant de k, la trajectoire touche 0 avant N) N N0

P, (Xr,, = a)

5.2.2 Diffusions a coefficients singuliers

Le mouvement brownien unidimensionnel étant récurrent dans R, il sort presque
sirement de tout intervalle borné. D’autres processus de diffusions restent en re-
vanche “bloqués” dans un intervalle I =Ji, [, ou sont “absorbés” en un point du
bord. Ce type de situation apparait lorsque les fonctions b et o ont des singularités,
i.e. sont irréguliéres aux extremités de l'intervalle 7, mais ot 'on peut encore donné
un sens a ’équation (5.1). Nous souhaitons maintenant décrire ces situations plus
complexes. Considérons par exemple les deux équations différentielles stochastiques
suivantes :

t

dX; =dB; + <Xi - )\Xt> dt, X(0)=xz>0,
avec a>0et A >0, et
dX; =+/1— X}B; — (n—1)Xydt, X(0)==z¢€]—1,1[.

Dans le premier cas, le processus est repoussé de 0 par le terme a/x et attiré vers 0
par le terme —Az. Lorsque x est petit le premier terme est bien str prépondérant et
le second ne joue aucun role tandis que la situation s’inverse lorsque z est grand. La
question est de savoir si le terme répulsif suffit & maintenir le processus dans |0, +00]
ou si, partant de x > 0, il est possible d’atteindre 0 en un temps fini. La réponse
que nous allons pouvoir apporter est la suivante : si a > 1 alors, avec probabilité 1,
le processus n’atteindra pas 0 et il 'atteindra a coup str dans le cas contraire.

Dans le deuxiéme exemple, ou I =] — 1, 1], le processus subit une force de rappel
déterministe vers 0. De plus, lorsqu’il s’approche de 1 (ou —1) la partie diffusive a
tendance a disparaitre, ce qui permet & la force de rappel de devenir prédominante,
a condition que n soit supérieur ou égal a 2.

Pour toute la suite, on fixe un intervalle I =]l,r[ avec —oo < [ < r < 400. On
définit la variable aléatoire T :=inf {t > 0; X, ¢]l, r[} appelée temps de sortie de
I. Sous 'hypothése Xg € I, on a P(T" > 0) = 1.
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On suppose également que les coefficients ¢ : I — R et b : I — R vérifient les
conditions suivantes :
Veel, o(x)>0, (ND)
LA [b(y))
— oY)
La proposition suivante relie le comportement de la fonction d’échelle aux bords
de l'intervalle & celui de la diffusion sous-jacente.

Veel, 3¢ >0 tel que / dy > 0. (LI)

Proposition 5.2.6. Supposons que (ND) et (LI) sont vérifiées et soit X une solution
faible de l’équation (5.1) avec une condition initiale déterministe Xo =x € I.

1. Si S(l+) = —oc0 et S(r—) = +o0, alors

P(T = ) :P<supXt = 7‘) :P(iant = l) = 1.

>0 t>0
En particulier, le processus n’explose pas et il est récurrent : pour tout y € I,

2. Si S(I+) > —oc0 et S(r—) = +o0, alors

P lith:l) :]P’( sup Xt<r) =1.

urT 0<t<T

3. Si S(I+) = —o0 et S(r—) < 400, alors

P(lith = 7‘) = IP’( sup X; > l) =1.
T 0<t<T
4. Si S(l+) > —o0 et S(r—) < +o0, alors

P(lti%lxt = z) =1 —P<1%1Xt :f) _ 5((747"_—))_—55(([:?)

Démonstration. On donne la preuve du premier point. D’aprés (5.3), si a et b sont
deux réels tels que I <a <x <b<r,ona

1—S(x)/S(b)

1—5(a)/5(b)’

P( lnf Xt < a) >P(XTa,b = a) —

ost<T

puisque si X a atteint a avant b, il a atteint a avant de sortir de I donc avant T'. En
faisant tendre b vers 7, on obtient que, pour tout a < z, info;<r X; est inférieur a
a presque sirement. Il ne reste plus qu’a écrire

e - .
P, =) P(Q{o;?iﬂ\”””}) )

n—



5.2. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES DIFFUSIONS 53

On raisonne de méme pour évaluer la probabilité mettant en jeu le supremum de
X. Si l'on suppose a présent que P(T' < oo) > 0, alors I’événement

{lim X, existe et est égal a [ ou r}

t—T

a une probabilité positive ce qui contredit le fait que les événements

{ inf X; = l} et { sup X; = r}
otkT 0<t<T
sont de probabilité 1. O

Remarque 5.2.7. Le résultat précédent ne répond que partiellement a la question
de la non-explosion : dans le cas 1. uniquement, on est assuré que 1" est infini. Par
exemple, la diffusion associée & o(x) = o > 0 et b(x) =sgn(x) entre dans le cas 4. et
T est presque stirement infini.

Nous caractérisons maintenant le comportement de la diffusion (X;) au voisinage
du bord de l'intervalle I =]l, r[. Pour cela, on introduit deux nouvelles fonctions qui
s’exprime a l'aide de la fonction d’échelle S et de la mesure vitesse m.

Définition 5.2.8. Pour ¢ € I, on définit les fonctions suivantes

u(x) == /j m(u)S (u)du et v(z):= /cw m'(u)S(u) du.

Remarque 5.2.9. La encore, les fonctions u et v dépendent du point ¢ € I choisi
de maniére arbitraire, mais nous ne sommes intéressé que par leur comportement
qualitatif qui lui ne dépend pas du choix de c.

Le comportement de la diffusion (X;);>o au voisinage des extrémités de I'inter-
valle I =]l,r[ est dicté par celui des fonctions u et v. On a en effet le théoréme
sulvant :

Théoréme 5.2.10. Les fonctions u et v admettent des limites auz bords de I (éven-
tuellement infinies). De plus, soit s une extrémité de I alors le statut de s est dicté
par les limites de u et v en s :

I
—~

V2)
N2

v(s) accessible ?  absorbant ?

<o <o out non
<00 =00 out out
=00 <0 non non
=00 =00 non out
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5.3 Application au modéle de Wright-Fisher

Revenons au modeéle de Wright-Fisher introduit au prédédemmment et dont on
a vu que les probabilités d’intérét ne sont pas toujours calculables explicitement. On
reprend les notations du premier chapitre. Lorsque les parameétres m et n sont grands,
on souhaite approcher les chaines de Wright-Fisher par des processus de diffusion
solution d’équations différentielles stochastiques a préciser. Le prochain paragraphe
établit précisément la convergence des modéles discrets vers des modéles continus.

5.3.1 Le cas général

Pour tout N fixé, soit (Z), la chaine de Markov sur Ky = {0,1/(2N),...,1}
de noyau de transition

P(Z%1 =5/ (2N)|Z) = i/(2N)) = Chy (n; Y (1 — )?N ™
pour 0 < 4,5 < 2N avec nf = n;(1 —u) + (1 —n;)v et

(1+ 8)i2 + (1 + sh)i(2N — i)
1+ 8)%i%2 +2(1 + sh)i(2N — i) + (2N —i)?

772‘:(

Notons Ty le noyau de transition sur C(K ) associé :
Ve e Ky, Tnf(x)=E[f(Z))|Z2) ==].
On définit également le processus XV
vt =0, XN(t):= ZV([2Nt)).

C’est un processus a temps continu dont les trajectoires sont a valeurs dans Dg [0, 00)
avec K := [0, 1]. De fait, ses trajectoires sont constantes par morceaux.
On considére enfin le processus (X;),, de semi-groupe (7'(t)),, et de générateur
infinitésimal )
G = 502(x)8§I + b(x)0,,
avec
o*(r) =x(1—2) et b(z)=azr(l—z)(z+h(l—21))—Gr+ F(l-2). (54)

Pour que 'approximation par une diffusion ait un sens, on doit supposer que s,
u et v sont de l'ordre de N—1.

Théoréme 5.3.1. Posons
a=2Ns, [ =2Nu et [(y=2Nv, (5.5)

avec o, By et By d’ordre 1. Alors, pour toute fonction f € C(K) et tout tq > 0,

lim sup sup TJ[VQNt]f(:B) —T(t)f(x)| =0.

N—00 0gt<to 2K
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Démonstration. 11 suffit de montrer que

lim sup 2N(Ty —I)f(z) — Gf(x)| = 0.

N—oozeKy
pour toute fonction f € C*(K). Or, par définition de Ty, on a
2NE|[Z) — 2|Z) = 2] = ax(l — z)(z + h(1 — 22)) — Bz + Bo(1 — 2) + O(N 1),
2NE (va - m)2|ZéV —z| = az(l —x) +O(NY),

INE[(2) — 2)*|12) = x| = O(N372)

2NE|(Z) —2)'|12) =] =0(N7Y),

uniformément en x € K. Un développement limité de f donne alors le résultat.
O

Remarque 5.3.2. Pour transférer les estimations de temps d’absorption de la dif-
fusion a la chane de Markov, il faudra prendre garde & les multiplier par 2N. Les
probabilités d’atteinte ou les profils de mesures invariantes sont pour leurs parts
insensibles & ce changement d’échelle temporelle.

Exprimons la fonction d’échelle :
S(z) = / y 2P (1 — y)_Q/61 exp (a(2h —1)y* - 2ahy) dy,

et la mesure de vitesse :

m(z) = / Y (1 — y)Pexp (—a(2h — 1)y + 2achy) dy.
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Proposition 5.3.3. Suivant la valeur de (3, trois cas se présentent :
— s1 51 =0, le point 1 est accessible et absorbant ;
- 510 < 1 <1/2, le point 1 est régulier, accessible et non absorbant ;
- 51 3> 1/2, le point 1 est inaccessible et non absorbant.

Détaillons a présent les divers cas qui peuvent se présenter.

5.3.2 Ni mutation, ni sélection

Dans ce cas, la dérive de la diffusion est nulle. Le processus de diffusion est donc
une martingale et on obtient directement que la probabilité de sortie du segment
[0,1] en 1 partant de = vaut .

On a aussi 'expression de 'espérance du temps de fixation :

E(T|Xo=2)=—-2{zlnz+ (1 —z)In(1 — )},

et sa variance :
1 x
vrXo=a) = (s [ Mo dy - (-0 [N dy) ~ BT = o,
x 0
ol A est une primitive de la fonction

_2( Iny +ln(1—y))'
-y y

Remarque 5.3.4. Le temps de fixation pour la chane de Wright-Fisher a une espé-
rance de l'ordre de 2NE(T|X, = x) et une variance de 'ordre de 4N?V(T| X, = z).

5.3.3 Mutation sans sélection

On rappelle que dans ce cas, la chaine X est ergodique de mesure invariante p.
On cherche a décrire a mesure p lorsque la population est de grande taille (puisque
I'on ne dispose pas de formule simple pour N fixé). Pour obtenir une limite non dé-
générée, on suppose que les probabilités de mutation satisfont la condition suivante :

lim 2Npuy, =604, >0, lim 2Nug =60 > 0.
N—o0 N—o0

On définit 6 = 04 + 0 comme la probabilité totale de mutation. Pour obtenir
une expression asymptotique de p on utilise I'approximation par une diffusion sur
10, 1] dont les coefficients sont donnés, pour = €]0, 1] par :

64 05

ple) = o2 + (1 2)

En d’autres termes la chane X converge, lorsque N tend vers l'infini vers le processus
solution de 'EDS suivante

et o?(z) =x2(1 —2)

0 0
dY, = /Y,(1 - Y;) dB, — f}gdw 73(1 —Y,)dt.
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On peut montrer que cette diffusion reste bien dans l'intervalle ]0, 1] et qu’elle
admet pour mesure invariante v la loi bta de paramétres 0 et 04, c’est-a-dire que

)y93‘1(1 —y)’ah.

En particulier, si Y suit la loi v,

HB HAHB
E(Y)=— et Var(Y)=——.
¥)=5 ¢ ¥) = e+
Remarque 5.3.5. Dans le modéle & K alléles distincts avec un taux de mutation
total 6/2 et des probabilités respectives de mutation (m;),;cx, le processus des
proportions de chaque alléle vit sur le simplexe de RX (de dimension K — 1) et la
densité de sa mesure invariante est

_ ['(0) P(0m1)—1 P(0r)—1
VWt YK) = R T ) O

ouy; >0pouri=1,... Kety +---+yx =1
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Chapitre 6

Rappels de probabilités

Nos rappelons ici briévement certaines notions ou définitions de base qui pourront
étre utiles au lecteur qui ne fréquente pas réguliérement la théorie des probabilités.
On pourra retrouver toutes ces notions dans tous les bons livres d’introduction au
probabilités, par exemple dans [FF03].

6.1 Définitions principales

Commencons par rappeler les principaux outils qui permettent de caractériser la
loi d’une variable aléatoire.

Définition 6.1.1. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X est la
fonction

Si deux variables aléatoires ont méme fonction de répartition alors elles ont méme
loi.

Définition 6.1.2. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est
la fonction

px(t) =E(e"Y).

Si deux variables aléatoires ont méme fonction caractéristique alors elles ont méme
loi.

Définition 6.1.3. On dit que (X,,),, sont des variables aléatoires indépendantes
si, pour tout n > 1 et tous Ay, ..., A,,

P(X,€A,....X,€A,)=P(X; € 4) --PX, € 4,).

59
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6.2 Les lois classiques

6.2.1 La loi de Bernoulli

On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[, note B(p), si
PX=1)=1-P(X=0)=p.

On a
E(X)=p, V(X)=p(l-p), ex(t)=pe"+1-p.

6.2.2 La loi binomiale
On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0, 1], note
B(n, p), si
n

pour tout k =0,1,...,n, P(X =k)= (k)pk(l —p)" "

On a

E(X)=np, V(X)=np(l-p), ¢x(t)=(pe"+1-p)"
Si X1, Xs,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Ber-
noulli B(p) alors X = X; + --- + X,, est de loi binomiale B(n,p). C’est la loi du
nombre de succeés d'une méme expérience de probabilité de succés p recommencée n
fois.

6.2.3 La loi géométrique

On dit que X suit la loi géomtrique de paramétre p €]0, 1], note G(p), si
pour tout n > 1, P(X =Fk)=p(1 —p)* L

BOO =2, V00 =1 it = 1_(]1’;_]9)

2
Si (Xk)gs, sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli
B(p) alors X = inf{k > 1, X} = 1} suit la loi géométrique G(p). C’est la loi du
premier succeés lors d’une répétition infinie d’'une méme expérience de probabilité de
succes p.

6.2.4 La loi de Poisson

On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, note P(\), si
)\k
= e_A—

pour tout k € N, P(X = k) L

E(X)=2X V(X)=X ox(t) =",
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6.2.5 La loi exponentielle

On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0, note £()), si sa loi
posséde la densité
T — )\e_kwl{xx)}.

A
A —it

V(X) =+ Fx(r)= (1 - 67/\36)1{”0}, ox(t) =
Pour tous s,t > 0,

P(X >t4s) et
PX >t+s|X >t) = PX > 1 = =

=P(X > s).

On dit que X est sans mémoire. Cette loi modélise tres bien tous les phénomeénes
sans usure, sans mémoire, sans viellissement etc.

6.2.6 La loi gaussienne standard

On dit que X suit la loi gaussienne centrée réduite (ou standard), note N(0, 1),
si sa loi posséde la densit é

T — —x2/2

1
me
On a

E(X)=0, V(X)=1, Fx(z)=o(x), ox(t)=c""

On ne peut pas calculer ®(x) mais cette fonction est tabulée.

6.2.7 La loi gaussienne

On dit que X suit la loi gaussienne de paramétres m et o2, note N (m, 0?), si sa

loi posséde la densité
1 ( (x — m)z)
x — exp | ——— ).

V2mo? 202

On a
E(X> =m, V(X) = 0'2, FX(JJ) = CI)((t — m)/a), SOX(t) — 6702t2/2+imt.
Une variable aléatoire X suit la loi N'(m, o?) si et seulement si (X —m) /o suit la loi

N(0,1). En particulier, sa fonction de répartition s’exprime simplement en fonction
de .
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6.3 Les deux théorémes limites fondamentaux

Rappelons maintenant les deux résultats fondamentaux concernant le comporte-
ment asymptotique des sommes de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées : la loi des grands nombres (LGN) et le théoréme limite central
(TLC). La loi des grands nombres assure la convergence de la moyenne empirique
de variables aléatoires ¢.i.d. vers leur moyenne statistique :

Théoréme 6.3.1 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,), 5 une suite de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi et intégrables. Alors

1« s
_ZXk L2 L R(X).
n

n—00
k=1

En d’autres termes,

IP’(% Zn:Xk — E(Xl)) =1

k=1

Le théoréeme limite central quant a lui permet de préciser la vitesse de convergence
dans la loi des grands nombres et établit 'universalité des fluctuations gaussiennes
autour de la limite.

Théoréme 6.3.2 (Théoreme limite central). Soit (X,,), -, une suite de variables aléa-
toires indépendantes, de méme loi et de carré intégrable. Notons m leur espérance
et o2 leur variance. Alors

g (% zn:Xk - E(X1)> —£ 5 N(0,1).

n—oo

En d’autres termes, pour tous réels a < b,

P(a < @ (% ixk - E(X1)> < b) LB - B(a).

n—oo

6.4 Martingales et chaines de markov

Rappelons enfin les notions centrales de martingales et de chaines de markov,
pour lesquelles existent deux nombreux théorémes asymptotiques.

6.4.1 La notion de martingale

Définition 6.4.1. Une suite de variables aléatoires intégrables (X,,),>0 est une mar-
tingale par rapport a une filtration (F,),>o si pour tout n > 0, on a

E[Xyi1|Fn] = X
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Une des propriétés essentielle d’'une martingale est le fait que sa moyenne est
constante au cours du temps, pour tout n > 0 :

E[X,] = E[X,].

Ce résultat se généralise aux temps d’arrét :

Théoréme 6.4.2 (Théoréme d'arrét). Soit (X,,)n>0 une martingale et T un temps
d’arrét. Alors

1. La suite (Xpar)n>o est une martingale ;

2. Si' T est fini presque sirement et qu’il existe une variable intégrable Y telle
que E[| Xna7|] < E[|Y]] pour tout n > 0, alors

E[X7] = E[X,].

Théoreme 6.4.3 (Convergence des martingales). Soit (X,,)n>0 une martingale po-
sitive. Alors (X,)n>0 converge presque sirement vers une variable aléatoire X et
UVon a X,, > E[X|F,] pour tout n > 0.

6.4.2 La notion de chaine de Markov

Nous concluons par quelques (r)appels sur la notion de chaine de markov. Com-
mencons par un petit rappel sur les probabilités conditionnelles.

Définition 6.4.4. Soit (2, A,P) un espace de probabilités. Pour A, B € A avec
P(B) > 0, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par

P(A|B) = P(AN B)
P(B)

Une chaine de Markov peut étre vue comme une généralisation des suites de
variables aléatoires indépendantes : la valeur de X,,,; ne dépendra de Xy,..., X,
qu’au travers de X,,. On dit que connaissant le présent, passé et futur sont indépen-
dants. De nombreux phénomeénes physiques, économiques ou biologiques sont trés
bien modélisés par des chaines de Markov : la marche d’un ivrogne, I’évolution du
cours d’une action, la taille d’une population... Soit E un ensemble fini que 'on
prendra égal {1,...,d} pour fixer les idées.

Définition 6.4.5. On dit qu'une suite de variables aléatoires (Xy,),5, est une chaine
de Markov si, pour tout n > 0 et tous xg, x1,...,2T,r1 dans E, on a

I[D(Xn+1 = xn+1’Xn = Tpy.-- 7X0 = .I'0> = ]P)(Xn+1 = xn+1’Xn = l’n)

De plus, si ces probabilités ne dpendent pas de n, on dit que la chaine de Markov
est homogene.
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On dit qu'une matrice (carrée de taille d x d) est markovienne (ou stochastique)
si tous ses coefficients sont positifs et si la somme sur chaque ligne de la matrice
vaut 1.

Proposition 6.4.6. Une suite de variables aléatoires (X)), est une chaine de
Markov homogéne si et seulement si il existe une matrice markovienne P telle que,
pour tout n = 0 et tous xg, T1,...,Tnr1 dans E, on a

P(Xn+1 = $n+1|Xn = Tp, ... ,XO = $0) = P(acn,xn+1).
Dans ce cas, on a

P(Xo = o, .., X = 25) = P(Xo = 20) P(0, 21) P(21, 22) - - - P(T1, Tn).
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