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Feuille 3 : probabilités et théorémes limites

Exercice 1 (Arrondi)

Un programme de calcul est configuré de sorte a tronquer les mombres a N chiffres significatifs aprés la
virgule et ainsi d’arrondir tous les résultat a %IO’N pres. On suppose qu’il effectue n opérations élémentaires
successives, que les erreurs commises pour chacune sont indépendantes, de loi uniforme sur [fél()*N, %10*1\[].
On suppose de plus que Uerreur sur le résultat final est la somme des erreurs commises sur chaque opération.
Ezpliciter une valeur approchée de la probabilité pour que lerreur finale soit inférieure ou égale a a (en valeur
absolue), en fonction de a,n, N et de la fonction de répartition ® de la gaussienne standard. Particulariser
au cas ot o« = 1/y/12 et n = 102V,

Exercice 2 (Théoréme limite fondamentaux)
1. Soit (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes toutes de loi uniforme sur intervalle
[0,1]. Soit f:]0,1] = R une fonction continue. Que peut-dire de la suite

fO) + ...+ f(Un)

n

lorsque n tend vers +oo ?
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2. Calculer limy, 400 €™ > 1oy Y- Plus généralement, si f : R — R est une fonction continue bornée,

montrer que l'on a
lim e " EOO syt oL /f(t) /2y
i —_=— e .
n——+oo Pt \/ﬁ k! \/ﬂ R

Exercice 3 (Produit de variables uniformes)
Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et soit X, = (H}‘lej)l/".
Montrer que la suite X,, converge presque sturement lorsque n tend vers l'infini et expliciter sa limite.

Exercice 4 (LGN sans indépendance)
Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E|X1| < +oo. On note Sy, := > p_; XpXpi1.
Montrer que % converge presque surement et expliciter sa limite.

Exercice 5 (Utilitaires)
1. Montrer qu’une variable aléatoire réelle positive dont l’espérance est nulle est nulle presque surement.

2. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que {x € R| P(X = x) > 0} est un ensemble au plus
dénombrable.

3. Soit m > 1 un entier. Donner un exemple d’une variable aléatoire réelle qui admet un moment d’ordre
m mais pas de moment d’ordre m + 1.

Exercice 6 (Modes de convergence)
On considére une suite (Xp)n>0 de v.a. et une v.a. X.

1. Montrer que X, £y X wentraine pas que X, — X L0 sauf si X est p.s. constante.
n—-+4oo n—-+oo
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2. Montrer que X,, —> X n’entraine pas que X, — X — 0, et en déduire que la convergence presque
n—-+o0o n—-+oo

stire n’implique pas la convergence dans L'.



Exercice 7 (Modes de convergence II)

1. Soit (2, F,P) un espace de probabilités. Soient (Ay)n>1 une suite d’événements sur cet espace et p > 1
un réel. Déterminer pour chacune des convergences suivantes ¢ quelle condition sur la suite (Ay,)n>1
elle a lieu.

(a) La suite (14, )n>1 converge en probabilité vers 0%
(b) La suite (14, )n>1 converge dans LP vers 0 ¢
(c) La suite (14, )n>1 converge presque sirement vers 0 ¢
2. Construire une suite de variables aléatoires intégrables (X, )n>1 et une variable aléatoire intégrable X

telles qu’on ait X, Ly Xoet limy, oo B(X,) # E(X).
n

— 400

3. Montrer que si une suite de variables aléatoires converge en loi et si chaque terme de la suite a une loi
exponentielle, alors la loi limite est soit une loi exponentielle soit une masse de Dirac en 0.

Exercice 8 (Modes de convergence III)

On considére deux suites (Xp)n>0 €t (Yn)n>o de v.a. et une v.a. X telles que X, Ly Xoet Y, £,
- - n—-+oo n—-+4oo

Montrer que

1. X, +Y, %) X (On pourra penser a utiliser les fonctions caractéristiques).
n—-+0oo

2. X,Y, - 0.

n—4oo

Exercice 9 (Sur la loi de Cauchy)
On rappelle qu’une loi de Cauchy a pour densité m par rapport a la mesure de Lebesque.

1. Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [—%, %]. Calculer la loi de tanU.
2. Que vaut E(tanU) ¢

3. Soit (X,Xl) une paire de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy. Déterminer la densité
de la lov de X + X .

4. Soit Y une variable aléatoire réelle dont la loi est %e"mdy, Calculer la fonction caractéristique de la
loi de Y définie par 4
Ty @ & B[],

5. Soit (X, X,) deuzx variables aléatoires réelles indépendantes de loi de Cauchy et \,v € R Calculer la
densité de la loi de AX +vX | et celle de XX .

6. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi de Cauchy. Calculer la limite (en
loi), quand n — 400, de
X1+ ..+ X,

n



