UNIVERSITE DE RENNES L3 MATHEMATIQUES
INTEGRATION DE LEBESGUE ANNEE 2023-2024
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Dans toute la suite, (E, A, u) désigne un espace mesuré.

Exercice 1 Intégrales et intégrandes ordonnées
Soient f et g deux fonctions intégrables sur (E, A, u) vérifiant :

/Efdu>/Egdu.

Montrer que {f > g} est non vide. Donner un exemple dans lequel cet ensemble est réduit & un singleton.

Exercice 2 Intégrabilité et comportement a linfini
Soit f : R — R, mesurable telle que f(x) — a > 0. Montrer que f n’est pas intégrable sur R.
rT—00

Exercice 3 Formule de transfert

Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables, f : E — F mesurable. Soit 4 une mesure sur (F,.A). On
note py = po ! la mesure image de u par f sur (F,B). Montrer quune fonction mesurable g : F — R
est pg-intégrable si et seulement si g o f est p-intégrable et que dans ce cas :

/gof dN:/gdﬂf-
E F
Exercice 4 Etre borné dans L'

Soit (fy : E — R) une suite de fonctions mesurables convergeant p presque partout vers une fonction f
mesurable. Montrer que f est intégrable sur F si :

sup/ | frldp < +o00.
neNJE

Exercice 5 Primitive
Soit f : (E, A, u) — R intégrable sur E. Montrer la propriété d’uniforme continuité de Uintégrale :

Ve > 0,30 > 0,VA € A, u(A) géz/ [fldp < e.
A
En déduire que, sur (R, B(R), \), la primitive suivante de f est uniformément continue :

F:izeRy £ d.
[0,]

Exercice 6 Critére d’intégrabilité
Soit f : (E, A, ) — R mesurable. Montrer que f est intégrable sur E si et seulement si :

+oo
S omp ({27 < |fl <27} < +oo.

n=-—oo

A quelle condition sur « € R la fonction f, : x — 27%1 ;51 est-elle Lebesgue-intégrable sur R ?



Exercice 7 Critére d’intégrabilité, bis
Supposons la mesure p finie. Soit f : E — R mesurable. Montrer que f est intégrable sur F si et seulement
si:

+oo
S u{lf] = n}) < +o.

Que dire dans le cas ot 'on se passe de I’hypothése p finie ?

Exercice 8 Intégrabilité et sommabilité
Soit f : R — R intégrable sur R. Montrer que la série de fonctions ), |f(- + n)| est presque partout
convergente sur [0, 1] (puis presque partout sur R ).

Exercice 9 Echange de sommes
Montrer que pour toute fonction f : E — R mesurable :

/ s > e = / fau

Montrer que plus généralement pour tout p €]0, +o0] :
+oo
/ fPdp =p/ p({f > )Pt dt.
E 0

Exercice 10 Intégrabilité et dimension
Soit || - || une norme sur (R4, B (R?)) telle que la boule unite By soit de mesure de Lebesgue finie. Donner
une condition sur d et p pour que la fonction = — ||z|| P soit Lebesgue-intégrable sur By.

Exercice 11 Lemme de Scheffé
Soit (fy,) une suite de fonctions positives et intégrables sur F, convergeant presque partout vers f intégrable
sur E et vérifiant :

/fndu—> [ du.
E E

n—oo

Montrer que la suite (f,,) converge vers f dans L'(E). Le résultat est-il encore vrai si I'on ne suppose plus
les fonctions positives ?

Exercice 12 Accroissements
Soit f : [0,1] — R croissante, continue en 0 et 1, dérivable A-presque partout. Montrer que :

1
| rwas < - s
0
Donner un exemple de fonction pour laquelle cette inégalité est stricte.

Exercice 13 FExemple d’interversion
Déterminer la limite de la suite I,,(«) ci-dessous selon o € R :

I,(a) = /O” (1 — %)neax dz.

Exercice 14 Interversion et monotonie
Exercice 18. Soit (f,) une suite décroissante de fonctions mesurables positives qui converge p-presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe ng tel que f,, soit intégrable sur E. Montrer que :

lim fnd,u:/ fdp.

Que peut-on dire sans ’hypothése d’intégrabilité ?



