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6.4 Cas de variables aléatoires discrètes indépendantes . . . . . . . . . . . . . . 105

7 Convergences de variables aléatoires 106
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7.2 Convergence en probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
7.3 Convergence en norme p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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Introduction

Ces notes sont un support (enrichi) d’un cours de probabilités de base. Elles sont rede-
vables de plusieurs sources d’inspiration, parmi elles : [?] et [Gra]. Ce cours ne nécessite que
des notions de théorie de la mesure et d’intégrale de Lebesgue. Des références classiques
pour compléter un cours de probabilités de ce niveau sont [?], [?] (en français) et [Chung],
[?], [Dur], [Kal] (en anglais). (La référence [Kal] est complète mais plus difficile d’accès.)
D’autres références en ligne sont [?], [?].

Le contenu de ces notes est le suivant :
Dans le Chapitre 1, on donne quelques rappels de théorie de la mesure. On définit un espace
de probabilité, une mesure de probabilité et on en rappelle les principales propriétés.
La notion de variable aléatoire est définie dans le Chapitre 2. On y décrit la loi d’une
variable aléatoire, sa fonction de répartition et on donne les exemples de lois classiques
(discrètes et à densité).
Dans le Chapitre 3, on présente les notions d’espérance, de variance et plus généralement
de moments de variables aléatoires.
La fonction caractéristique est un outil très utile qui caractérise la loi d’une variable aléa-
toire. Cet outil est introduit au Chapitre 4 où on en étudie les principales propriétés.
Le concept d’indépendance est fondamental en probabilités. Il est introduit au Chapitre 5
où on en donne aussi plusieurs caractérisations.
Dans le Chapitre 6, on étudie la somme de variables aléatoires indépendantes et on en
détermine la loi à l’aide de convolution.
Il existe plusieurs modes de convergence en probabilités. Il sont présentés dans le Chapitre 7
où leurs propriétés et relations sont étudiées.
Dans le Chapitre 8, on s’intéresse aux sommes de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées et à leur comportement limite. On y présente les deux premiers
résultats fondamentaux des probabilités : la loi des grands nombres (LGN) et le théorème
central limite (TCL).
On termine dans le Chapitre 9 avec la description de vecteurs aléatoires gaussiens pour
lesquels beaucoup de calculs se ramènent à des calculs matriciels, on parle alors de calcul
gaussien.
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Chapitre 1

Espace de probabilité

Introduction

Quelques jalons historiques formalisent le concept de probabilités. D’après l’article dédié
de wikipedia :

— La notion de probabilité remonte à Aristote (4ème siècle avant J.-C.), il ne s’agit
pas alors de quantifier l’aléa, le terme probabilité désigne plutôt l’adhésion à une
idée : ce qui est probable est ce qui est généralement admis comme vrai.

— Au 16ème et 17ème siècles, la notion de probabilité est une notion morale. D’abord
théologie morale catholique, le terme désignera par glissement sémantique le carac-
tère vraisemblable d’une idée.

— Le traitement mathématique des probabilités remonte à Blaise Pascal (17ème siècle)
notamment avec sa correspondance avec Pierre de Fermat (1654). Avec ce traitement
mathématique, la notion de probabilité ne concerne plus seulement les idées ou les
opinions mais aussi les faits. Le concept de probabilité se rapproche alors de la
notion de hasard.

— Le calcul des probabilités se développe autour de questions liées à la théorie des jeux.
Des contributions marquantes sont celles de Christian Huygens (espérance, 1657),
Jacques Bernoulli (variable aléatoire, LGN, 1713 posthume), Abraham de Moivre
(combinatoire, 1718), Pierre-Simon de Laplace (TCL, 1812).

— La théorie classique des probabilités se développe avec le début du 20ème siècle et
le fondement de la théorie de la mesure par Émile Borel (1897), Henri Lebesgue
(1902-1904).

— Andrëı Markov (1902) introduit les châınes de Markov pour généraliser la LGN dans
un cadre sans indépendance.

— La théorie moderne des probabilités est axomatisée par Andrëı Kolmogorov (1933),
considéré comme le père des probabilités modernes.

— Les probabilités se développent encore dans les années 1940 avec Paul Lévy et Kiyo-
shi Itô qui relient les probabilités avec l’analyse et les EDP. C’est l’apparition du
calcul stochastique et de l’analyse stochastique.

1
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Quelques références classiques pour compléter ce cours de Probabilités sont [Bil1], [Chung],
[Fel], [FF], [Kal], [Ouv].

1.1 Rappel de théorie de la mesure

Dans cette section, on se borne à rappeler quelques concepts et outils fondamentaux de la
théorie de la mesure nécessaires pour ce cours de Probabilités. On renvoie à [Rud] ou à un
cours de théorie de la mesure complet pour des détails.

1.1.1 Tribus

Pour un ensemble X, on note P(X) = {A : A ⊂ X} l’ensemble de ses parties.

Définition 1.1.1 (Tribu) A ⊂ P(X) est une tribu (ou une σ-algèbre) si
— X ∈ A ;
— Si pour tout i ∈ N, Ai ∈ A alors

⋃
i∈NAi ∈ A : A est stable par réunion dénom-

brable ;
— Si A ∈ A alors Ac ∈ A : A est stable par complémentaire.

Si la condition sur l’union est remplacée par la stabilité par union finie, on définit alors
une algèbre (ou algèbre de Boole).

La plus petite tribu est {∅, X} (tribu grossière), la plus grande est P(X) (tribu totale).
En général, les tribus intéressantes sont intermédiaires entre les deux.
On appelle (ensemble) mesurable tout ensemble A élément d’une tribu A. Un ensemble
muni d’une tribu (X,A) s’appelle un espace mesurable.

Définition 1.1.2 (Tribu borélienne) Lorsque X est un espace topologique (c’est à dire
muni d’une famille d’ouverts), la plus petite tribu contenant tous les ouverts est appelée la
tribu borélienne. Elle est notée B(X).

Les mesurables A ∈ B(X) s’appelent aussi les boréliens. Les boréliens typiques sont les
ouverts, les fermés.
En général, pour un ensemble X dénombrable, une bonne tribu à considérer est P(X) et
pour un espace X topologique, c’est la tribu borélienne B(X).

Définition 1.1.3 (Mesurabilité) Une application f : (X,A) −→ (Y,B) est dite mesu-
rable si ∀B ∈ B, f−1(B) ∈ A.

Exemples.
— La fonction 1A est mesurable ssi A ∈ A.
— Lorsqu’on travaille avec les tribus boréliennes, les fonctions f : X −→ Y continues

sont mesurables (implicitement par rapport aux tribus boréliennes B(X) de X et
B(Y ) de Y ), cf. Proposition 2.1.1.
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— Les applications mesurables sont stables par la plupart des opérations : addition,
multiplication, multiplication par un scalaire, inverse, quotient, composition, max,
min, sup, inf, parties positive et négative, passage à la limite simple, cf. Proposition
2.1.2.

Définition 1.1.4 (Tribu engendrée) — Soit M une famille de parties de X. La
tribu engendrée par M, notée σ(M), est la plus petite tribu de X contenant M :
σ(M) =

⋂
A⊃MA.

— Soit f une application de X dans (Y,B), espace mesurable. La tribu engendrée par
f sur X est la plus petite tribu Af sur X rendant f : (X,Af ) −→ (Y,B) mesurable.
C’est la tribu formée des {f−1(B) : B ∈ B}. On la note Af ou σ(f).

Définition 1.1.5 (Tribu produit) Soient (X,A) et (Y,B) des espaces mesurables. La
tribu produit A ⊗ B sur l’espace produit X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } est la tribu
engendrée par les produits de mesurables A×B, A ∈ A, B ∈ B.

Cf. Section 3.1 pour plus de rappels sur les espaces produits en liaison avec les Théorèmes
de Fubini-Tonelli et Fubini (Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2).

Remarque 1.1.1 Sur R2 = R ⊗ R, on peut considérer la tribu borélienne associée à la
topologie produit sur R2 et le produit des tribus boréliennes sur chaque espace R. En
utilisant que tout ouvert de R2 peut s’écrire comme une réunion dénombrable de pavés
d’intervalles ouverts, on montre que les deux cöıncident : B(R2) = B(R)⊗B(R) = B(R)⊗2.
Plus généralement, on montre pour Rn qu’on a B(Rn) = B(R)⊗n.

1.1.2 Mesures

On considère (X,A) un espace mesurable.

Définition 1.1.6 (Mesure) Une mesure µ sur (X,A) est une application de A → [0,+∞]
telle que

— µ(∅) = 0 ;
— si (An)n≥1 est une suite dénombrable d’ensembles de A deux à deux disjoints alors

µ

(
+∞⋃
n=1

An

)
=

+∞∑
n=1

µ(An) σ-additivité.

Le triplet (X,A, µ) est appelé un espace mesuré (espace mesurable + mesure).

Exemples de mesure.
— Mesure de Dirac sur (X,P(X)) : soit a ∈ X,

δa(A) =

{
1 si a ∈ A
0 si a 6∈ A.
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— Mesure de Lebesgue sur (R,B(R)) : c’est la mesure qui généralise la notion de
longueur des intervalles. Elle est invariante par translation :

λ([a, b]) = b− a, λ(A+ x) = λ(A).

— Mesure finie : mesure µ de poids total (ou masse) fini(e) : µ(X) < +∞.
— Mesure σ-finie : µ est σ-finie sur (X,A) si X =

⋃
n≥1An avec An ∈ A et µ(An) <

+∞ (exemple : la mesure de Lebesgue sur R =
⋃
n∈N[−n, n]) car λ([−n, n]) = 2n).

— Mesure de probabilité : une mesure µ est dite de probabilité sur (X,A) si µ(X) = 1.
Traditionnellement, pour un espace de probabilité, on note (Ω,F ,P) au lieu de
(X,A, µ), cf. ci-dessous.

— Mesure image : Soit f : (X,A, µ) → (Y,B) une fonction mesurable. On définit sur
(Y,B) la mesure image de f notée µf par :

µf (B) = µ(f−1(B)).

— Mesure produit : si µ et ν sont des mesures sur (X,A) et (Y,B), on considère la
mesure produit sur l’espace produit X × Y muni de la tribu produit A ⊗ B. C’est
la mesure µ⊗ ν, défini sur les produits de mesurables par

(µ⊗ ν)(A×B) = µ(A)× ν(B), A ∈ A, B ∈ B

et s’étend sur toute la tribu produit A⊗B par un argument classique (par exemple
de classe monotone, cf. Section 1.3 ou par le théorème de Carathéodory).

1.2 Espace de probabilité

On définit une probabilité P sur un espace mesurable qu’on note traditionnellement (Ω,F).
Dans ce contexte, les ensembles mesurables A ∈ F s’appellent les évènements.

Définition 1.2.1 (Probabilité) Soient (Ω,F) un espace mesurable. On appelle probabi-
lité sur (Ω,F) toute mesure P sur (Ω,F) de poids total 1, c’est à dire P est une application
de F dans [0, 1] qui vérifie :

(i) P(Ω) = 1 ;

(ii) (Propriété de σ-additivité) Pour toute suite (An)n∈N∗ d’évènements, deux à deux dis-
joints, on a

P

( ⋃
n∈N∗

An

)
=

+∞∑
n=1

P(An).

Le triplet (Ω,F ,P) s’appelle un espace probabilisé ou espace de probabilité.
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Remarque 1.2.1 — Lorsque l’espace Ω est discret (c’est à dire fini ou dénombrable,
par exemple N ou une partie de N), on utilise F = P(Ω) et tous les ensembles sont
évènements. C’est la raison pour laquelle cette restriction aux évènements n’apparâıt
pas lors de cours de Probabilités en espaces finis ou discrets.

— Lorsque l’espace est R, pour les évènements typiques sont les intervalles (fermés
ou ouverts ou mixtes).

Exemples.

— P =
∑
n≥1

6

π2n2
δn.

— Soit f(x) = 1
2
e−|x|, montrer que

P([a, b]) =

∫ b

a

f(x)dx

définit une mesure de probabilité sur B(R).

Finalement, par évènement, on pourra se contenter de comprendre en pratique (en première
approximation) : n’importe quel ensemble si l’espace Ω est discret et les intervalles si
l’espace est R.

Propriétés des probabilités

Une probabilité satisfait un certain nombre de propriétés de base qu’il faut connâıtre et
pouvoir manipuler facilement.

Toute probabilité P sur (Ω,F) vérifie les propriétés suivantes :

• ∀A ∈ F , P(Ac) = 1− P(A).
En effet Ω = A ∪ Ac avec une réunion disjointe. Par additivité, on a donc

1 = P(Ω) = P(A) + P(Ac).

• P(∅) = 0.
En effet ∅ = Ωc donc P(∅) = 1− P(Ω) = 1− 1 = 0.

• Additivité (cas particulier du point (ii) de la définition d’une probabilité) :
— Si A ∩B = ∅, P(A ∪B) = P(A) + P(B),
— Si les Ai (1 ≤ i ≤ n) sont deux à deux disjoints,

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

• ∀A, B ∈ F , A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B).
En effet B = (B \ A) ∪ A où la réunion est disjointe. On a donc

P(B) = P(A) + P(B \ A) ≥ P(A).
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• ∀A, B ∈ F , P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).
En effet A∪B = (B \A)∪(A∩B)∪(A\B) où les ensembles sont deux à deux disjoints.

On a donc
P(A ∪B) = P(B \ A) + P(A ∩B) + P(A \B). (1.1)

Or A = (A \B) ∪ (A ∩B) avec une réunion d’ensembles disjoints donc

P(A) = P(A \B) + P(A ∩B).

Et de même B = (B \ A) ∪ (A ∩B) avec une réunion d’ensembles disjoints donc

P(B) = P(B \ A) + P(A ∩B).

On a donc P(B \A) = P(B)− P (A∩B) et P(A \B) = P(A)− P (A∩B) et on conclut en
reportant dans (1.1).

• Sous-additivité :
— ∀A,B ∈ F : P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B) ;
— ∀A1, A2, . . . , An ∈ F : P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ≤ P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(An) ;
— ∀A1, A2, . . . , An, · · · ∈ F :

P

(⋃
n≥1

An

)
≤

+∞∑
n=1

P(An).

En effet, pour une réunion de deux ensembles A∪B, cela vient du point précédent ; puis,
pour le cas d’une réunion finie, d’une récurrence ; et, pour le cas d’une réunion dénombrable,
d’un passage à la limite avec la propriété suivante.

• Propriétés de continuité monotone séquentielle

(i) Si (An)n∈N∗ est une suite croissante d’évènements (ie. pour tout n An ⊂ An+1) alors

lim
n→+∞

P(An) = P(A) où A =
⋃
n∈N∗

An. (1.2)

(ii) Si (Bn)n∈N∗ est une suite décroissante d’évènements (ie. pour tout n Bn+1 ⊂ Bn)
alors

lim
n→+∞

P(Bn) = P(B) où B =
⋂
n∈N∗

Bn. (1.3)

En effet dans le cas croissant (i), on note que
⋃n
k=1 Ak = An. Soit Cn = An \An−1 n ≥ 1

(avec A0 = ∅). On montre facilement que ∪nk=1Ck = ∪nk=1An : une inclusion vient de ce que
Ck ⊂ Ak pour tout k, l’autre de ce que si ω ∈ ∪nk=1An alors en notant k le plus petit entier
tel que ω ∈ Ak alors on a ω ∈ Ck et donc ω ∈ ∪nk=1Ck. De plus les Ck, k ≥ 1, sont deux à
deux disjoints : si ω ∈ Ck alors ω 6∈ Ak−1 et donc ω 6∈ Cl pour l < k.

lim
n→+∞

P(An) = lim
n→+∞

P

(
n⋃
k=1

Ak

)
= lim

n→+∞
P

(
n⋃
k=1

Ck

)
= lim

n→+∞

n∑
k=1

P(Ck) (additivité)
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=
+∞∑
k=1

P(Ck) = P

(
+∞⋃
k=1

Ck

)
(σ-additivité) = P

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
.

Dans le cas décroissant (ii), comme on est en mesure finie, il suffit de passer aux complé-
mentaires.

Remarque 1.2.2 En général, on ne peut pas calculer P(A ∪ B) à partir de P(A) et de
P(B) comme le montre la formule P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B) : il faut connâıtre
A ∩B, on verra que ceci est lié à l’indépendance ou non des évènements A et B.
Attention, cette formule ne se généralise pas immédiatement pour plus de deux évènements,
par exemple pour A, B, C, on a :

P(A∪B ∪C) = P(A) + P(B) + P(C)− P(A∩B)− P(A∩C)− P(B ∩C) + P(A∩B ∩C).

Plus généralement, on a le résultat suivant (exercice : il se montre par récurrence sur n) :

Proposition 1.2.1 (Formule de Poincaré) Pour tout entier n ≥ 2, et tous évènements
A1, A2, . . . , An, on a :

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai) +
n∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik).

Démonstration : On prouve la formule par récurrence. Si n = 2, cela est dû à l’additivité
usuelle. On admet la formule pour n et on la montre pour n+ 1 : soient Ai, 1 ≤ i ≤ n+ 1.
On a

P
( n+1⋃
i=1

Ai

)
= P

(( n⋃
i=1

Ai
)
∪ An+1

)
= P

( n⋃
i=1

Ai

)
+ P(An+1)− P

(( n+1⋃
i=1

Ai

)
∩ An+1

)
= P

( n⋃
i=1

Ai

)
+ P(An+1)− P

( n+1⋃
i=1

(Ai ∩ An+1)
)
.

Mais par récurrence

P
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai) +
n∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik)

et

P
( n⋃
i=1

(Ai∩An+1)
)

=
n∑
i=1

P(Ai∩An+1)+
n∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P(Ai1∩Ai2∩· · ·∩Aik∩An+1).
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On reforme alors
∑n

i=1 P(Ai) + P(An+1) =
∑n+1

i=1 P(Ai) et

n∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik) +
n∑
i=1

P(Ai ∩ An+1)

+
n∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik ∩ An+1)

=
n+1∑
k=2

(−1)k+1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n+1

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik)

ce qui prouve la formule pour n+ 1 et achève la récurrence. �

1.3 Classe monotone

Dans cette section on rappelle un procédé d’extension des définitions de certains objets sur
les tribus après les avoir définis sur des classes restreintes d’ensemble.

Définition 1.3.1 (Classe monotone ou λ-système) Une famille M de parties de Ω
est appelée classe monotone si

1. Ω ∈M ;

2. lorsque A,B ∈M et B ⊂ A, alors A \B ∈M ;

3. M est stable par réunion croissante (Aj ∈M, j ∈ N, Aj ⊂ Aj+1 ⇒
⋃
j∈NAj ∈M).

Pour E ⊂ P(Ω), on appelle classe monotone engendrée par E, la plus petite classe monotone
contenant E, c’est à dire l’intersection de toutes les classes monotones contenant E. On la
note M(E).

Remarque 1.3.1 — Une classe monotone est stable par complémentaire : il suffit
d’écrire Ac = Ω \ A pour Ω, A ∈M.

— Une classe monotone est stable par intersection décroissante : si (Bi)i≥1 est une
suite de M telle que Bi ⊃ Bi+1, i ≥ 1, alors Ai = Bc

i ∈ M car Ai = Ω \ Bi

et (Ai)i≥1 forme une suite croissante de M pour laquelle
⋃
i≥1Ai ∈ M mais alors⋂

i≥1Bi =
(⋃

i≥1Ai

)c
∈M.

Une classe monotone est donc stable par limite monotone d’ensembles (croissante
ou décroissante), cela justifie la terminologie.

Exemple :

1. Une intersection d’un nombre quelconque de classes monotones est encore une classe
monotone.

2. Une tribu est une classe monotone. Il suffit pour cela de voir que A \B = A ∩Bc.
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3. Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.
En effet cette classe sera aussi stable par réunion finie en vertu de l’axiome 2) de la
Définition 1.3.1 on utilise alors la reécriture d’une réunion dénombrable comme une
réunion croissante (

⋃
j∈NAj =

⋃
j∈N

(⋃
k≤j Ak

)
pour toute famille Aj, j ∈ N).

Théorème 1.3.1 (des classes monotones) Soit E une famille de parties de Ω stable
par intersection finie. Alors M(E) = σ(E).

Remarque 1.3.2 Ce résultat s’énonce (et s’utilise) encore sous la forme suivante : si M
est une classe monotone contenant la famille de parties E , stable par intersection finie (ie.
E est un π-système), alors σ(E) ⊂M.

Démonstration : En vertu de l’exemple 2) ci-dessus, σ(E) est une classe monotone qui
contient E et doncM(E) ⊂ σ(E). Pour prouver l’inclusion réciproque, on montre queM(E)
est stable par intersection finie car alors, d’après l’exemple 3) ci-dessus, M(E) sera une
tribu contenant E , et on aura σ(E) ⊂M(E). Il suffit donc de prouver que si A,B ∈M(E),
alors A ∩B ∈M(E). Pour cela, soit

M1 :=
{
A ∈M(E) : ∀B ∈ E , A ∩B ∈M(E)

}
.

Comme E , π-système, est stable par intersection finie, on constate queM1 contient E . Puis
on vérifie facilement que M1 est une classe monotone car

— Ω ∈M1 car Ω ∈M(E) et pour B ∈ E , B ∩ Ω = B ∈ E ⊂M(E).
— si A1, A2 ∈ M1 avec A2 ⊂ A1 alors A1 \ A2 ∈ M(E) car M(E) est une classe

monotone puis pour B ∈ E , on a (A1 \ A2) ∩ B = (A1 ∩ B) \ (A2 ∩ B) ; mais
A1 ∩ B,A2 ∩ B ∈ M(E) car A1, A2 ∈ M1 ; puis comme M(E) est stable par
différence monotone, on a (A1 \ A2) ∩B ∈M(E) ; finalement A1 \ A2 ∈M1.

— si Aj, j ≥ 0, est dansM1 avec Aj ⊂ Aj+1 alors
⋃
j Aj ∈M(E) carM(E) est stable

par réunion croissante ; puis, pour B ∈ E ,
(⋃

j Aj

)
∩B =

⋃
j(Aj ∩B) ∈M(E) car

Aj ∩B ∈M(E) et stabilité par réunion monotone.
Finalement, M1 est une classe monotone contenant E donc contient aussi M(E) et, par
définition est contenu dans M(E), ce qui donne M1 =M(E).
Soit maintenant

M2 :=
{
A ∈M(E) : ∀B ∈M(E), A ∩B ∈M(E)

}
.

L’ensemble M2 est aussi une classe monotone (faire comme précédemment avec M1 à la
place de E). De plus il contient E : on doit pour cela montrer que si A ∈ E , alors pour
tout B ∈ M(E) on a A ∩ B ∈ M(E). Mais comme B ∈ M(E) = M1, et A ∈ E , on a
A ∩ B = B ∩ A ∈ M(E) (défintion de M1). On a donc M2 classe monotone contenant E
et doncM(E) ⊂M2. Comme par définition on a aussiM2 ⊂M(E), il vientM2 =M(E)
ce qui montre que M(E) est stable par intersection finie.
D’après l’argument qui commence la preuve, le théorème des classes monotones (Th. 1.3.1)
est prouvé. �
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Applications des classes monotones

Théorème 1.3.2 (Dynkin) Si deux probabilités P1 et P2 cöıncident sur A stable par
intersections finies alors P1 et P2 cöıncident sur σ(A).

Démonstration : Soit M = {A ∈ F : P1(A) = P2(A)}. Alors, à nouveau, on constate
facilement que M est une classe monotone qui contient A :

— Ω ∈M car P1(Ω) = 1 = P2(Ω).
— Si A,B ∈M avec B ⊂ A alors

P1(A \B) = P1(A)− P1(B) = P2(A)− P2(B) = P2(A \B).

— Si Aj ∈M avec Aj ⊂ Aj+1, j ≥ 1, alors par croissance séquentielle (1.2)

P1

(⋃
j≥1

Aj

)
= lim

j→+∞
P1(Aj) = lim

j→+∞
P2(Aj) = P2

(⋃
j≥1

Aj

)
.

Comme A est un π-système, le Théorème 1.3.1 garantit que σ(A) ⊂M ce qui conclut. �

En anticipant sur le Chapitre 5, on dit que deux évènements A,B sont indépendants (et on
écrit A ⊥⊥ B) si P(A∩B) = P(A)P(B). Plus généralement deux partiesA et B d’évènements
sont indépendantes si pour tout A ∈ A et B ∈ B alors A ⊥⊥ B.

Proposition 1.3.1 Si une famille A d’ensemble est stable par intersections finies et est
indépendante d’une tribu G alors σ(A) est indépendante de G.

Démonstration : Soit M = {A ∈ F : A ⊥⊥ G}. Alors on constate facilement que M est
une classe monotone qui contient A.

— On a Ω ∈M car Ω ⊥⊥ G : P(G ∩ Ω) = P(G) = P(G)P(Ω) pour tout G ∈ G.
— Soit A,B ∈M avec B ⊂ A, alors pour tout G ∈ G, on a

P((A \B) ∩G) = P
(
(A ∩G) \ (B ∩G)

)
= P(A ∩G)− P(B ∩G) = P(A)P(G)− P(B)P(G)

= (P(A)− P(B))P(G) = P(A \B)P(G)

c’est à dire (A \B) ⊥⊥ G et donc (A \B) ⊥⊥ G.
— Soit Aj ∈ G avec Aj ⊂ Aj+1 alors par convergence monotone

P (∪j≥1Aj ∩G) = P (∪j≥1(Aj ∩G)) = lim
j→+∞

P(Aj ∩G) = lim
j→+∞

P(Aj)P(G)

= P (∪j≥1Aj)P(G)

c’est à dire ∪j≥1Aj ⊥⊥ G et donc ∪j≥1Aj ⊥⊥ G.
Comme A est un π-système, le Théorème 1.3.1 garantit que σ(A) = M(A) ⊂ M ce qui
conclut la preuve de la proposition. �
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Proposition 1.3.2 Soient A1 et A2 deux familles d’ensemble stables par intersection finie
(deux algèbres) indépendantes dans (Ω,F ,P). Alors les tribus engendrées σ(A1) et σ(A2)
sont indépendantes.

Démonstration : Soit A1 ∈ A1. Considérons la famille

M1 =
{
A2 ∈ σ(A2) : P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2)

}
des évènements indépendants de A1. Comme pour la preuve précédente, il s’agit d’une
classe monotone qui contient, par hypothèse, A2. Elle contient donc la classe monotone
engendrée par A2, qui cöıncide par le théorème de classe monotone avec σ(A2) puisque A2

est un π-système. Soit maintenant A2 ∈ σ(A2). Considérons la famille

M2 =
{
A1 ∈ σ(A1) : P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2)

}
des évènements indépendants de A2. Il s’agit encore d’une classe monotone qui contient A1

et d’après ce qui précède σ(A1) puisque A1 et un π-système. �

1.4 Extension de mesure

Le Théorème de Carathéodory permet de prolonger des mesures (ou des ersatz de
mesure) sur des familles d’ensemble en de vraies mesures sur des tribus engendrées par ces
familles. On en donne plusieurs formulations dans cette section.

Définition 1.4.1 (Anneau d’ensemble) Un anneau d’ensemble R sur un ensemble X
est une famille de parties de X qui vérifie

— R n’est pas vide : R 6= ∅ ;
— R est stable par différence ensembliste : si A,B ∈ R alors A \B ∈ R ;
— R est stable par union finie : si pour 1 ≤ i ≤ n on a Ai ∈ R alors

⋃n
i=1Ai ∈ R.

Théorème 1.4.1 (Extension de Carathéodory 1) Toute mesure sur un anneau d’en-
semble R admet au moins un prolongement à la tribu σ(R) engendrée par l’anneau. De
plus, si la mesure sur l’anneau est σ-finie alors ce prolongement est unique.

Définition 1.4.2 (Semi-algèbre) Soit Ω 6= ∅ un ensemble quelconque. Une famille de
sous-ensembles S de Ω est une semi-algèbre si

— ∅,Ω ∈ S ;
— S est stable par intersections finies ;
— si A ∈ S alors il existe n fini et des ensembles C1, . . . , Cn ∈ S disjoints tels que
Ac = C1 ∪ · · · ∪ Cn.

Les semi-algèbres sont des structures à partir desquelles on peut étendre une probabilité.
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Théorème 1.4.2 (Extension de Carathéodory 2) Soit S une semi-algèbre sur Ω 6= ∅.
On considère P une fonction σ-additive définie sur S et à valeurs dans [0, 1] telle que

P(Ω) = 1. Alors il existe une unique mesure de probabilité P̃ définie sur σ(S) qui prolonge

P (ie. P(A) = P̃(A) pour A ∈ S).

Définition 1.4.3 (Mesure d’algèbre) Soit B une algèbre sur un ensemble E. Une me-
sure d’algèbre sur (E,B) est une application m : B → [0,+∞] telle que

— m(∅) = 0 ;
— m est additive : pour A,B ∈ B tels que A∩B = ∅ alors m(A∪B) = m(A)+m(B) ;
— Il existe une suite croissante (En)n≥1 de B qui crôıt vers E telle que m(En) < +∞
et, pour tout A ∈ B, limn→+∞m(A ∩ En) = m(A) ;

— (propriété de Carathéodory) Pour toute suite décroissante (An)n de B convergeant
vers ∅ et telle que m(A0) < +∞ on a limn→+∞m(An) = 0.

On montre facilement qu’une mesure d’algèbre m sur (E,B) vérifie pour tout A,B ∈ B :
— additivité finie : m(A) = m(A \B) +m(A ∩B) ;
— additivité forte : m(A ∪B) +m(A ∩B) = m(A) +m(B) ;
— sous-additivité : m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) ;
— croissance : si A ⊂ B alors m(A) ≤ m(B).

Théorème 1.4.3 (Extension de Carathéodory 3) Soit B une algèbre sur un ensemble
E. Si m est une mesure d’algèbre sur (E,B) alors il existe une mesure µ sur la tribu σ(B)
qui cöıncide avec m sur B.

1.5 Vocabulaire probabiliste

D’un point de vue modélisation, dans la suite, l’ensemble de base Ω va nous permettre
de décrire une expérience aléatoire. Cet ensemble va représenter l’ensemble des résultats
possibles de l’expérience (aléatoire) que l’on étudie. Nous l’appellerons l’univers des pos-
sibles ou espace probabilisé. Lorsque Ω est dénombrable, ses parties seront appelées des
évènements (ou évènements composés), les éléments ω ∈ Ω seront les évènements élémen-
taires, c’est à dire les évènements les plus simples qui ne peuvent pas être exprimés par des
évènements encore plus simples.

Exemple : On lance un dé à six face. Le résultat a priori est aléatoire et les résultats pos-
sibles sont 1, 2, 3, 4, 5, 6. L’espace Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} décrit bien l’ensemble des résultats.
La partie A = {1, 4} est un évènement composé : il s’agit de « le résultat est un 1 ou un
4 ». Par contre {3} est un évènement élémentaire, « observer un 3 » ne peut pas être décrit
par des évènements plus simples.

Avec ce mode de représentation, les opérations logiques sur les évènements que sont « ou »,

« et », « négation » se traduisent par des opérations ensemblistes : réunion ∪, intersection

∩, complémentaire { }c. Voici le tableau des correspondances entre ces deux langages :
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Notations Vocabulaire ensembliste Vocabulaire probabiliste

∅ ensemble vide évènement impossible

Ω ensemble plein évènement certain

ω élément de Ω évènement élémentaire

A sous-ensemble de Ω évènement

ω ∈ A ω appartient à A le résultat ω est une des
réalisations possibles de A

A ⊂ B A inclus dans B A implique B

A ∪B réunion de A et B A ou B

A ∩B intersection de A et B A et B

Ac complémentaire de A dans Ω évènement contraire de A

A ∩B = ∅ A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

Pour un Ω général, les évènements sont seulement les éléments de F , la tribu associée.

Remarque 1.5.1 Il faut retenir que
— une réunion ∪ s’interprète comme un « ou »,
— une intersection ∩ s’interprète comme un « et »,
— un complémentaire { }c s’interprète comme « le contraire de ».

Noter enfin qu’en mathématiques le « ou » est un ou inclusif alors que dans le langage
usuel il s’agit d’un ou exclusif (dessert ou fromage ? c’est l’un ou l’autre mais pas les deux
alors qu’avec le « ou » mathématiques, ça pourrait être les deux).

Les opérations sur les ensembles (ou sur les évènements) peuvent faire intervenir plus de
deux évènements. Ainsi si A1, . . . , An sont des évènements,

n⋃
i=1

Ai = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An

est l’ensemble des ω qui sont dans au moins un des Ai. De même

n⋂
i=1

Ai = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An

est l’ensemble des ω qui sont dans tous les Ai. On étend encore ces définitions aux réunions
et intersections dénombrables (ie. en nombre infini mais qu’on peut énumérer) :

⋃
i∈N

Ai =
+∞⋃
i=1

Ai = {réalisation d’au moins un Ai},
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⋂
i∈N

Ai =
+∞⋂
i=1

Ai = {réalisation de tous les Ai}.

Rappel (dénombrabilité) : une partie infinie est dénombrable si elle peut être mise en
bijection avec N, c’est à dire si on peut énumérer tous ses éléments. L’ensemble N, bien
sûr, est dénombrable mais Z, Q le sont aussi. Par contre [0, 1] ou R ne le sont pas.
Comme on peut énumérer aussi les éléments d’une partie finie, il est usage d’inclure le cas
fini dans le cas dénombrable, même si d’ordinaire, le terme dénombrable est utilisé pour
les parties infinies dénombrables.

Ces opérations logiques sur des suites d’évènements sont très utiles pour analyser les évène-
ments complexes : il s’agit de les réexprimer comme réunion, intersection, complémentaire
d’évènements plus simples. Il importe donc de bien traduire en langage ensembliste un
énoncé et ses enchâınements logiques.

Étant donnée une suite d’évènements (Ai)i≥1, deux évènements assez complexes mais fort
utiles sont

la limite supérieure : lim sup
i→+∞

Ai =
⋂
i≥0

⋃
j>i

Aj

et la limite inférieure : lim inf
i→+∞

Ai =
⋃
i≥0

⋂
j>i

Aj.

Leur intérêt vient de l’interprétation suivante qui permet de « traduire » en langage en-
sembliste une assertion en français.

1.6 Liminf et limsup d’ensembles

’Etant donnée une suite d’évènements (Ai)i≥1, deux évènements assez complexes mais
fort utiles sont la limite inférieure et la limite supérieure. Leur intérêt vient de l’inter-
prétation qui permet de « traduire » en langage ensembliste une assertion en français, cf.
Proposition 1.6.1.

Définition 1.6.1 (lim inf et lim sup) Soit (An)n≥0 une suite d’évènements observables d’un
espace de probabilité (Ω,F ,P). On pose

lim sup
n→+∞

An =
⋂
n≥1

⋃
k>n

Ak, et lim inf
n→+∞

An =
⋃
n≥1

⋂
k>n

Ak.

On parle respectivement de limites supérieure et inférieure de la suite d’ensembles (An)n≥0.

Noter que
lim inf
n→+∞

An ⊂ lim sup
n→+∞

An. (1.4)
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En effet
⋂
k>nAk ⊂ Aq pour tout q > n. On a donc

⋂
k>nAk ⊂

⋃
q>pAq pour tout p.

On a alors pour tout n : ⋂
k>n

Ak ⊂
⋂
p≥1

⋃
q>p

Aq = lim sup
n→+∞

An.

Finalement ⋃
n≥1

⋂
k>n

Ak ⊂ lim sup
n→+∞

An.

C’est à dire (1.4).
Puis, les régles élémentaires sur les

⋃
,
⋂

et c donnent sans difficulté :(
lim sup
n→+∞

An

)c
= lim inf

n→+∞
Acn.

De plus, les limites supérieure et inférieure d’ensembles ont les interprétations suivantes :

Proposition 1.6.1 Soit Ai, i ≥ 0, une collection infinie d’ensembles. Alors
— « À partir d’un certain rang, ω est dans tous les Ai » s’écrit

ω ∈
⋃
i≥0

⋂
j>i

Aj
(

= lim inf
n→+∞

An
)
.

— « ω est dans une infinité de Ai »s’écrit

ω ∈
⋂
i≥0

⋃
j>i

Aj
(

= lim sup
n→+∞

An
)
.

On écrit parfois {An i.s} où i.s. signifie « infiniment souvent ».

Démonstration :
• Pour le premier point : Soit ω qui, à partir d’un certain rang, est dans tous les Ai. On
traduit cela de la façon suivante : il existe un rang i tel que pour tout rang j > i, ω est
dans Aj. D’après la signification des symboles ∀,∃,∩,∪, cela revient à écrire

ω ∈
⋃
i≥0︸︷︷︸

il existe
i≥0

⋂
j>i︸︷︷︸

pour tout
j>i

Aj︸︷︷︸
ω est

dans Aj .

• Pour le second point, dire que ω est dans une infinité de Ai est équivalent à dire que

« pour tout p, il existe q > p avec ω dans Aq. »

En effet, si tel est le cas, ω est bien dans une infinité de Ai car, d’après cette propriété,
— avec p = 0, il existe p1 > p tel que ω est dans Ap1
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— avec p = p1, il existe p2 > p1 tel que ω est dans Ap2

— avec p = p2, il existe p3 > p2 tel que ω est dans Ap3

— . . .
— avec p = pn, il existe pn+1 > pn tel que ω est dans Apn+1

— . . .
et finalement, ω est dans chaque Apn , n ∈ N∗, c’est à dire dans une infinité de Ai. Récipro-
quement, s’il est dans une infinité de Ai, alors pour tout p, on trouve q > p tel que ω ∈ Aq,
sinon, ce serait qu’il existe p tel que pour q > p, ω n’est pas dans Aq. Ou encore : ω ne
peut appartenir qu’aux Ai d’indice i ≤ p, c’est à dire seulement à un nombre fini d’entre
eux, ce qui est faux.
Donc, pour ce deuxième point, pour tout p, on trouve q > p, tel que ω ∈ Aq, en langage
∀,∃, cela s’écrit

ω ∈
⋂
p≥0︸︷︷︸

pour tout
p≥0

⋃
q>p︸︷︷︸

il existe
q>p

Aq︸︷︷︸
ω est

dans Aq .

�

Lien entre liminf, limsup d’ensembles et de fonctions

Rappel. Pour une suite réelle u = (un)n≥0, on définit ses limites supérieure et inférieure

lim inf
n→+∞

un = sup
n≥0

inf
k≥n

uk,

lim sup
n→+∞

un = inf
n≥0

sup
k≥n

uk.

Ce sont les plus petite et plus grande valeurs d’adhérence de la suite u. On a toujours

lim inf
n→+∞

un ≤ lim sup
n→+∞

un

et il y a égalité ssi la suite u converge ; de plus si tel est le cas

lim
n→+∞

un = lim inf
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

un.

En plus, en changeant le signe, les limites inférieure et supérieure s’échangent :

lim inf
n→+∞

(−un) = − lim sup
n→+∞

un,

lim sup
n→+∞

(−un) = − lim inf
n→+∞

un.

Pour une suite de fonctions (fn)n≥0, on définit des fonctions limites inférieure et supérieure
de la façon suivante :(

lim inf
n→+∞

fn

)
(x) = lim inf

n→+∞
fn(x),

(
lim sup
n→+∞

fn

)
(x) = lim sup

n→+∞
fn(x).
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Proposition 1.6.2 Soit (An)n≥0 une suite d’ensembles mesurables, on a

lim inf
n→+∞

1An = 1{lim infn→+∞ An}, lim sup
n→+∞

1An = 1{lim supn→+∞ An}.

Démonstration : Il suffit de le faire pour lim supn→+∞ 1An . Or ω ∈ lim supn→+∞An
si ∀k, ∃n ≥ k tel que ω ∈ An. On a donc ∀k, ∃n ≥ k avec 1An(ω) = 1 ou encore
infk≥0 supn≥k 1An(ω) = 1, c’est à dire lim supn→+∞ 1An(ω) = 1. Manifestement, il s’agit
d’une équivalence. �

De plus, on a :

Proposition 1.6.3

lim inf
n→+∞

{fn ≤ t} = {lim sup
n→+∞

fn ≤ t}, lim sup
n→+∞

{fn ≤ t} = {lim inf
n→+∞

fn ≤ t},

lim inf
n→+∞

{fn ≥ t} = {lim inf
n→+∞

fn ≥ t}, lim sup
n→+∞

{fn ≥ t} = {lim sup
n→+∞

fn ≥ t}.

Démonstration : exercice.

Définition 1.6.2 (Convergence d’ensembles) On dit qu’une suite d’ensemble (An)n≥0

converge vers A et on note An → A, n→ +∞, si

lim sup
n→+∞

An = lim inf
n→+∞

An = A.

On montre alors aussi :

Proposition 1.6.4

P
(

lim inf
n→+∞

An

)
≤ lim inf

n→+∞
P(An) ≤ lim sup

n→+∞
P(An) ≤ P

(
lim sup
n→+∞

An

)
.

On en déduit que si An → A alors P(An)→ P(A), n→ +∞.

Démonstration : Soient Bn =
⋃
k>nAk et Cn =

⋂
k>nAk. Alors Bn est une suite dé-

croissante d’ensembles, de limite lim supnAn et Cn est une suite croissante d’ensembles,
de limite lim infn→+∞An. D’après la propriété de convergence monotone des mesures (de
probabilités, cf. Chapitre 1), on a

P(An) ≤ P(Bn) −→ P
(

lim sup
n→+∞

An

)
P(An) ≥ P(Cn) −→ P

(
lim inf
n→+∞

An

)
On en déduit

P
(

lim inf
n→+∞

An

)
≤ lim inf

n→+∞
P(An) et lim sup

n→+∞
P(An) ≤ P

(
lim sup
n→+∞

An

)
.

Le second point est clair car les limites supérieure et inférieure cöıncident lorsque An → A,
n→ +∞. �



Chapitre 2

Variables aléatoires

Les variables aléatoires sont l’objet de base de ce cours. Il s’agit de fonction du hasard
dont nous présentons dans ce chapitre les outils clef pour leur étude : loi, fonction de
répartition (les moments sont étudiés au Chapitre 3). Nous donnons la plupart des lois
usuelles (discrètes et continues) et insistons sur leur interprétation en terme de modèle.
Dans tout le chapitre, on considère un espace de probabilité (Ω,F ,P).

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 (Variable aléatoire) On appelle variable aléatoire (va) toute applica-
tion mesurable X d’un espace de probabilité (Ω,F ,P) dans un espace mesurable (B,B).

— En général, une variable aléatoire est à valeurs réelles, ie. (B,B) = (R,B(R)).
— Si (B,B) = (Rn,B(Rn)), on parle de vecteur aléatoire de dimension n. Dans
ce cas, on peut écrire X = (X1, . . . , Xn) où Xi : (Ω,F ,P) → (R,B(R)) est une
variable aléatoire appelée i-ème marginale.

— Si (B,B) = (R2,B(R2)), on parle en particulier de couple aléatoire.
— Si (B,B) = (RN,B(RN)), on parle de suite aléatoire.

Une variable aléatoire est donc tout simplement une application mesurable sur un espace
de probabilité.

En pratique, lorsque la tribu de l’espace d’arrivée B est engendrée par un système de
générateurs, pour vérifier qu’une fonction est mesurable (en particulier, variable aléatoire),
il suffit de vérifier la propriété caractéristique sur les générateurs. Cela justifie l’importance
de connâıtre les familles de générateurs les plus petites d’une tribu.

Proposition 2.1.1 1. Soient X : (Ω,F) → (B,B) et C ⊂ P(B), famille qui engendre
la tribu B de B. Alors

X−1(B) = X−1(σ(C)) = σ(X−1(C)) (= σ(X−1(C) : C ∈ C})).

2. En particulier pour qu’une fonction X : (Ω,F)→ (B, σ(C)) soit mesurable, il faut et
suffit que X−1(C) ⊂ F .

18



Chapitre 2. c©JCB – L3/M1 Math – Université de Rennes 1 19

3. Une fonction X : Ω → R est une variable aléatoire réelle ssi pour tout t ∈ R,
{X ≤ t} ∈ F .

Démonstration : 1) Il est clair que X−1(σ(C)) est une tribu qui contient X−1(C). Par
conséquent X−1(σ(C)) ⊃ σ(X−1(C)).
Pour l’inclusion inverse, on considère

T =
{
A ∈ B : X−1(A) ∈ σ(X−1(C))}.

On vérifie facilement que T est une tribu. Par sa définition X−1(T ) ⊂ σ(X−1(C)). De plus
C ⊂ T car X−1(C) ⊂ σ(X−1(C)) et donc σ(C) ⊂ T . On déduit que

X−1(σ(C)) ⊂ X−1(T ) ⊂ σ(X−1(C)).

On peut traiter de la même façon le cas d’un nombre quelconque de fonctions.
2) Si X−1(C) ⊂ F alors σ(X−1(C)) ⊂ F car F est une tribu. Comme par 1) X−1(B) =
σ(X−1(C)), la conclusion en découle.
3) Cela vient de 2) et du fait que la tribu borélienne B(R) est engendrée par les demi-droites
]−∞, t], t ∈ R. �

Proposition 2.1.2 Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires de Ω dans un espace
métrique (E, d). Si cette suite de variable aléatoire converge ponctuellement vers X (c’est
à dire pour tout ω ∈ Ω, limn→+∞Xn(ω) = X(ω)) alors X est une variable aléatoire à
valeurs dans E.

Démonstration : D’après la Proposition 2.1.1, il suffit de montrer que si O est un ouvert
de E alors X−1(O) ∈ F . Pour cela, on pose

Or = {x ∈ O : d(x,E \O) > 1/r}, r ∈ N∗.

L’ensemble Or est ouvert donc borélien de E et⋃
r≥1

Or = {x ∈ O : d(x,E \O) > 0} = O.

On a

X−1(O) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ O} = {ω ∈ Ω : lim
n→+∞

Xn(ω) ∈ O}

=

{
ω ∈ Ω : lim

n→+∞
Xn(ω) ∈

⋃
r≥1

Or

}
=

{
ω ∈ Ω : ∃r ≥ 1,∃m ≥ 1,∀n ≥ m : Xn(ω) ∈ Or

}
=

⋃
r,m∈N∗

⋂
n≥m

X−1
n (Or)

est un évènement de F . �



Chapitre 2. c©JCB – L3/M1 Math – Université de Rennes 1 20

Définition 2.1.2 (Variable aléatoire simple ou étagée) On appelle variable aléatoire
étagée ou simple (à valeurs dans Rd) une variable aléatoire définie sur Ω de la forme
X =

∑r
j=1 aj1Aj où les Aj ∈ F sont disjoints et où aj ∈ Rd.

Proposition 2.1.3 (Approximation) Toute variable aléatoire X est limite simple de
variables aléatoires étagées. Si de plus X est réelle positive, la limite peut être choisie
croissante.

Démonstration : Soit d’abord X réelle positive. On définit pour tout n et k ∈ N∗

An,k =

{
ω :

k − 1

2n
≤ X(ω) <

k

2n

}
, k ≤ n2n

Bn = {ω : X(ω) > n}.

Les ensembles An,k et Bn sont des images réciproques par la variable aléatoire X d’inter-
valles. Ils sont donc dans F . La suite

Xn(ω) =
n2n∑
k=1

k − 1

2n
1An,k(ω) + n1Bn(ω)

converge en croissant vers X(ω). En effet, comme[
k − 1

2n
,
k

2n

[
⊂
[

2k − 2

2n+1
,
2k − 1

2n+1

[
∪
[

2k − 1

2n+1
,

2k

2n+1

[
on a An,k = An+1,2k−1∪An+1,2k. Ainsi pour Xn(ω) = k−1

2n
on a soit Xn+1(ω) = 2k−2

2n+1 = Xn(ω)
soit Xn+1(ω) = 2k−1

2n+1 ≥ Xn(ω) donc en tout cas Xn+1(ω) ≥ Xn(ω).
Puis si X(ω) > n alors soit X(ω) > n + 1 et alors Xn+1(ω) = n + 1 ≥ Xn(ω), soit X(ω)
est dans

[n, n+ 1[=

2n+1(n+1)⋃
k=2n+1n+1

[
k − 1

2n+1
,
k

2n+1

[
.

Pour k ∈ [2n+1n+ 1, 2n+1(n+ 1)], on a alors Xn+1(ω) = k−1
2n+1 ≥ 2n+1n

2n+1 = n = Xn(ω) et donc
Xn+1(ω) ≥ Xn(ω).

Pour la convergence : si X(ω) = +∞ alors on a clairement Xn(ω) = n → +∞ soit
limn→+∞Xn(ω) = X(ω). Tandis que si X(ω) < +∞ alors pour n ≥ [X(ω)] + 1, on a
X(ω) ≤ n et donc Xn(ω) = k−1

2n
pour X(ω) ∈

[
k−1
2n
, k

2n

[
, ie. |X(ω) −Xn(ω)| ≤ 2−n. On a

donc limn→+∞Xn(ω) = X(ω).

Si X, réelle, est de signe quelconque, on écrit X = X+ − X− avec X+ = max(X, 0),
X− = max(−X, 0) et on approxime X+ et X− comme précédemment.
Si X est à valeurs dans Rd, on applique la stratégie précédente à chaque marginale. �
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2.2 Loi d’une variable aléatoire

Définition 2.2.1 (Loi) Soit X : Ω → (B,B), on appelle loi de X la mesure PX , mesure
image sur (B,B) de P par X :

PX(A) = P(X ∈ A) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A), A ∈ B.
En effet, on vérifie facilement que PX est σ-additive : pour des ensembles Ai, i ≥ 1,
mesurables disjoints, on a :

PX

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
X ∈

+∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
+∞⋃
i=1

{X ∈ Ai}

)

=
+∞∑
i=1

P(X ∈ Ai) =
+∞∑
i=1

PX(Ai)

en utilisant la σ-additivité de P. En fait, la loi PX d’une variable aléatoire X définit une
mesure de probabilité sur (B,B) : PX(B) = P(X ∈ B) = 1.

— En général, pour une variable aléatoire on a (B,B) = (R,B(R)) et PX est une
mesure sur R.

— Si X = (X1, . . . , Xn) est un vecteur, ie. (B,B) = (Rn,B(Rn)), la loi P(X1,...,Xn)

s’appelle la loi jointe des variables aléatoires X1, . . . , Xn. C’est une loi sur Rn. Les
lois des variables marginales s’appelent les lois marginales.

Proposition 2.2.1 Si (X, Y ) est un couple de loi PX,Y = µ alors les lois marginales PX
et PY de X et Y s’obtiennent par

PX(A) = µ(A× R), P(Y ∈ A) = µ(R× A), A ∈ B(R).

De même pour un vecteur X = (X1 . . . , Xn) :

PXi(A) = P(X1,...,Xn)(Ri−1 × A× Rn−i), A ∈ B(R).

Démonstration : C’est évident si on remarque par exemple que {X ∈ A} = {(X, Y ) ∈
A× R}. De même pour un vecteur. �

Définition 2.2.2 (Atome) Soit X une variable aléatoire. On appelle atome de X (ou de
sa loi) tout x ∈ B tel que P(X = x) 6= 0.

Si x est un atome de X, on lui associe la probabilité P(X = x), dite probabilité ponctuelle
associée à l’atome x.

Définition 2.2.3 (Support) On appelle support (topologique) d’une variable aléatoire
X : Ω → B le plus petit ensemble F fermé de B tel que P(X ∈ F ) = 1. Avec un abus de
notation, on notera dans la suite S(X) ce support.

Pour une variable aléatoire réelle, la connaissance de la loi est importante : dans la
suite, la plupart des calculs de probabilité pour X seront transférés en des calculs sur R
où il faut utiliser la mesure PX (cf. Théorème de transfert). Dans la suite, on considère en
général des variables aléatoires à valeurs réelles (ie. B = R).
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2.3 Fonction de répartition

Définition 2.3.1 (Répartition) On appelle fonction de répartition d’une variable aléa-
toire réelle X : Ω→ R la fonction FX définie sur R par

FX(x) = P(X ≤ x) = PX(]−∞, x]).

Proposition 2.3.1 (Propriétés de la fonction de répartition)

1. FX est croissante.

2. limx→−∞ FX(x) = 0 et limx→+∞ FX(x) = 1.

3. FX est continue à droite et admet une limite à gauche :

lim
x→x0,x≤x0

FX(x) = P(X < x0).

On dit que la fonction FX est càdlàg (continue à droite avec une limite à gauche).

4. En fait si x n’est pas un atome de X, alors FX est continue à gauche (donc continue)
en x. L’ensemble des points de discontinuité de FX est l’ensemble des atomes de X.

Démonstration : 1) est dû à la croissance de la mesure de probabilité P : pour x ≤ y,
on a :

FX(x) = P(X ≤ x) ≤ P(X ≤ y) = FX(y)

car {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y}.
2) et 3) s’obtiennent en appliquant les propriétés de monotonie séquentielle des mesures.
Dans ces arguments, on utilise systématiquement la monotonie de FX pour justifier que les
limites de F cöıncident avec les limites le long de sous-suites spéciales.

• Pour 2), prendre d’abord An =] −∞,−n], on a
⋂
n≥1An = ∅, ensemble de mesure PX

nulle, si bien que

lim
x→−∞

FX(x) = lim
n→+∞

FX(−n) = lim
n→+∞

P(X ≤ −n) = lim
n→+∞

PX(An) = PX
( ⋂
n≥1

An

)
= 0.

Puis prendre Bn =] − ∞, n] de réunion
⋃
n≥1Bn =] − ∞,+∞[= R de mesure PX(R) =

P(X ∈ R) = 1 si bien que

lim
x→+∞

FX(x) = lim
n→+∞

FX(n) = lim
n→+∞

P(X ≤ n) = lim
n→+∞

PX(Bn) = PX
( ⋃
n≥1

Bn

)
= PX(R) = 1.

• Pour le 3), prendre d’abord An =] − ∞, x + 1/n] d’intersection
⋂
n≥1An =] − ∞, x],

ensemble de mesure PX
(⋂

n≥1An

)
= FX(x) si bien que

lim
y→x+

FX(y) = lim
n→+∞

FX(x+ 1/n) = lim
n→+∞

P(X ≤ x+ 1/n) = lim
n→+∞

PX(An)



Chapitre 2. c©JCB – L3/M1 Math – Université de Rennes 1 23

= PX
( ⋂
n≥1

An

)
= FX(x).

Ensuite, prendre Bn =]−∞, x− 1/n] de réunion
⋃
n≥1Bn =]−∞, x[, ensemble de mesure

PX
(⋃

n≥1Bn

)
= P(X < x).

Attention : P(X < x) peut être distinct de P(X ≤ x) car

P(X ≤ x)− P(X < x) = P({X ≤ x} \ {X < x}) = P(X = x)

qui peut être non nul si la loi de X a un atome en x. On a alors

lim
y→x−

FX(y) = lim
n→+∞

FX(x− 1/n) = lim
n→+∞

P(X ≤ x− 1/n)

= lim
n→+∞

PX(Bn) = PX
(⋃

n

Bn

)
= P(X < x).

• Pour le 4), on constate que si P(X = x) = 0 alors P(X < x) = P(X ≤ x) et la continuité
à gauche manquante vient. Réciproquement si x est un atome alors P(X < x) 6= P(X ≤ x)
et limy↗x FX(y) < Fx(x) et il y a une discontinuité de FX en x. �

Théorème 2.3.1 Une fonction F : R → [0, 1] croissante càdlàg avec limt→−∞ F (t) = 0
et limt→+∞ F (t) = 1 est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. De plus
l’ensemble des points où la fonction F a un saut est l’ensemble des atomes de X.

Démonstration : Soit F une fonction croissante et continue à droite de limites 0 et
1 respectivement en −∞ et en +∞. On définit la fonction d’ensemble m par m(A) =∑n

i=1

(
F (bi)− F (ai)

)
pour une union disjointe A =

⋃n
i=1]ai, bi]. Notons que la fonction m

est bien définie car si on a aussi A =
⋃p
j=1]cj, dj], alors on vérifie que

∑n
j=1

(
F (dj)−F (cj)

)
=∑n

i=1

(
F (bi)− F (ai)

)
.

On note C la classe des ensembles qui sont unions disjointes finies d’intervalles du type
]a, b]. Comme C est stable par union (finie) disjointe et comme si ]a, b]∩]c, d] 6= ∅, on a
]a, b]∪]c, d] =]a ∧ c, b ∨ d] ∈ C, on déduit que C est stable par union finie. Puis(

n⋃
i=1

]ai, bi]

)
∩

(
p⋃
j=1

]cj, dj]

)
=

⋃
1≤i≤n
1≤j≤p

(
]ai, bi]∩]cj, dj]

)
=
⋃

1≤i≤n
1≤j≤p

]ai ∨ cj, bi ∧ dj] ∈ C,

C est donc stable par intersection finie. Enfin, notons que

]a, b]\]c, d] = ]a, b] ∩
(

]−∞, c]∪]d,+∞[
)

=]a, b ∧ c]∪]a ∨ d, b] ∈ C

et de même pour des réunions finies d’intervalles A =
⋃n
i=1]ai, bi] si bien que C est stable

par différence. Notons que la restriction Cn de C à chaque intervalle ]−n, n] est une algèbre
de ]− n, n].
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On montre maintenant que m est une mesure d’algèbre sur Cn, cf. Définition 1.4.3. On
pourra alors prolonger m en une mesure sur ]− n, n].

Pour cela, on voit d’abord aisément que m est additif : si A,B ∈ C sont disjoints on a
m(A ∪B) = m(A) +m(B).

Soit A =]a, b] et ε > 0 fixé. Comme F est continue à droite, il existe 0 < δ < b− a tel que
m(]a, a+ δ]) = F (a+ δ)− F (a) ≤ ε. Alors [a+ δ, b] ⊂]a, b] et

m(]a, b]) = m(]a, a+ δ]) +m(]a+ δ, b]) ≤ m(]a+ δ, b]) + ε.

On procède de la même façon si A =
⋃n
i=1]ai, bi] ∈ C est une réunion finie et on montre

qu’il existe B ∈ C tel que B̄ ⊂ A et m(A) ≤ m(B) + ε.

Soit (An)n≥1 une suite décroissante de C telle que
⋂
n≥1An = ∅. Comme précédemment

on associe Bn à An pour ε/2n. Alors
⋂
n≥1 B̄n ⊂

⋂
n≥1An = ∅. Les ensembles Bn sont des

réunions finies d’intervalles fermés bornés donc compacts. Par compacité, il existe n0 tel
que

⋂
n≤n0

Bn = ∅ . On a

An0 = An0 \
n0⋂
n=1

B̄n =

n0⋃
n=1

(
An0 \ B̄n

)
⊂

n0⋃
n=1

(An \Bn).

Ainsi

m(An0) ≤
n0∑
n=1

m(An \Bn) ≤
n0∑
n=1

ε2−n = ε.

On a donc limn→+∞m(An) = 0, autrement dit m vérifie la propriété de Carathéodory et
finalement m est une mesure d’algèbre sur l’algèbre donnée par la restriction de C à chaque
]− n, n].

Par le théorème de Carathéodory (Théorème 1.4.3), m|]−n,n] s’étend de manière unique en
une mesure µn sur ]− n, n]. Par unicité, on déduit une mesure µ sur B(R) telle que

µ(]a, b]) = F (b)− F (a).

Par convergence monotone pour la mesure µ et d’après la limite de F en −∞, avec a→ −∞
et b = x, on a µ(]−∞, x]) = F (x). Puis, encore avec convergence monotone pour la mesure
µ avec x → +∞ et d’après la limite de F en +∞, on a µ(R) = limx→+∞ F (x) = 1 et µ
est une probabilité. L’expression µ(]−∞, x]) = F (x) justifie alors que F est la fonction de
répartition de µ.

Pour finir, on déduit que les atomes de la loi µ sont les sauts de F comme on l’a déjà fait
précédemment en partant d’un loi PX .

Alternativement, C est non vide, stable par différence et union finie. Il s’agit donc
d’un anneau d’ensemble au sens de la Définition 1.4.1. Puis m est additive et vérifie
m(∩n≥1An) = 0 pour toute suite décroissante (An)n≥1 de C telle que ∩n≥1An = ∅. D’après
le Lemme 2.3.1 suivant, m est σ-additive sur C : en fait, on applique la Remarque 2.3.1 : si
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An ∈ C sont deux à deux disjoints avec A∞ =
⋃
n≥1An ∈ C alors nécessairement A∞ s’écrit

sous la forme d’une réunion finie
⋃n
i=1]ai, bi] et m(A∞) =

∑n
i=1 F (bi)− F (ai) est finie.

Comme m est σ-finie (R = ∪n≥1]−n, n] et m(]−n, n]) = F (n)−F (−n) < +∞, la version
Théorème 1.4.1 du Théorème de Carathéodory s’applique : il existe une unique extension
µ à σ(C). On montre ensuite comme précédemment que µ est une probabilité et que F et
sa fontion de répartition.

Lemme 2.3.1 Soient E un ensemble muni d’une famille E ⊂ P(E) et m : E → [0,+∞]
une application additive (c’est-à-dire m(A∪B) = m(A)+m(B) pour A,B ∈ E et A∩B = ∅)
et telle que m(E) < +∞. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. m est σ-additive ;

2. m est continue sur les suites croissantes :

(An)n∈N ⊂ E , An ⊂ An+1 ⇒ m
( ⋃
n∈N

An

)
= lim

n→+∞
m(An);

3. m est continue sur les suites décroissantes :

(An)n∈N ⊂ E , An ⊃ An+1 ⇒ m
( ⋂
n∈N

An

)
= lim

n→+∞
m(An);

4. m est continue sur les suites décroissantes vers ∅ :

(An)n∈N ⊂ E , An ⊃ An+1 et
⋂
n∈N

An = ∅ ⇒ lim
n→+∞

m(An) = 0.

Démonstration : Il est clair que (1) ⇒ (2) ⇔ (3) ⇒ (4). (L’équivalence (2) ⇔ (3)
est due au fait que m(E) < +∞ permet de passer au complémentaire). On a (4) ⇒ (3)
car si on a An ⊃ An+1, en notant A∞ = ∩n∈NAn, la suite An ∩ Ac∞ est décroissante vers
∩n≥1An ∩ Ac∞ = A∞ ∩ Ac∞ = ∅. D’après le (4), on a m(An ∩ Ac∞)→ 0 et on a alors

m(A∞) = m(An ∩ A∞) = lim
n→+∞

m(An ∩ A∞) + lim
n→+∞

m(An ∩ Ac∞)

= lim
n→+∞

m
(
An ∩ (A∞ ∪ Ac∞)

)
= lim

n→+∞
m(An).

Puis (2) ⇒ (1) car pour une suite de Ai disjoints, en notant Cn =
⋃n
i=1 Ai on a une suite

(Cn)n≥1 croissante à laquelle (2) s’applique et
⋃
n≥1Cn =

⋃
i≥1Ai. Ainsi :

m
(⋃
i≥1

Ai

)
= m

( ⋃
n≥1

Cn

)
= lim

n→+∞
m(Cn).

Mais par additivité, m(Cn) = m
(⋃n

i=1 Ai
)

=
∑n

i=1m(Ai) de limite
∑+∞

i=1 m(Ai). �
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Remarque 2.3.1 Dans le équivalences précédentes, l’hypothèse m(E) < +∞ ne sert que
pour voir (2) ⇔ (3). Si ce n’est pas le cas, on a quand même : Soit (An)n∈N est une suite
croissante de E de réunion A∞ =

⋃+∞
n=1 An alors on déduit (2) pour ces suites de (4) sans

supposer m(E) finie : on pose Bn = A∞ \ An ; (Bn)n≥1 est alors une suite décroissante de
limite

⋂
n≥1Bn = A∞ \

⋃+∞
n=1An = ∅. D’après (4), limn→+∞m(Bn) = 0 et donc de

m(A∞) = m(A∞ \ An) +m(An) = m(An) +m(Bn)

on déduit limn→+∞m(An) = m(A∞). On déduit encore comme dans la preuve précédente
que pour des An disjoints de réunion A∞ =

⋃+∞
n=1An telle que m(A∞) < +∞, on a

m(A∞) =
∑+∞

n=1m(An).

Théorème 2.3.2 La fonction de répartition caractérise la loi, c’est à dire FX = FY ssi
PX = PY .

Démonstration : Si FX = FY alors PX(] − ∞, t]) = PY (] − ∞, t]) pour tout t ∈ R.
La famille C de ces intervalles ] −∞, t], t ∈ R, est stable par intersection finie (c’est un
π-système) et engendre B(R). Par le Théorème de Dynkin (Théorème 1.3.2, conséquence
du Théorème 1.3.1 de classes monotones), l’égalité PX(A) = PY (A) s’étend à A ∈ σ(C), ie.
PX = PY . �

Proposition 2.3.2 La fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité. Une variable aléatoire réelle a donc un nombre au plus dénombrable
d’atome.

Démonstration : Désignons par Dn l’ensemble des points de discontinuité avec un saut
d’amplitude plus grande que 1/n :

Dn =

{
t ∈ R : F (t)− F (t−) ≥ 1

n

}
.

Comme 0 ≤ F (t) ≤ 1, on a nécessairement card(Dn) ≤ n. L’ensemble des points de dis-
continuité D =

⋃
n∈N∗ Dn est donc lui aussi dénombrable. �

Définition 2.3.2 Soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd. On ap-
pelle fonction de répartition de X ou de sa loi PX , la fonction définie sur Rd par

FX(t1, . . . , td) = PX(]−∞, t1]× · · ·×]−∞, td]) = P(X1 ≤ t1, . . . , Xd ≤ td).

La loi de la j-ème marginale Xj est donnée par

FXj(tj) = lim
t1,...,tj−1,tj+1,td→+∞

FX(t).
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La loi d’un vecteur aléatoire détermine chacune de ses marginales mais la réciproque est
fausse en général comme le montre le contre-exemple suivant : Soit (X, Y ) de loi

PX,Y =
1

6
δ(0,0) +

1

3
δ(0,1) +

1

12
δ(1,0) +

5

12
δ(1,1)

PU,V =
1

4
δ(0,0) +

1

4
δ(0,1) +

1

2
δ(1,1).

Les lois marginales sont alors

PX = PU = 1
2
δ0 + 1

2
δ1

PY = PV = 1
4
δ0 + 3

4
δ1.

Les lois jointes sont distinctes mais elles partagent donc les mêmes marginales. À partir des
marginales, on ne connâıt donc pas la loi jointe. Il manque la connaissance de la façon dont
les lois marginales s’imbriquent pour connâıtre la loi jointe. Un cas particulier d’imbrication
est l’indépendance. Ce cas très fréquent est étudié dans la suite.

2.4 Fonction quantile et simulation par inversion

Définition 2.4.1 (Fonction quantile) Soit F une fonction de répartition. On appelle
fonction quantile la fonction définie sur ]0, 1[ par

G(u) = inf
(
t ∈ R : F (t) > u

)
, u ∈]0, 1[.

On considère dans le résultat suivant la loi uniforme sur ]0, 1[ : une variable aléatoire U
suit cette loi si P(U ∈ A) = λ(A) pour tout A ∈ B(]0, 1[). En particulier, on peut noter
que cette loi n’a pas d’atome : pour tout x ∈ R, on a P(U = x) = λ({x}) = 0.

Proposition 2.4.1 Soit U une variable aléatoire uniforme sur ]0, 1[. Alors G(U) a pour
fonction de répartition F .

Démonstration : Notons que pour tout t ∈ R, si F (t) > U alors G(U) ≤ t, ie.

{U < F (t)} ⊂ {G(U) ≤ t}. (2.1)

Puis si G(U) = inf
(
s ∈ R : F (s) > U

)
≤ t alors par croissance de la fonction F , F (s) > U

pour tout s > t, ie.
{G(U) ≤ t} ⊂ {U < F (s)} ∀s > t. (2.2)

Comme U suit la loi uniforme, on obtient pour tout s > t :

F (t) = P(U ≤ F (t)) = P(U < F (t)) ≤ P(G(U) ≤ t) ≤ P(U < F (s)) = P(U ≤ F (s)) = F (s).

en utilisant respectivement la définition de la loi uniforme, le fait qu’elle n’a pas d’atome
et les inclusions (2.1) et (2.2). Comme F est continue à droite lims↘t F (s) = F (t) et les
inégalités précédentes sont toutes des égalités. En particulier, P(G(U) ≤ t) = F (t) pour
tout t ∈ R, ce qui est le résultat annoncé. �
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Remarque 2.4.1 La fonction quantile G est croissante et continue à droite.

Remarque 2.4.2 (Simulation par inversion) Cette Proposition 2.4.1 permet de géné-
rer des lois de probabilité à partir de la loi uniforme en inversant les fonctions de réparti-
tions. Ainsi

— si X ∼ E(λ) alors FX(t) = (1 − e−λt)1t≥0 et GX(u) = 1
λ

ln 1
1−u , u ∈]0, 1[. On a

donc
1

λ
ln

1

1− U
∼ 1

λ
ln

1

U
∼ E(λ) quand U ∼ U(]0, 1[).

— si X ∼ b(p) alors FX(t) = 0 si t < 0, (1− p) si t ∈ [0, 1[ et 1 si t ≥ 1. On a alors
GX(u) = 0 si 0 < x < 1− p et 1 si 1− p ≤ x < 1, ie. GX(u) = 1[1−p,1[. On a donc

1[1−p,1[(U) ∼ b(p) quand U ∼ U(]0, 1[).

Le résultat suivant complète la Proposition 2.4.1.

Proposition 2.4.2 Si la loi de X est sans atome alors F (X) ∼ U([0, 1]).

Démonstration : Par définition de F , pour s > t dans ]0, 1[, on a

{F (X) < t} ⊂ {G(t) > X} ⊂ {F (X) ≤ s}.

Soit, par convergence monotone des probabilités, avec s↘ t :

P(F (X) < t) ≤ P(G(t) > X) ≤ P(F (X) ≤ t).

Comme la variable aléatoire F (X) a un nombre dénombrable de discontinuités, on a égalité
presque partout précédemment :

P(F (X) ≤ t) = P(X < G(t)) pp. (2.3)

Ensuite, comme avec U ∼ U([0, 1]), on a d’après la Proposition 2.4.1 G(U) ∼ X, il vient
P(X < G(t)) = P(G(U) < G(t)). Et par croissance de G :

{G(U) < G(t)} ⊂ {U < t} ⊂ {U ≤ t} ⊂ {G(U) ≤ G(t)}. (2.4)

Comme G(U) ∼ X est sans atome, on a P(G(U) < G(t)) = P(G(U) ≤ G(t)) et donc
d’après (2.4) P(G(U) < G(t)) = P(U ≤ t) = t et (2.3) donne

P(F (X) ≤ t) = P(X < G(t)) = P(G(U) < G(t)) = P(U ≤ t) = t pp.

Pour conclure, on note que les fonctions P(F (X) ≤ t) et t sont càdlàg et cöıncident presque
partout, elles cöıncident donc partout. �

Proposition 2.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F . On

a E[F (X)] = 1
2

+
∑

α
∆F (α)2

2
où ∆F (α) = F (α)− F (α−) avec F (α−) = limx↗α F (x).
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La somme précédente est dénombrable car F n’a qu’un nombre dénombrable de disconti-
nuité d’après la Proposition 2.3.2.

Démonstration : Notons que (2.4) montre que
— si G(t) n’est pas un saut de X ∼ G(U) :

P(X < G(t) = P(G(U) < G(t)) = P(U ≤ t) = t.

— Si G(t) est un saut α de X, on a G(t) = α et

P(X < G(t)) = P(X < α) = F (α−).

De plus, G(t) est un saut α de X si t ∈ [F (α−), F (α)[, ie. t est sauté par X.
En général, en notant α les dates de sauts de F et en utilisant pour une variable aléatoire
Z positive :

E[Z] =

∫ +∞

0

P(Z > t) dt

on a avec (2.3) :

E[F (X)] =

∫ 1

0

(
1− P(F (X) ≤ t)

)
dt =

∫ 1

0

(
1− P(X < G(t))

)
dt

=
∑
α

∫ F (α)

F (α−)

(
1− P(X < α)

)
dt+

∫
⋃
α[F (α−),F (α)[c

(1− P(U ≤ t)) dt

=
∑
α

∆F (α)(1− F (α−))−
∑

saut α

∫ F (α)

F (α−)

(1− t) dt+

∫ 1

0

(1− t) dt

=
∑
α

∆F (α)(1− F (α−))−
∑

saut α

(
∆F (α)−

[
t2

2

]F (α)

F (α−)

)
+

1

2

=
1

2
+
∑

saut α

∆F (α)2

2
.

�

2.5 Exemples de variable aléatoire

2.5.1 Variables aléatoires discrètes

Définition 2.5.1 (Variable aléatoire discrète) Une variable aléatoire X : (Ω,F ,P)→
B,B) est discrète si son support (tel que défini dans la Définition 2.2.3) est au plus dé-
nombrable. Autrement dit, X est à valeurs dans un ensemble au plus dénombrable.
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Notons que S(X) est l’adhérence de l’ensemble des atomes de X (les atomes et leurs points
d’accumulation).
En effet si on note A l’ensemble de ses atomes, on a A ⊂ S(X) car si x ∈ A n’est pas
dans S(X) alors S(X) ⊂ B \ {x} serait de probabilité PX(B \ {x}) = 1− P(X = x) < 1,
ce qui est absurde. Comme S(X) est fermé, on a aussi A ⊂ S(X) et il y a donc l’égalité
A = S(X) car A est fermé et de mesure PX égale à 1.

Rappel (Mesure de Dirac). La mesure de Dirac δa en a est définie par

δa(A) =

{
1 si a ∈ A
0 sinon.

Si X est une variable aléatoire discrète alors sa loi est une somme de mesures de Dirac en
ses atomes :

PX =
∑

x∈S(X)

P(X = x) δx.

En effet pour A ∈ B, comme S(X) =
⋃
x∈S(X){x} est une union dénombrable, on a

PX(A) = P(X ∈ A) = P
(
X ∈ A ∩ S(X)

)
= P

(
X ∈

⋃
x∈S(X)

(A ∩ {x})
)

= P
( ⋃
x∈S(X)

{
X ∈ A ∩ {x}

})
=

∑
x∈S(X)

P
(
X ∈ A ∩ {x}

)
=

∑
x∈S(X)

P(X = x, x ∈ A)

=
∑

x∈S(X)

P(X = x)δx(A)

car {X ∈ A ∩ {x}} = {X = x} ∩ {x ∈ A}.

Le cas générique est une variable aléatoire X qui prend les valeurs {xi : i ∈ I}, i ∈ I, avec
les probabilités respectives pi, i ∈ I, avec

∑
i∈I pi = 1 (où I est fini ou dénombrable). On a

S(X) = {xi : i ∈ I}, PX(xi) = P(X = xi) = pi

et
PX =

∑
i∈I

pi δxi .

La loi est donc donnée par l’ensemble des atomes (le support, aux points d’accumulation
des atomes prés) et leur probabilité ponctuelle. Pour une variable aléatoire réelle on précise
la forme de la fonction de répartition :

Proposition 2.5.1 Soit X une variable aléatoire réelle discrète de support S(X) = {xi :
i ∈ I} supposé ordonné (xi < xi+1). La fonction de répartition FX de X est croissante de
0 en −∞ à 1 en +∞, constante sur chaque intervalle [xk, xk+1[ avec un saut pk en chaque
atome xk.
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Il est clair que la fonction FX détermine complètement la loi de X : les points du support
sont les points de sauts de FX et la probabilité associée est donnée par

pi = FX(xi)− FX(xi−1).

Autrement dit PX([a, b]) = FX(b) − limx→a− FX(x) = FX(b) − FX(a−). On retrouve donc
la loi à partir de FX .

Démonstration : D’abord FX est à valeurs positives car une probabilité est toujours
positive. Si s < t,

F (t)− F (s) = P(X ≤ t)− P(X ≤ s)

= P(X ≤ s) + P(s < X ≤ t)− P(X ≤ s)

= P(s < X ≤ t) =
∑

i : s<xi≤t

pi ≥ 0

donc FX est croissante. Puis si s < t sont dans [xk, xk+1[ alors

F (t)− F (s) =
∑

i : s<xi≤t

pi = 0

car la somme est vide : il n’y a pas d’atome xi entre s et t. S’il y en avait un, il serait a
fortiori entre xk et xk+1, ce qui est exclu, car par l’indexation, les atomes xk et xk+1 sont
consécutifs.
Puis avec s = xk et t = xk+1, on a

F (xk+1)− F (xk) =
∑

i:xk<xi≤xk+1

pi =
∑

i:xi∈]xk,xk+1]

pi = pk+1

car xk+1 est le seul atome dans ]xk, xk+1]. Il y a donc un saut pk+1 en xk+1. Enfin,

lim
t→−∞

FX(t) = lim
t→−∞

∑
i:xi≤t

pi = 0

car pour t ≤ infk(xk), la somme est vide donc –par convention– nulle. Et

lim
t→+∞

FX(t) = lim
t→+∞

∑
i:xi≤t

pi =
∑
i

pi = 1

car pour t ≥ supk(xk), la somme devient
∑
{i:xi∈R} pi = 1. �

Exemples :[Variables aléatoires réelles discrètes usuelles]
• Si X = c est une variable aléatoire constante, alors sa loi est PX = δc et S(X) = {c}. En
effet

PX(A) = P(X ∈ A) = P(c ∈ A) = δc(A).
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• Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs x1, . . . , xn avec les probabilités res-
pectives p1, . . . , pn et p1 + · · · + pn = 1. Alors son support est S(X) = {x1, . . . , xn} et sa
loi est donnée par :

PX = p1δx1 + · · ·+ pnδxn .

Ici pi = P(X = xi). C’est le cas général d’une loi discrète à support fini.

• Lorsque tous les atomes ont même probabilité on obtient une loi équirépartie : X est
équirépartie sur un ensemble fini {x1, . . . , xn} si S(X) = {x1, . . . , xn} et

PX =
n∑
i=1

1

n
δxi .

Exemple : la variable aléatoire X qui indique la face 1, . . . , 6 obtenue par le lancer d’un dé
suit la loi équirépartie (ou uniforme) sur {1, . . . , 6}.
• Si A ∈ F est un évènement, alors X = 1A est une variable aléatoire. Elle vaut 1 si
l’évènement A est réalisé 0 sinon, son support est donc S(X) = {0, 1} et sa loi :

PX = pδ1 + (1− p)δ0.

Il s’agit de la loi de Bernoulli b(p) où p = P(A).
De façon générale, une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1]
si elle ne prend que deux valeurs, la plupart du temps 0 et 1 avec :

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1− p := q.

Exemple : pile ou face avec p = 1/2 si la pièce est équilibrée, p 6= 1/2 si elle est truquée.

• Une variable aléatoire X binomiale B(n, p) si S(X) = {0, . . . , n} et

PX =
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k δk.

Exemple : la loi qui indique le nombre de succès dans une suite de n épreuves chacune
ayant une probabilité p de succès est la loi B(n, p).

On rappelle que

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
est le coefficient binomial. Il s’agit bien d’une loi de

probabilité car la formule du binome de Newton (d’où le nom de la loi) donne :

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

(
p+ (1− p)

)n
= 1n = 1.

• Une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[ notée G(p) si
S(X) = N∗ et

PX =
+∞∑
n=1

(1− p)n−1p δn.
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Exemple : soit X la variable aléatoire qui indique le numéro du premier lancer où on
obtient un 6 lors d’une suite infinie de lancer de dé. La variable X est discrète suit la loi
géométrique G(1/6).
De façon générale, dans une suite infinie d’épreuves indépendantes avec probabilité p de
succès à chacune, elle modélise le rang du premier succès.

• Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson P(λ) donnée par S(X) = N et

PX =
+∞∑
n=0

e−λλn

n!
δn.

Il s’agit donc d’une variable aléatoire discrète puisque S(X) = N. Cette loi sert à modéliser
le temps d’attente dans les files d’attente. Elle sert aussi souvent à modéliser des effectifs
de petite taille.

Proposition 2.5.2 Soit X une variable aléatoire réelle discrète dont la loi est donnée par
P(X = xj) = pj, j ∈ J et soit g : R → R une application mesurable (dont le domaine
contient au moins S(X)). Alors Y = g(X) est une variable aléatoire réelle discrète dont la
loi est donnée par le support {yi : i ∈ I} = g(X{xj : j ∈ J}) et de probabilités ponctuelles

qi = P(Y = yi) =
∑

j∈J :g(xj)=yi

pj.

Démonstration : Les valeurs prises par Y sont les g(xj) pour xj ∈ S(X). Puis si yi est
l’une de ces valeurs alors g−1(yi) est l’ensemble des valeurs que X doit prendre pour avoir
Y = yi par g et

P(Y = yi) = P(Y −1(yi)) = P
(
X−1(g−1({yi}))

)
= PX(g−1({yi})) =

∑
xi∈g−1({yi})

P(X = xi).

�

À partir de la loi d’un vecteur aléatoire discret, on récupère facilement la loi des mar-
ginales. Le résultat suivant l’explique pour un couple aléatoire, le cas d’un vecteur général
est analogue.

Proposition 2.5.3 Si (X, Y ) est un couple aléatoire de variables aléatoires discrètes de
support S(X, Y ) = {(xi, yj), i ∈ I, j ∈ J}, les domaines des marginales X, Y s’obtiennent
par projection :

S(X) = p1

(
S(X, Y )

)
= {xi, i ∈ I}, S(Y ) = p2

(
S(X, Y )

)
= {yi, i ∈ I}

où p1, p2 sont les première et seconde projections

p1 :

{
R2 → R

(x, y) 7→ x
, p2 :

{
R2 → R

(x, y) 7→ y
.
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Les lois marginales PX , PY (ie. les lois de X et de Y, ses marginales) sont données par :

∀xi ∈ S(X), PX(xi) = P(X = xi) =
∑
j∈J

P(X = xi, Y = yj),

∀yi ∈ S(Y ), PY (yj) = P(Y = yj) =
∑
i∈I

P(X = xi, Y = yj).

Démonstration : Il suffit de faire la preuve pour le support et les probabilités ponctuelles
de X. Or pour i fixé {X = xi} est la réunion de la famille dénombrable d’évènements deux
à deux disjoints {X = xi, Y = yj} pour tous les j tels que yj ∈ S(Y ) car {ω ∈ Ω : S(Y ) =
yj}j est une partition de Ω. On conclut alors par σ-additivité de P :

P(X = xi) = P
(
{X = xi} ∩

⋃
j

{Y = yj}
)

= P
(⋃

j

{X = xi, Y = yj}
)

=
∑
j∈J

P(X = xi, Y = yj).

Puis {xi : i ∈ I} et {yj : j ∈ J} sont bien d’une part les projections de S(X, Y ) sur les
premier et second facteurs de R2 = R× R et d’autre part les domaines de X et de Y . �

Exemples : Pour des variables aléatoires discrètes.
On donne le tableau de P(X = xi, Y = yj) :

X \ Y y1 = −1 y2 = 2 y3 = 3 y4 = 5

x1 = 0 0, 1 0, 05 0, 15 0 0, 3

x2 = 2 0, 05 0, 2 0, 05 0, 1 0, 4

x3 = 3 0, 1 0 0, 1 0, 1 0, 3

0, 25 0, 25 0, 3 0, 2 1

On en déduit la loi de X : S(X) = {0, 2, 3} et

P(X = 0) = 0, 3, P(X = 2) = 0, 4, P(X = 3) = 0, 3

et celle de Y : S(Y ) = {−1, 2, 3, 5} et

P(Y = −1) = 0, 25, P(Y = 2) = 0, 25, P(Y = 3) = 0, 3, P(Y = 5) = 0, 2.

Notons qu’il n’y a pas unicité des couples (X, Y ) donnant les mêmes marginales. Ainsi, le
couple suivant différent du précédent partage les mêmes marginales.

X \ Y y1 = −1 y2 = 2 y3 = 3 y4 = 5

x1 = 0 0, 1 0, 1 0 0, 1 0, 3

x2 = 2 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 4

x3 = 3 0, 05 0, 05 0, 2 0 0, 3

0, 25 0, 25 0, 3 0, 2 1
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2.5.2 Variables aléatoires à densité

Rappels de théorie de la mesure

Définition 2.5.2 (Absolue continuité) Soit (X,A) un espace mesurable muni de deux
mesures µ et ν. On dit que µ est absolument continue par rapport à ν si pour tout A ∈ A,
on a

ν(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0.

On le note µ� ν.

Théorème 2.5.1 (Radon-Nikodym) Soit µ et ν des mesures σ-finies. Si µ� ν, alors
il existe f : (X,A)→ R mesurable telle que pour tout A ∈ A

µ(A) =

∫
A

f dν.

La fonction f s’appelle la densité de µ par rapport à ν. Elle est positive si les mesures sont
positives. On la note f = dµ

dν
. De plus

— Si µ est une mesure finie alors f ∈ L1(ν) ;
— On a le lien suivant entre les intégrales par rapport à ν et celles par rapport à µ :∫

g dµ =

∫
gf dν.

Les lois des variables aléatoires réelles sont des mesures sur l’espace (R,B(R)). Cet espace
a pour mesure de référence la mesure de Lebesgue λ. On peut donc se demander s’il y a
une relation d’absolue continuité entre la loi PX d’une variable aléatoire X et la mesure de
Lebesgue λ sur R.
Ce n’est évidemment pas toujours vrai : aucune loi discrète n’est absolument continue par
rapport à λ puisque qu’une telle loi PX a, par définition, des atomes :

PX(x) = P(X = x) > 0, alors que λ({x}) = 0.

Il suffit d’avoir un atome pour qu’une loi ne soit pas abolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue. Par définition, les lois qui sont absolument continues par rapport à la
mesure de Lebesgue sont les lois à densité :

Définition 2.5.3 (Variable aléatoire à densité) Une variable aléatoire X est une va-
riable aléatoire de densité f si PX � λ et

∀A ∈ B(R), P(X ∈ A) =

∫
A

fdλ.

On a alors P(X ∈ [a, b]) =
∫ b
a
f(x)dx pour tout a ≤ b réels.
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Dans les calculs d’intégration, on a alors l’écriture symbolique dPX(x) = f(x)dx. Noter
qu’une variable aléatoire à densité n’a pas datome

P(X = x) =

∫
{x}

f(y)dy = 0.

On a aussi P(X ≤ x) = P(X < x).

Dans ce cas, la loi est donnée par la densité. C’est une généralisation diffuse du cas discret :
le support de la densité {x : f(x) > 0} représente l’ensemble devenu continu des atomes et
la valeur de la densité f(x) en x représente la probabilité infinitésimale autour de x dans
le support de la loi :

P
(
X ∈ (x, x+ dx)

)
≈ f(x)dx.

Remarque 2.5.1 On observe que la densité f doit vérifier f(x) ≥ 0 et
∫
R f(x)dx = 1.

Réciproquement, toute fonction f mesurable positive d’intégrale
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1 est une

densité de probabilité. Par exemple,

e−x
2/2

√
2π

,
1

b− a
1[a,b], αe−αx1R+(x),

1

π(1 + x2)

sont les densités respectivement des lois normale standardN (0, 1), uniforme U([a, b]), expo-
nentielle E(α) et de Cauchy C(1). Plus généralement, la loi normale (ou de Gauss)N (m,σ2)
est de densité

fm,σ2(x) =
e−(x−m)2/(2σ2)

√
2πσ2

.

Proposition 2.5.4 (Support d’une variable aléatoire à densité) Soit X une variable

aléatoire réelle de densité f . Notons Sf =
{
x ∈ R : ∀V (x) voisinage de x

∫
V (x)

f(x)dx > 0
}

le support de f . Alors S(X) = Sf .

Démonstration : L’ensemble Scf =
{
x ∈ R : ∃V (x) voisinage de x

∫
V (x)

f(x)dx = 0
}◦

est

un ouvert de R donc réunion
⋃
i∈I ]ai, bi[ de ses composantes connexes. Si ]ai, bi[ est bornée,

par compacité, on a [ai, bi] ⊂
⋃p
j=1 V (xj) et 0 ≤

∫ bi
ai
f(y)dy ≤

∑p
i=1

∫
V (xj)

f(y)dy = 0. Si

]ai, bi[ n’est pas bornée on procède de la même façon sur tout borné de ]ai, bi[ pour avoir∫ bi
ai
f(y)dy = 0. Finalement, on montre que

∫
Scf
f(y)dy = 0. On a alors P(X ∈ Scf ) =∫

Scf
f(y)dy = 0 et donc S(X) ⊂ Sf car Sf est un fermé de probabilité 1.

Réciproquement, soit F fermé avec P(X ∈ F ) = 1. Alors U = F c est ouvert et 0 = P(X ∈
U) =

∫
U
f(y)dy. Ainsi si x ∈ U alors

x ∈
{
x ∈ R : ∃V (x) voisinage de x

∫
V (x)

f(y)dy = 0
}
.
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On en déduit U ⊂ Scf et donc Sf ⊂ F . Par définition de S(X), cela exige Sf ⊂ S(X) et
l’égalité. �

Pour une variable aléatoire à densité, la densité f est reliée à la fonction de répartition FX
de la façon suivante.

Proposition 2.5.5 Si X est une variable aléatoire réelle de densité f , sa fonction de
répartition FX vérifie :

1. ∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

2. FX est continue sur R.

3. Si f est continue au point x0, alors FX est dérivable en x0 de dérivée F ′X(x0) = f(x0).

Remarque 2.5.1 (Escalier de Cantor) D’après 2) de la Proposition 2.5.5, la fonction
de répartition d’une loi à densité est toujours continue. Attention, cependant toute loi
avec une fonction de répartition continue n’est pas à densité. L’escalier de Cantor offre
un célèbre contre-exemple : il s’agit d’une fonction f : [0, 1] → [0, 1] continue, dérivable
presque partout et de dérivée presque partout nulle. On la construit à partir d’un ensemble
(triadique) de Cantor K3 (on rappelle que K3 est sous-ensemble compact de [0, 1] d’intérieur
vide donc totalement discontinu ; il est non dénombrable mais négligeable pour la mesure
de Lebesgue ; il s’écrit K3 =

{∑+∞
n=1

xn
3n

: xn ∈ {0, 2}
}

: il s’agit de l’ensemble des réels dont
le développement en base 3 n’admet pas de 1). La construction de l’escalier de Cantor est
la suivante :

— On considère f0(x) = x ;
— La fonction f1 est la fonction continue affine par morceaux qui vaut 0 en 0, 1 en
1 et 1/2 sur [1/3, 2/3] ;

— On passe de fn à fn+1 comme suit : sur chaque [u, v] où fn n’est pas constante, on

remplace fn par la fonction linéaire par morceaux qui vaut fn(u)+fn(v)
2

sur [2u/3 +
v/3, 2v/3 + u/3] ;

— On vérifie que |fn+1(x)−fn(x)| ≤ 2−n, ce qui justifie que la série
∑

n≥1(fn+1−fn)
converge uniformément et donc la suite (fn)n aussi.

— La limite f est donc continue, croissante avec f(0) = 0, f(1) = 1. De plus f a une
dérivée nulle sur le complémentaire du Cantor K3 puisque celui-ci est une réunion
d’intervalle sur lesquels par construction f est constante.

En fait les fonctions de répartition des lois à densité sont plus que continues, elles sont
absolument continues. On veillera donc à ce qu’une loi sans atome n’est pas nécessairement
à densité.

Démonstration : Puisque X a pour densité f , et comme

FX(b) = P(X ∈]−∞, b]) = P(X ∈]−∞, a]∪]a, b]) = FX(a) + P(X ∈]a, b]),
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on a pour tous réels a < b :

FX(b)− FX(a) = P(X ∈]a, b]) =

∫ b

a

f(t) dt. (2.5)

1) Il suffit d’appliquer la monotonie séquentielle des probabilités avec b = x fixé et a = −n
pour chaque n ∈ N tel que n > −x. La suite d’évènements

An = {ω : X(ω) ∈]− n, x]}, n > −x,

est croissante pour l’inclusion et de réunion A = {ω : X(ω) ∈] − ∞, x]} = {X ≤ x}.
Par la propriété de continuité monotone séquentielle (ou par convergence dominée), on a
P(An)↗ P(A), d’où

FX(x) = P(X ≤ x) = P(A) = lim
n→+∞

P(An) = lim
n→+∞

∫ x

−n
f(t) dt =

∫ x

−∞
f(t) dt.

2) On fixe x0 ∈ R quelconque. D’abord FX est continue à droite en tout point car c’est une
fonction de répartition.
Il reste à voir la continuité à gauche. Par monotonie, il suffit de vérifier, pour une xn < x0

une suite croissante qui converge vers x0 :

lim
n→+∞

FX(xn) = FX(x0).

On a

FX(x0)− FX(xn) =

∫ x0

xn

f(t)dt =

∫
f(t)1[xn,x0](t)dt.

Or |f(t)1[xn,x0](t)| ≤ f(t), intégrable, puisque f est une densité, puis pour presque chaque
t ∈ R, f(t)1[xn,x0](t)→ 0 puisque limn→+∞ 1[xn,x0](t) = 1[t0,t0](t).
Le théorème de convergence dominée de Lebesgue s’applique et donne

lim
n→+∞

FX(x0)− FX(xn) =

∫
R

0 dt = 0,

ce qui est le résultat souhaité.

3) Comme par hypothèse f est continue en x0, elle est définie sur tout un voisinage de x0

et donc sur un intervalle [a, b] qui contient x0. La continuité de f en x0 s’écrit : ∀ε > 0,
∃δ > 0 tel que ]x0 − δ, x0 + δ[⊂]a, b[ et

∀t ∈]x0 − δ, x0 + δ[, |f(t)− f(x0)| < ε.

Pour tout h tel que 0 < |h| < δ, on a alors FX(x0 + h)− FX(x0) =

∫ x0+h

x0

f(t) dt. D’où

|FX(x0 + h)− FX(x0)− hf(x0)| =

∣∣∣∣∫ x0+h

x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣∫ x0+h

x0

∣∣(f(t)− f(x0)
)∣∣ dt∣∣∣∣ ≤ |h|ε.

En divisant par h puis en faisant h→ 0, on constate que FX est dérivable en x0, de dérivée
F ′X(x0) = f(x0). �

Réciproquement à la Proposition 2.5.5, on peut déterminer si une variable aléatoire X a
une densité en fonction de sa fonction de répartition X.

Proposition 2.5.6 Si une variable aléatoire X admet pour une fonction de répartition F
de la forme

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt (2.6)

où f est mesurable positive alors X admet nécessairement f pour densité.

Une fonction satisfaisant (2.6) est dite absolument continue. En fait, la loi de X est absolu-
ment continue (en tant que mesure) ssi sa fonction de répartition est absolument continue
(en tant que fonction).

Démonstration : D’abord comme F est une fonction de répartition, on montre facilement
que f est une densité puisque f ≥ 0 et∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

x→+∞
F (x) = 1.

Si on note µ la mesure définie par

µ(A) =

∫
A

f(x) dx, A ∈ B(R)

alors µ est une mesure de probabilité de densité f et d’après la forme de F en (2.6), les
mesures PX et µ cöıncident sur la famille C = {] −∞, x] : x ∈ R}. Comme cette famille
engendre B(R) et est un π-système (stable par intersection), par un argument de classe
monotone, PX = µ sur B(R). Finalement, PX admet bien f pour densité. �

Cas des vecteurs aléatoires à densité

Définition 2.5.4 (Densité en dimension d) Une fonction f : Rd → R mesurable est
appelée densité de probabilité (en dimension d) si

— f est positive : en tout point où elle est définie, f(t1, . . . , td) ≥ 0,
— f est intégrable sur Rd d’intégrale 1 :∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
f(t1, . . . , td) dt1 . . . dtd = 1.
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Définition 2.5.5 (Vecteur aléatoire) Le vecteur aléatoire (X1, . . . , Xd) suit la loi de
densité f si pour tous les intervalles [ai, bi], i = 1, . . . , d

P
(

(X1, . . . , Xd) ∈ [a1, b1]× · · · × [ad, bd]
)

=

∫ b1

a1

∫ b2

a2

. . .

∫ bd

ad

f(t1, t2, . . . , td) dt1 . . . dtd.

À nouveau, le sens des bornes dans les intervalles (ouvertes ou fermées) n’est pas important.
À nouveau encore, la densité caractérise la loi : si (Y1, . . . , Yd) a même loi que (X1, . . . , Xd)
alors ce vecteur a la même densité et réciproquement.

Proposition 2.5.7 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd de densité fX et soit
g : Rd → Rd un difféomorphisme de Rd (bijection continûment différentiable ainsi que son
inverse). Alors Y = g(X) est une variable aléatoire à valeurs dans Rd qui admet pour
densité la fonction

fY (y) = fX(g−1(y)) |Jac g−1(y)|, y ∈ Rd

où Jac g(x) = det
(
∂gi
∂xj

: 1 ≤ i, j ≤ d
)

est le jacobien de g.

Démonstration : On calcule pour B ∈ B(Rd)

P(g(X) ∈ B) = P(X ∈ g−1(B)) =

∫
Rd

1{x∈g−1(B)}fX(x)dx =

∫
Rd

1B(g(x))fX(x)dx.

On pose y = g(x)⇔ x = g−1(y) et on applique le théorème de changement de variable

P(g(X) ∈ B) =

∫
Rd

1B(y)fX(g−1(y)) |Jac g−1(y)| dy.

�

Proposition 2.5.8 (Densité marginale) Si (X, Y ) est un couple aléatoire de loi de den-
sité f , ses lois marginales PX , PY sont données par :

∀A ∈ B(R), PX(A) = P(X ∈ A) =

∫ b

a

∫ +∞

−∞
f(x, y) dxdy,

∀B ∈ B(R), PY (B) = P(Y ∈ B) =

∫ b

a

∫ +∞

−∞
f(x, y) dydx.

Autrement dit, la loi de X est de densité fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy, celle de Y est de densité

fY (y) =
∫ +∞
−∞ f(x, y) dx.
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Démonstration : La preuve est une application directe du théorème de Fubini-Tonelli
sur les intégrales doubles une fois qu’on a remarqué que

PX(A) = P(X ∈ A) = P(X ∈ A, Y ∈ R) = P(X,Y )(A× R)

=

∫
A×R

f(x, y) dxdy =

∫
A

(∫
R
f(x, y)dy

)
dx =

∫
A

fX(x)dx

avec la densité annoncée fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy. Il s’applique sans problème car par défi-

nition d’une densité, f est positive (et même intégrable sur R2). Idem pour Y . �

Exemples : • Considérons f(x, y) = 1
3
1[0,1]×[−1,2](x, y). Il s’agit bien d’une densité car f

est positive et∫ ∫
R2

f(x, y) dxdy =
1

3

∫ ∫
R2

1[0,1]×[−1,2](x, y) dxdy

=
1

3

∫ ∫
R2

1[0,1](x)× 1[−1,2](y) dxdy

=
1

3

∫ +∞

−∞
1[0,1](x) dx︸ ︷︷ ︸

=1

∫ +∞

−∞
1[−1,2](y) dy︸ ︷︷ ︸

=2−(−1)=3

= 1.

Considérons un couple (X, Y ) de loi de densité f . La loi de X est alors de densité donnée
par :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

1

3

∫ +∞

−∞
1[0,1]×[−1,2](x, y)dy =

1

3

∫ +∞

−∞
1[0,1](x)× 1[−1,2](y)dy

= 1[0,1](x)× 1

3

∫ +∞

−∞
1[−1,2](y)dy︸ ︷︷ ︸
=1

= 1[0,1](x).

De la même façon, fY (y) = 1
3
1[−1,2](y).

• Montrer que f(x, y) = λµe−λx−µy1R+×R+(x, y) est la densité d’un couple (X, Y ) de R2.
Montrer que X est de loi E(λ) et Y de loi E(µ).

• Montrer que

f(x, y) =
e
− x2

2σ2−
y2

2(σ′)2

2πσσ′

est la densité d’un couple (X, Y ) de R2. Montrer que X est de loi N (0, σ2) et Y de loi
N (0, (σ′)2).

• Montrer que
f(x, y) = ye−xy1R+(x)1[0,1](y)
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est la densité d’un couple (X, Y ) de R2. Montrer que X est de loi donnée par la densité

fX(x) =
1− e−x − xe−x

x2
1R+(x)

et Y de loi uniforme sur [0, 1].

• Soit f(x, y) = 1
3π
e−

x2+2xy+5y2

6 . Il s’agit d’une densité car∫ ∫
R2

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
R2

e−
x2+2xy+5y2

6
dxdy

3π

=

∫ ∫
R2

e−
(x+y)2+4y2

6
dxdy

3π
=

∫ ∫
R2

e−
(x+y)2

2×3 e−
4y2

2×3
dxdy

3π

=

∫
R

(∫
R
e−

(x+y)2

2×3 dx

)
e−

4y2

2×3
dy

3π
=

∫
R

(∫
R
e−

z2

2×3dz

)
e−

4y2

2×3
dy

3π

=

∫
R

√
2π × 3e−

4y2

2×3
dy

3π
=

∫
R
e−

y2

2×(3/4)
dy√

2π × 3/4
= 1

en utilisant la normalisation de la loi normale N (0, σ2) :

∫
R
e−

t2

2σ2 dt =
√

2πσ2.

Considérons un couple (X, Y ) de densité f , alors X est de densité

fX(x) =

∫
R
f(x, y)dy =

∫
R
e−

x2+2xy+5y2

6
dy

3π
=

∫
R
e−

( 1√
5
x+
√

5y)2+4x2/5

6
dy

3π

=

∫
R
e−

( 1√
5
x+
√

5y)2

6 e−
4x2

30
dy

3π
= e−

4x2

30

∫
R
e−

z2

2×3
dz

3π
√

5
= e−

4x2

30

√
2π × 3

3π
√

5

=
1√

15π/2
e−

4x2

30 .

La marginale Y est de densité :

fY (y) =

∫
R
f(x, y)dx =

∫
R
e−

x2+2xy+5y2

6
dx

3π
=

∫
R
e−

(x+y)2+4y2

6
dx

3π
=

∫
R
e−

(x+y)2

2×3 e−
4y2

6
dx

3π

= e−
4y2

6

∫
R
e−

(x+y)2

2×3
dx

3π
= e−

4y2

6

√
2π × 3

3π
=

1√
3π/2

e−
4y2

6 .

Les marginales X et Y sont donc de lois N (0, 15/4) et N (0, 3/4).

Généralisation au cas gaussien

Soit Φ : Rn → R une forme quadratique positive. Notons

C =

∫
Rn
e−Φ(x1,...,xn)dx1 . . . dxn.
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Alors tout vecteur aléatoire de densité

f(x1, . . . , xn) =
1

C
e−Φ(x1,...,xn)

est dit gaussien. Ses marginales sont des variables aléatoires gaussiennes en dimension 1.
On traitera ce type de vecteur en détail dans le Chapitre 9.

2.5.3 Lois de probabilité usuelles

Dans cette section, nous présentons les principales lois de probabilités usuelles. Nous
donnons les atomes xi et leur probabilité pocntuelle pi dans le cas discret ou la densité avec
son support dans le cas à densité. En anticipant sur les Chapitres 3 et 4, nous donnons
également pour chaque loi son espérance, sa variance et sa fontion caractéristique. Pour
chaque loi, on décrit son interprétation pour un modèle simple.

1. Loi de Bernoulli b(p), p ∈ [0, 1] : P = (1− p)δ0 + pδ1.
Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli b(p) si

P(X = 0) = 1− p, P(X = 1) = p.

Si p = 0 (respectivement p = 1) X est presque sûrement égale à 0 (respectivement 1). Cette
loi modélise une expérience à deux issues possibles (succès et échec) dont la probabilité de
succès vaut p. Le résultat X de cette expérience suit la loi de Bernoulli de paramètre p.

E[X] = p, Var(X) = p(1− p), ϕX(t) = 1− p+ peit.

2. Loi binomiale B(n, p), n ∈ N∗, p ∈]0, 1[ : P =
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk.

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n, p) si

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, pour k = 0, . . . , n

et P(X = k) = 0 sinon. Cette loi modélise le nombre de succès obtenus au cours de n
expériences indépendantes, chacune ayant une probabilité p de succès. Le nombre X de
succès obtenus suit la loi binomiale.

E[X] = np, Var(X) = np(1− p), ϕX(t) = (1− p+ peit)n.

3. Loi uniforme discrète (ou équirépartie) U(x1, . . . , xr), r ∈ N∗ : P =
1

r

r∑
j=0

δxj .

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme U(x1, . . . , xr) si

P(X = xj) =
1

r
, j = 1, . . . , r.
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Cette loi modélise une expérience à r issues possibles, chacune ayant la même probabilité
1/r. Le résultat X de cette expérience suit la loi uniforme (ou equirépartie).

E[X] =
x1 + · · ·+ xr

r

Lorsque la loi est U(1, . . . , r), on peut préciser espérance, variance et fonction caractéris-
tique

E[X] =
r + 1

2
, Var(X) =

r2 − 1

12
, ϕX(t) =

1

r
eit

1− eirt

1− eit
.

4. Loi géométrique G(p), p ∈]0, 1[ : P =
+∞∑
k=1

p(1− p)k−1δk.

Une variable aléatoire X suit la loi géométrique G(p) si

P(X = k) = p(1− p)k−1, k ≥ 1.

Cette loi modèlise le rang du premier succès dans une suite d’expériences indépendantes,
chacune ayant la probabilité p de succès. Ce rang X suit la loi géométrique. Par exemple
X = 4 signifie que les trois premières expériences ont échoué et la 4ème réussi.

E[X] =
1

p
, Var(X) =

1− p
p2

, ϕX(t) =
peit

1− (1− p)eit
.

5. Loi de Poisson P(λ), λ > 0 : Q =
+∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
δk.

Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson P(λ) si

P(X = k) = e−λ
λk

k!
, k ∈ N.

Cette loi intervient pour modéliser les occurences d’évènements peu probables.

E[X] = λ, Var(X) = λ, ϕX(t) = exp(λ(eit − 1)).

6. Loi hypergéométrique* H(N, n,m), N ∈ N∗, 1 ≤ n,m ≤ N , p ∈]0, 1[.
Une variable aléatoire X suit la loi hypergéométrique H(N, n,m) si

P(X = k) =

(
m
k

)(
N−m
n−k

)(
N
n

) pour max{0, n− (N −m)} ≤ k ≤ min{n,m}

et = 0 sinon. Cette loi modélise le tirage en une seule fois et sans remise de n boules dans
une urne contenant N boules dont m sont blanches et N −m sont rouges. Le nombre X
de boules blanches tirées suit la loi hypergéométrique.

E[X] = n
m

N
, Var(X) =

N − n
N − 1

n
m

N

N −m
N

.
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7. Loi multinomiale* M(n, p1, . . . , pn), n ∈ N, p1 + · · ·+ pd = 1, p1, . . . , pd ∈ [0, 1].
Un vecteur aléatoire (X1, . . . , Xd) à valeurs dans Nd, suit la loi multinomialeM(n, p1, . . . , pn)
si

P((X1, . . . , Xd) = (n1, . . . , nd)) =
n!

n1! . . . nd!
pn1

1 . . . pndd pour n1 + · · ·+ nd = n

et = 0 sinon. Si on dispose de n boules que l’on jette une par une aléatoirement dans d
bôıtes différentes, chaque boule ayant la probabilité pi d’être jetée dans la i-ème bôıte, les
nombres (X1, . . . , Xd) de boules dans les bôıtes suivent la loi multinomiale.

E[(X1, . . . , Xd)] = (np1, . . . , npd), Var(Xj) = npj(1− pj), Cov(Xj, Xk) = −npjpk,

ϕX(t1, . . . , td) =
(∑d

j=1 pje
itjpj

)n
.

8. Loi uniforme U([a, b]), −∞ < a ≤ b <∞.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi uniforme U([a, b]) si sa densité par rapport à la
mesure de Lebesgue est

f(x) =
1

b− a
1[a,b](x).

Cette loi modèlise des phénomènes dont les valeurs sont uniformément réparties sur un
intervalle.

E[X] =
a+ b

2
, Var(X) =

(b− a)2

12
, ϕX(t) =

eitb − eita

it(b− a)
.

9. Loi exponentielle E(λ), λ > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle E(λ) si sa densité par rapport à
la mesure de Lebesgue est

f(x) = λe−λx1[0,+∞[(x).

Cette loi modélise des temps d’attente ou des durées de vie.

E[X] =
1

λ
, Var(X) =

1

λ2
, ϕX(t) =

λ

λ− it
.

On motre que la loi exponentielle est caractérirsée par la propriété d’absence de mémoire :

Proposition 2.5.9 Une variable aléatoire X positive est exponentielle i elle vérifie la pro-
priété d’absence de mémoire :

P(X ≥ t+ s|X ≥ s) = P(X > t), pour tout t,≥ 0



Chapitre 2. c©JCB – L3/M1 Math – Université de Rennes 1 46

Démonstration : D’abord si X ∼ E(λ) alors

P(X > t+ s|X > s) =
P(X > t+ s,X > s)

P(X > s)
=

P(X > t+ s)

P(X > s)
=
e−λ(t+s)

e−λs
= e−λt

= P(X > t).

Ensuite, si on note f(t) = P(X > t) alors la propriété d’absence de mémoire s’écrit

f(t+ s) = f(t)f(s). (2.7)

De plus, f(0) = P(X ≥ 0) = 1. Comme f(t) ∈ [0, 1], la seule solution de ce type d’équation
fonctionnelle (2.7) est f(t) = e−λt. En effet on a f(n) = f(n − 1)f(1) = f(1)n ; puis

f(1) = f(n
n
) = f( 1

n
)n, soit f( 1

n
) = f(1)1/n. On en déduit que f(p

q
) = f(1)p/q = e−λ

p
q en

écrivant f(1) = e−λ. On a donc f(x) = e−λx pour tout x ∈ Q. En effet, s’il existe x ∈ R+

tel que f(x) 6= e−λx alors par exemple f(x) > e−λx et on peut choisir r ∈ Q tel que
f(x) > e−λr > e−λx, ce qui exige r < x ; mais alors par déroissance de f , on a

f(x) ≤ f(r) = e−λr < f(x),

ce qui est aburde. Finalement, f(x) = e−λx pour tout x ∈ R, ie P(X ≥ t) = e−λt et
X ∼ E(λ). �
10. Loi gamma* γ(p, λ), p > 0 et λ > 0.

Une variable aléatoire réelle X suit une loi gamma γ(p, λ) si sa densité par rapport à la
mesure de Lebesgue est

f(x) =
λp

Γ(p)
xp−1e−λx1]0,+∞[(x)

où Γ(p) :=
∫ +∞

0
xp−1e−xdx est la fonction d’Euler de seconde espèce.

E[X] =
p

λ
, Var(X) =

p

λ2
, ϕX(t) =

(
λ

λ− it

)p
.

11. Loi du chi-deux* χ2(n), n ∈ N∗.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de chi-deux χ2(n) si sa densité par rapport à la
mesure de Lebesgue est

f(x) =
(1

2
)n/2

Γ(n
2
)
x
n
2
−1e−

x
2 1]0,+∞[(x).

E[X] = n, Var(X) = 2n, ϕX(t) =
1

(1− 2it)n/2
.

On peut noter que χ2(n) = γ(n
2
, 1

2
).
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12. Loi beta* β(p, q), p > 0, q > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi beta β(p, q) si sa densité par rapport à la mesure
de Lebesgue est

f(x) =
xp−1(1− x)q−1

B(p, q)
1[0,1](x).

où B(p, q) :=
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx est la fonction d’Euler de première espèce.

E[X] =
B(p+ 1, q)

B(p, q)
, Var(X) =

pq

(p+ q)2(p+ q + 1)
.

13. Loi de Laplace*.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Laplace si sa densité par rapport à la mesure
de Lebesgue est

f(x) =
1

2
e−|x|.

E[X] = 0, Var(X) = 1, ϕX(t) =
1

1 + t2
.

14. Loi de Cauchy C(a), a > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Cauchy C(a) si sa densité par rapport à la
mesure de Lebesgue est

f(x) =
a

π(a2 + x2)
.

pas d’espérance, pas de variance finie, ϕX(t) = e−a|t|.

15. Loi de Gauss (ou normale) N (m,σ2), m ∈ R, σ2 > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Gauss (ou normale) N (m,σ2) si sa densité
par rapport à la mesure de Lebesgue est

f(x) =
1√

2πσ2
exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
.

E[X] = m, Var(X) = σ2, ϕX(t) = eimt−
σ2t2

2 .

16. Loi de Gauss (ou normale) multidimensionnelle N (m,Σ), m ∈ Rd, Σ matrice
symétrique définie positive.
Un vecteur aléatoire (X1, . . . , Xd) à valeurs dans Rd suit une loi de Gauss (ou normale)
N (m,Σ) si sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd est

f(x) =
1

(2π)
d
2

√
det Σ

exp

(
−1

2
(x−m)∗Σ−1(x−m)

)
, x ∈ Rd.
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E[(X1, . . . , Xd)] = m, (Cov(Xi, Xj))1≤i,j≤d = Σ, ϕX(t1, . . . , td) = exp

(
i〈m, t〉 − 1

2
t∗Σt

)
.

Plus de détails sont donnés sur ces lois multidimensionnelles au Chapitre 9.



Chapitre 3

Espérance d’une variable aléatoire

3.1 Rappels d’intégration

On commence dans cette section par des rappels d’intégration en théorie de la mesure.
On renvoie à [JCB-Leb] pour des détails ou des preuves.

Définition 3.1.1 (Espace produit) Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés.
• Sur l’espace produit X×Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }, on appelle tribu produit A⊗B

la tribu de X × Y engendrée par les produits A × B pour A ∈ A, B ∈ B. Il s’agit de la
tribu la plus naturelle sur X × Y .
• Sur l’espace produit X × Y muni de la tribu produit A ⊗ B, on définit la mesure

produit µ⊗ ν de la façon suivante

µ⊗ ν(A×B) = µ(A)ν(B).

En définissant µ⊗ ν sur la classe des pavés A×B, A ∈ A, B ∈ B, comme elle engendre la
tribu produit A⊗ B, par un argument de classe monotone, µ⊗ ν est bien définie sur tout
A⊗ B.

Exemple. Sur Rn, la tribu borélienne de Rn cöıncide avec la tribu produit des tribus
boréliennes des espaces facteurs R (cf. Remarque 1.1.1) :

B(Rn) = B(R)⊗ · · · ⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Un borélien typique de Rn est le pavé [a1, b1]× · · · × [an, bn].
En général en dimension n, on utilise la mesure de Lebesgue de dimension n, il s’agit de la
mesure produit des mesures de Lebesgue sur R : λn = λ⊗ · · · ⊗ λ︸ ︷︷ ︸

n fois

. Par exemple,

λn
(
[a1, b1]× · · · × [an, bn]

)
= (b1 − a1)× · · · × (bn − an).

49
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3.1.1 Théorèmes de Fubini

Sous de bonnes conditions, le théorème de Fubini permet de permuter les intégrations
dans des intégrales multiples. De cette façon, les intégrales multiples, ou par rapport à des
mesures produits, se ramènent à des intégrales simples emboitées.
Dans la suite, on autorise les valeurs infinies et les fonctions positives sont à valeurs dans
[0,+∞] = [0,+∞[∪{+∞}. On métrise facilement l’ensemble [0,+∞] et on considère la
tribu borélienne associée.

Théorème 3.1.1 (Fubini-Tonelli) Soit f : (X × Y,A ⊗ B) → [0,+∞] une fonction
mesurable, avec µ et ν des mesures σ-finies sur (X,A) et (Y,B). Alors

1. La fonction x 7→
∫
Y

f(x, ·)dν est A-mesurable et la fonction y 7→
∫
X

f(·, y)dµ est

B-mesurable.

2. Puis, on a∫
X×Y

fd(µ⊗ ν) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

Démonstration : Cf. notes de cours d’ ”Intégration et mesures” [JCB-Leb]. �

Le théorème de Fubini-Tonelli ne s’applique qu’à des fonctions mesurables positives (sans
conditions supplémentaires). Pour des fonctions de signes quelconques intégrables, on a le
résultat suivant :

Théorème 3.1.2 (Fubini) Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) deux espaces σ-finis et f : (X ×
Y,A⊗ B, µ⊗ ν)→ R ou C une fonction (µ⊗ ν)-intégrable, c’est à dire∫

X×Y
|f |d(µ⊗ ν) < +∞.

Alors

1. Pour µ-presque chaque x, la fonction f(x, ·) est ν-intégrable et pour ν-presque chaque
y, la fonction f(·, y) est µ-intégrable.

Posons I(x) =
∫
Y
f(x, ·)dν et J(y) =

∫
X
f(·, y)dµ, alors

2. Les fonctions I et J sont respectivement µ- et ν-intégrables.

3. On a ∫
X×Y

fd(µ⊗ ν) =

∫
X

Idµ =

∫
Y

Jdν.

On a donc en écrivant les variables d’intégration∫
X×Y

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
X

∫
Y

f(x, y) dν(y)dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dµ(x)dν(y).

Démonstration : Cf. notes de cours d’ ”Intégration et mesures” [JCB-Leb]. �
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Remarque 3.1.1 • En pratique pour utiliser le théorème de Fubini, on raisonne de la
façon suivante :

1. On montre que f est mesurable (arguments généraux).

2. Pour montrer que f est intégrable, on calcule
∫
X×Y |f |d(µ ⊗ ν) en appliquant le

théorème de Fubini-Tonelli à la fonction positive |f | :∫
|f |d(µ⊗ ν) =

∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|dµ(x)

)
dν(y) =

∫
X

(∫
Y

|f(x, y)|dν(y)

)
dµ(x)

en choisissant la forme la plus convenable (intégrer d’abord en x ou en y) pour faire
le calcul.

3. Si le résultat est fini, on peut alors appliquer le théorème de Fubini.

• Si F est positive, on peut intervertir directement les intégrations (par la version Fubini-
Tonelli du résultat). Si f ne l’est pas, il faut vérifier l’intégrabilité en calculant l’intégrale
de |f | en appliquant par exemple la version Fubini-Tonelli à |f | > 0 pour se ramener à des
intégrales simples.

• L’utilisation du théorème de Fubini permet de ramener de nombreux calculs d’intégrales
doubles (ou triples ou plus généralement multiples) à des calculs successifs d’intégrales
simples (aussi bien pour des calculs effectifs que pour montrer des convergences d’inté-
grales).

3.1.2 Changement de variable

Forume de transfert

Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces mesurables et ϕ : (X,A) → (Y,B) une fonction
mesurable.
Si on considère une mesure µ sur (X,A) alors la mesure image ν = µϕ est une mesure
sur (Y,B). On a un lien entre les intégrales par rapport à µ sur X et celle par rapport à
ν = µ ◦ ϕ−1 = µϕ sur Y :

Théorème 3.1.3 (Transfert) Soit h : (Y,B) → K = R, R̄,C mesurable alors h est ν-
intégrable ssi h ◦ ϕ est µ-intégrable et∫

X

h ◦ ϕ dµ =

∫
Y

h dν. (3.1)

Il s’agit d’une formule de changement de variable abstraite, très générale puisque la seule
condition pour le changement de variable y = ϕ(x) est que ϕ soit mesurable !
Malheureusement, la nouvelle mesure ν = µϕ n’est pas explicite du tout. Ce résultat est
donc essentiellement abstrait et difficile à utiliser pour des calculs explicites. Cependant
dans le cas probabiliste, c’est ce résultat qui va permettre d’exprimer une espérance comme
un calcul explicite d’intégrale contre la loi de la variable aléatoire.
On propose ci-dessous des résultats plus explicites, avec des conditions plus restrictives sur
le changement de variables.
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Cas de l’intégrale de Riemann

Soit I un intervalle de R et ϕ : I → R strictement monotone et C1 tel que ϕ′ ne s’annule
pas sur I. Alors on a ∫

I

f(x)dx =

∫
ϕ(I)

f(ϕ−1(y))|(ϕ−1)′(y)| dy.

Pour cela, on pose y = ϕ(x) ou x = ϕ−1(y) et en dérivant on a la relation entre dx et dy

dx

dy
= (ϕ−1)′(y) c’est à dire dx = (ϕ−1)′(y)dy.

Cas de l’intégrale de Lebesgue

Définition 3.1.2 (Difféomorphisme) Soit F : D ⊂ Rn → D′ ⊂ Rn où D et D′ sont des
ouverts. L’application F est appelée un difféomorphisme si c’est une bijection de classe C1

dont la bijection réciproque est aussi de classe C1.

Définition 3.1.3 (Jacobien) La matrice jacobienne d’un changement de variable

y = F (x)⇐⇒ (y1, . . . , yn) = (F1(x1, . . . , xn), . . . , (Fn(x1, . . . , xn))

est

JF (x) = JF (x1, . . . , xn) =


∂F1

∂x1
· · · ∂F1

∂xn
...

...
∂Fn
∂x1

· · · ∂Fn
∂xn

 .
Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne det JF (x).

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielles.

Rappel : Calculs des déterminants d’ordre 2 et 3 :

•
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc,

• Règle de Sarrus :

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 − a3b2c1 − b3c2a1 − c3a2b1.

• Développements selon une ligne ou une colonne pour se ramener à des déterminants
d’ordres inférieurs.

Théorème 3.1.4 (Changement de variable) Soit V un ouvert de Rd et ϕ un C1-difféo-
morphisme de V dans ϕ(V ) ⊂ Rd. Alors, on a les formules de changements de variables∫

V

f(x)λ(dx) =

∫
ϕ(V )

f(ϕ−1(y)) |Jϕ−1(y)|λ(dy)∫
V

h(ϕ(x))λ(dx) =

∫
ϕ(V )

h(y) |Jϕ−1(y)|λ(dy)

pour toutes fonctions f et h mesurables telles que f est λ-intégrable et h◦ϕ est λ-intégrable.
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Démonstration : Cf. cours d’ ”Intégration et mesures” [JCB-Leb]. �

Changement de variables en coordonnées polaires dans R2

Un changement de variables utile dans le plan R2 est le changement de variables en polaire
qui consiste à passer de (x, y) représentant des coordonneés cartésiennes dans un repère
orthonormé à (r, θ) les coordonnées polaires correspondantes données par

(r, θ) = ϕ(x, y) ⇐⇒ ϕ−1 :

{
x = r cos θ
y = r sin θ

, r ∈ [0,+∞[, θ ∈ [0, 2π[.

Conformément au Théorème 3.1.4, on remplace alors dxdy par rdrdθ car le jacobien du
changement de variable est

Jϕ−1(r, θ) =

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r.

Ainsi : ∫ ∫
R2

f(x, y) dxdy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dxdy

=

∫ ∫
[0,+∞[×[0,2π[

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ.

Changement de variables en coordonnées sphériques dans R3

En dimension 3, le changement de variables utile est le changement en coordonnées sphé-
riques donné par

(r, θ, ϕ) = φ(x, y, z) ⇐⇒ φ−1 :


x = r cos θ cosϕ
y = r cos θ sinϕ
z = r sin θ

où θ ∈]− π/2, π/2[ est la latitude, ϕ ∈ [0, 2π[ est la longitude et r ∈ [0,+∞[ la distance à
l’origine. Le jacobien du changement de variable est

Jφ−1(r, θ, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣
cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ −r cos θ sinϕ
cos θ sinϕ −r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ

sin θ r cos θ 0

∣∣∣∣∣∣ = r2 cos θ.

Ainsi le Théorème 3.1.4 s’écrit pour le changement de variable en sphériques :∫ ∫ ∫
R3

f(x, y, z)dxdydz

=

∫ ∫ ∫
[0,+∞[×[0,2π[×]−π

2
,π
2

[

f(r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ)r2 cos θdrdθdϕ.
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Généralisation pour un changement de variables dans Rn

Ce type de changement de variable (polaires en dimension 2, sphériques en dimension 3)
se généralise en dimension n pour passer de (x1, . . . , xn) à (r, θ1, . . . , θn−1) :

x1 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θn−2 cos θn−1,
x2 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θn−2 sin θn−1,
x3 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θn−3 sin θn−2,
x4 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θn−4 sin θn−3,
. . . = . . .
xn−1 = r cos θ1 sin θ2,
xn = r sin θn.

3.2 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et X : (Ω,F ,P) → R+ une variable aléatoire
positive. L’intégrale de X par rapport à la mesure P est appelée son espérance. Elle se
définit comme l’intégrale par rapport à une mesure abstraite de proche en proche :

Définition 3.2.1 (Espérance d’une variable aléatoire)
— Indicatrice : si X = 1A, E[X] = P(A).
— Variable étagée positive : si X =

∑n
i=1 ai1Ai alors E[X] =

∑
i=1 aiP(Ai). On

vérifie que E[X] ne dépend pas de l’expression de X : si X =
∑p

i=1 bi1Bi alors∑p
i=1 biP(Bi) = E[X].

— Variable positive : si X est une variable aléatoire positive,

E[X] = sup
(
E[Y ] : Y variable aléatoire étagée ≤ X

)
.

— Variable quelconque : Si X est une variable aléatoire quelconque telle que E[|X|] <
+∞ (au sens précédent) alors on définit l’espérance de X par

E[X] = E[X+]− E[X−].

En effet comme 0 ≤ X+ ≤ |X| et 0 ≤ X− ≤ |X|, les espérances de variable
aléatoires positives E[X+] et E[X−] sont bien définies. La quantité E[|X|] s’appelle
le moment d’ordre 1 de X.

L’espérance d’une variable aléatoire X est définie si son moment d’ordre 1 est fini :
E[|X|] < +∞.

De la même façon si X est une variable aléatoire complexe intégrable, on peut définir son
espérance en définissant comme précédemment l’espérance de ses parties réelle et imagi-
naire.
De façon générale, si X = (X1, . . . , Xd) et un vecteur aléatoire, on définit son espérance
comme étant le vecteur des espérances de ses marginales Xi, 1 ≤ i ≤ d :

E[X] =
(
E[X1], . . . ,E[Xd]

)
.
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Définition 3.2.2 (Variable centrée) Une variable aléatoire X intégrable est dite cen-
trée si E[X] = 0.

Conséquence : Comme l’espérance E[X] ’est rien d’autre que l’intégrale (au sens de Le-
besgue) de la fonction mesurable X par rapport à la mesure de probabilité P, des propriétés
de l’intégration, on déduit pour des variables aléatoires intégrables X, Y et des réels a, b :

Proposition 3.2.1 1. Si 0 ≤ X ≤ Y alors 0 ≤ E[X] ≤ E[Y ].

2. Si A ⊂ B et X ≥ 0 alors E[X1A] ≤ E[X1B].

3.
∣∣E[X]

∣∣ ≤ E
[
|X|
]
.

4. E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ] (linéarité de E).

5. Si X ≥ 0, E[X] = 0 ssi X = 0 presque sûrement.

6. Inégalité de Markov : Si X est une variable aléatoire positive, on a : P(X ≥ t) ≤
E[X]

t
, pour tout t > 0.

Démonstration : On renvoie à [JCB-Leb] pour les preuves relevant d’”intégration et de
mesure” mais on rappelle la preuve de l’inégalité de Markov. Si X ≥ 0, pour tout t > 0
on a t1{X≥t} ≤ X. En prenant l’espérance, on a tP(X ≥ t) = E[t1{X≥t}] ≤ E[X], ce qui
permet de conclure en divisant par t > 0. �

Pour calculer des espérances, on se ramène à des intégrales sur R avec la loi de la variable
aléatoire comme mesure d’intégration grâce au théorème de transfert.

Proposition 3.2.2 Soit X : (Ω,F ,P)→ R une variable aléatoire de loi PX . Alors X est
P-intégrable ssi ∫

R
|x| PX(dx) < +∞

et son espérance est alors

E[X] =

∫
X dP =

∫
R
x PX(dx).

Démonstration : On applique le théorème de transfert avec la fonction mesurable ϕ =
X : (Ω,F ,P)→ R, la mesure image PX et la fonction h(x) = x :∫

Ω

h ◦X dP =

∫
R
h dPX .

�
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Plus généralement, si h : R → R est borélienne (ie. mesurable) et X : (Ω,F ,P) → R est
une variable aléatoire réelle alors h(X) est une variable aléatoire car c’est une application
de Ω dans R

(Ω,F ,P)
X−→ R h−→ R,

c’est à dire h ◦X : (Ω,F ,P) −→ R. Puis la variable aléatoire h(X) est P-intégrable ssi h
est PX-intégrable (

∫
R |h(x)| PX(dx) < +∞) et alors

E[h(X)] =

∫
Ω

h(X) dP =

∫
R
h(x) PX(dx).

Pour cela, on applique le théorème de transfert avec (X,A, µ) = (Ω,F ,P), (Y,B) =
(R,B(R)) et ϕ = X.

Parfois, il est plus facile de calculer directement l’espérance à l’aide de la fonction de
répartition à l’aide du résultat suivant :

Proposition 3.2.3 Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répar-
tition FX , alors

E[X] =

∫ +∞

0

P(X > t) dt =

∫ +∞

0

(1− FX(t)) dt.

De plus, E[X] < +∞ si et seulement si, pour un ou tout ε > 0,∑
n≥0

P(X > εn) < +∞ ou
∑
n≥0

2nP(X > ε2n) < +∞.

Démonstration : D’après le théorème de Fubini, on peut écrire∫ +∞

0

P(X > t) dt =

∫ +∞

0

E[1{X>t}] dt = E
[∫ +∞

0

1{X>t} dt

]
= E

[∫ X

0

dt

]
= E[X].

Pour la deuxième partie, on voit que pour t ∈ [n, n+ 1], on a P(X > n+ 1) ≤ P(X > t) ≤
P(X > n) et donc

P(X > n+ 1) ≤
∫ n+1

n

P(X > t)dt ≤ P(X > n)

puis en sommant∑
n≥0

P(X > n+ 1) ≤
∫ +∞

0

P(X > t) dt ≤
∑
n≥0

P(X > n)

en décomposant [0,+∞[ en intervalles [n, n+1[. De la même façon avec [0,+∞[=
⋃+∞
n=0[2n, 2n+1[

∑
n≥0

2nP(X > 2n+1) ≤
∫ +∞

1

P(X > t) dt ≤
∑
n≥0

2nP(X > 2n)
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et comme 0 ≤
∫ 1

0
P(X > t) dt ≤ 1 on a∑

n≥0

2nP(X > 2n+1) ≤
∫ +∞

0

P(X > t) dt ≤ 1 +
∑
n≥0

2nP(X > 2n)

On conclut en remplaçant X par X/ε. �

Espérance d’une variable aléatoire discrète

Pour utiliser correctement les lois des variables aléatoires discrètes, il est essentiel de noter
que, pour une fonction f mesurable

∫
fdδc = f(c) : cela est clair pour f = 1A puis par

linéarité pour f étagée et par convergence monotone pour f positive et enfin par linéarité
pour f quelconque.

Soit X : (Ω,F ,P) → R avec S(X) = {xi : i ∈ I} dénombrable. La loi de X est donnée
par la mesure de probabilité discrète

PX =
∑
i∈I

piδxi

où pi = P(X = xi), i ∈ I. La loi est une somme (dénombrable) de mesures de Dirac : en
chaque atome x ∈ S(X), il y a la masse P(X = x). Alors X est intégrable ssi

E[|X|] =
∑
i∈I

|xi|pi < +∞ (3.2)

et dans ce cas E[X] =
∑

i∈I xipi où la somme est au plus dénombrable puisque S(X) =
{xi : i ∈ I} est dénombrable (la variable aléatoire X est discrète).
Noter que la condition (3.2) est vérifiée si X variable aléatoire a un nombre fini d’atomes
car alors la somme dans (3.2) est une somme finie. De même, dans de nombreux cas usuels,
les variables aléatoires discrètes sont positives et leur espérance sont forcément définies
(mais possiblement infinies) sans prendre la peine de vérifier (3.2).
Si h : R → R est mesurable, alors h(X) est une variable aléatoire discrète (Proposition
2.5.2), elle est intégrable ssi ∑

i∈I

|h(xi)|pi < +∞.

Son espérance est alors

E[h(X)] =
∑
i∈I

h(xi)pi.

Exemples : (Espérance des variables aléatoires discrètes classiques)
• Si X = c est une variable aléatoire constante, sa loi est PX = δc. Son espérance est

E[X] =

∫
Ω

XdP =

∫
Ω

cdP = c

∫
Ω

dP = cP(Ω) = c.
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On le retrouve aussi avec l’expression E[X] =

∫
R
xdδc(x) = c.

• Soit X de loi de Bernoulli de paramètre p notée b(p). Son espérance est

E[X] = p× 1 + (1− p)× 0 = p.

• Soit X de loi equirépartie sur l’ensemble fini {x1, . . . , xn}. Son espérance est

E[X] =
n∑
k=1

xi ×
1

n
=
x1 + · · ·+ xn

n
.

• Soit X de loi binomiale de paramètres n, p notée B(n, p). Son espérance est E[X] = np.
En effet

E[X] =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = np

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
pk−1(1− p)n−k

= np
n∑
l=0

(
n− 1

l

)
pl(1− p)n−1−l = np(1− p+ p)n−1 = np.

• Soit X de loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[, notée G(p). Son espérance est E[X] =
1/p. En effet

E[X] =
+∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = p
+∞∑
k=1

(xk)′x=1−p = p

(
+∞∑
k=0

xk

)′
x=1−p

= p

(
1

1− x

)′
x=1−p

= p

(
1

(1− x)2

)
x=1−p

=
p

(1− (1− p))2
=

1

p
.

• Soit X de loi de Poisson de paramètre λ. Son espérance est E[X] = λ. En effet

E[X] =
+∞∑
k=0

ke−λ
λk

k!
= λ

+∞∑
k=1

e−λ
λk−1

(k − 1)!
= λ

+∞∑
l=1

e−λ
λl

l!
= λ.

Espérance d’une variable aléatoire à densité

Soit X : (Ω,F ,P)→ R une variable de densité f . La loi de X est donnée par la mesure de
forme intégrale

PX(A) =

∫
A

fdλ =

∫ b

a

f(x) dx, ∀A ∈ B(R), ou [a, b] intervalle
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où la densité f est une fonction mesurable positive d’intégrale 1. Alors X est intégrable ssi

E[|X|] =

∫
R
|x|f(x) dx < +∞ (3.3)

et dans ce cas E[X] =

∫
R
xf(x) dx.

Si h : R → R est mesurable, alors h(X) est une variable aléatoire, elle est intégrable ssi∫
R |h(x)|f(x) dx < +∞. Son espérance est alors

E[h(X)] =

∫
R
h(x)f(x) dx.

Lorsqu’on considère une variable aléatoire positive, l’espérance est forcément définie (mais
possiblement infinie) sans avoir à vérifier (3.3). Si la densité de X admet un support borné
et n’a pas de singularité, la condition (3.3) est alors directement vérifiée et l’espérance bien
définie.

Exemples : (Lois à densité classiques)
• Loi uniforme
La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur l’intervalle [a, b] (−∞ < a < b < +∞) si
elle a une densité f constante sur cet intervalle et nulle en dehors. Sa densité est alors

f(t) =
1

b− a
1[a,b](t) =

{
1/(b− a) si t ∈ [a, b],

0 si t 6∈ [a, b].

Son espérance est

E[X] =

∫
xf(x)dx =

1

b− a

∫ b

a

xdx =
1

b− a

(b2

2
− a2

2

)
=
a+ b

2
.

En fait on peut définir une loi uniforme sur un ensemble borélien A ⊂ R quelconque de
meure de Lebesgue finie (pas forcément un intervalle), c’est la loi de densité 1

λ(A)
1A. Dans

ce cas général, il n’y a pas de forme explicite de l’espérance.

• Loi exponentielle
La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramètre α > 0, notée E(α) si elle
admet pour densité :

f(t) = αe−αt1[0,+∞[(t).

Elle est utilisée pour modéliser un temps d’attente d’un phénomène aléatoire. Le temps
d’attente moyen est alors

E[X] =

∫
tf(t)dt =

∫ +∞

0

αte−αtdt =
[
− te−αt

]+∞
0

+

∫ +∞

0

e−αtdt

= 0 +
1

α

[
− e−αt

]+∞
0

=
1

α
.
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• Loi de Cauchy

Une variable aléatoire réelle suit une loi de Cauchy de paramètre a ∈ R∗+ si elle admet pour
densité :

f(t) =
a

π

1

a2 + t2
.

Son espérance n’est pas définie car E[|X|] =

∫
R

a|x|
π(a2 + x2)

dx = +∞, la fonction x/(1 +

x2) ≈ 1/x n’est pas intégrable en ±∞.

• Loi normale (standard)
Une variable aléatoire X0 suit la loi normale standard N (0, 1) si elle admet pour densité

t 7→ 1√
2π
e−t

2/2.

L’espérance est bien définie car |t|e−t2/2 est intégrable en ±∞. Par (im)parité de te−t
2/2, il

vient immédiatement que son espérance est E[X0] = 0.

Dans le cas général X ∼ N (m,σ2), le plus simple est de remarquer que X peut se définir
comme une translatée et dilatée de X0 par

X = m+ σX0.

Son espérance est alors E[X] = m+ σE[X0] = m.

Proposition 3.2.4 (Centrer-réduire) Si X ∼ N (m,σ2), σ2 > 0, alors X̃ = X−m
σ
∼

N (0, 1) (cette opération s’appelle centrer-réduire). De ce fait, la loi N (0, 1) s’appelle la loi
normale centrée, réduite.
Réciproquement, si X ∼ N (m,σ2) alors on peut écrire, avec X̃ ∼ N (0, 1) :

X
L
= m+ σX̃.

Démonstration : Il suffit de faire un changement de variable dans

P
(
X −m
σ

∈ A
)

= P(X ∈ m+ σA) =

∫
R

1m+σA

exp
(
− (x−m)2

2σ2

)
√

2πσ2
dx

=

∫
R

1A
exp

(
− y2

2

)
√

2π
dy (y =

x−m
σ

)

= P(X ∈ A).

Ainsi X−m
σ

a pour densité
exp
(
−x

2

2

)
√

2π
, ie. X̃ ∼ N (0, 1). �

Par conséquent, si X ∼ N (m,σ2), on a E[X] = m et Var(X) = σ2.
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3.3 Convergences monotone et dominée

On rappelle dans un contexte probabiliste les théorèmes fondamentaux de convergence en
théorie de la mesure : convergence monotone, lemme de Fatou et théorème de convergence
dominée. On renvoie au cours d’ ”Intégration et mesures” (par exemple [JCB-Leb]) pour
les versions générales.

Définition 3.3.1 (Convergence presque sûre) On dit que Xn converge vers X presque
sûrement (ps) si l’ensemble des ω ∈ Ω tel que Xn(ω)→ X(ω) est de probabilité 1 :

P
(
Xn → X

)
= 1.

Théorème 3.3.1 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit (Xn)n≥0 une suite crois-
sante de variables aléatoires positives (0 ≤ Xn ≤ Xn+1). Soit X = limn→+∞Xn la limite
ps de Xn dans [0,+∞]. Alors

lim
n→+∞

E[Xn] = E[X]. (3.4)

Démonstration : Comme (Xn)n≥1, la suite E[Xn], n ≥ 1, crôıt et a donc une limite α.
Comme Xn ≤ X alors E[Xn] ≤ E[X] et nécessairement α ≤ E[X].
Soit Y =

∑p
i=1 ai1Bi une variable aléatoire étagée telle que Y ≤ X. Pour c ∈]0, 1[, on note

An = {Xn ≥ cY }. Comme Xn ≤ Xn+1, on a An ⊂ An+1 et
⋃
n≥1An = {X ≥ cY } = Ω. On

a

E[Xn] ≥ E[Xn1An ] ≥ cE[Y 1An ] = c

p∑
i=1

aiE[1Bi∩An ] =

p∑
i=1

aiP(Bi ∩ An). (3.5)

Mais par comme (Bi ∩An)n≥1 forme une suite croissante de réunion Bi ∩
(⋃

n≥1An
)

= Bi,
la convergence monotone des probabilités assure P(Bi ∩An)→ P(Bi) quand n→ +∞. En
passant à la limite dans (3.5), on a α ≥

∑p
i=1 aiP(Bi) = E[Y ]. On a donc

α ≥ sup
Y étagée≤X

E[Y ] = E[X]

par définition de E[X]. Cela achève de montrer α = E[X]. �

Lemme 3.3.1 (Fatou) Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires positives. Alors

E
[

lim inf
n→+∞

Xn

]
≤ lim inf

n→+∞
E[Xn].

Démonstration : On a lim infn→+∞Xn = supk≥0 infn≥kXn = limk→+∞ infn≥kXn où
Yk := infn≥kXn est une suite croissante de variables aléatoires positives. En appliquant
le théorème de convergence monotone à (Yk)k≥0, on a

E
[

lim inf
n→+∞

Xn

]
= E

[
lim

k→+∞
Yk

]
= lim

k→+∞
E[Yk].
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Mais comme Yk ≤ Xn pour tout n ≥ k, on a E[Yk] ≤ E[Xn] pour tout n ≥ k et donc
E[Yk] ≤ infn≥k E[Xn]. On a alors

E
[

lim inf
n→+∞

Xn

]
≤ lim

n→+∞
inf
n≥k

E[Xn] = sup
n≥0

inf
n≥k

E[Xn] = lim inf
n→+∞

E[Xn].

�

Proposition 3.3.1 Soit Y une variable aléatoire intégrable et soit (Xn)n≥0 une suite de
variables aléatoires intégrables.

1. Si Y ≤ Xn alors E
[

lim infn→+∞Xn

]
≤ lim infn→+∞ E[Xn].

2. Si Xn ≤ Y alors lim supn→+∞ E[Xn] ≤ E
[

lim supn→+∞Xn

]
.

Démonstration : Par le lemme de Fatou, on a

E
[

lim inf
n→+∞

(Xn − Y )
]
≤ lim inf

n→+∞
E[Xn − Y ]

ce qui prouve 1) en rajoutant E[Y ] qui est finie par hypothèse. Pour le 2), on a de la même
façon

E
[

lim inf
n→+∞

(Y −Xn)
]
≤ lim inf

n→+∞
E[Y −Xn]

on retranche E[Y ] < +∞ et on change le signe pour récupérer l’inégalité sur la lim sup. �

Théorème 3.3.2 (Convergence dominée) Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléa-
toires telle que Xn → X ps quand n→ +∞. S’il existe une variable aléatoire Y intégrable
(E[|Y |] < +∞) telle que pour tout n, |Xn| ≤ Y ps alors

lim
n→+∞

E[Xn] = E[X]. (3.6)

Conséquence. Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et espérance.

Démonstration : Comme limn→+∞Xn = X et −Y ≤ Xn ≤ Y , la Proposition 3.3.1 assure
que

lim sup
n→+∞

E[Xn] ≤ E
[

lim sup
n→+∞

Xn

]
= E[X] = E

[
lim inf
n→+∞

Xn

]
≤ lim inf

n→+∞
E[Xn]

ce qui prouve le résultat. �

Le résultat suivant n’est valable que pour des intégrales par rapport à une mesure de
probabilité 1, c’est à dire pour des espérances.
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Théorème 3.3.3 (Inégalité de Jensen) Soit ϕ : R → R une fonction convexe et X :
Ω→ R une variable aléatoire telle que X et ϕ(X) soient intégrables. Alors

ϕ
(
E[X]

)
≤ E

[
ϕ(X)

]
.

Démonstration : La convexité de ϕ assure qu’en tout point de son graphe, la courbe de
ϕ est au dessus de sa tangente, ie. pour tout y ∈ R, il existe dy ∈ [ϕ′g(y), ϕ′d(y)] tel que

∀y ∈ R, ϕ(x) ≥ ϕ(y) + dy(x− y).

En appliquant cette inégalité avec y = E[X] et x = X(ω) puis en prenant l’espérance, on a∫
ϕ(X(ω))dP ≥

∫
ϕ(E[X])dP + dE[X]

∫
(X(ω)− E[X])dP.

La conclusion en découle car
∫

(X(ω)− E[X])dP = 0. �

Remarque 3.3.1 — S’il y a égalité dans l’inégalité de Jensen, alors il y a égalité
dans ϕ(X) ≥ ϕ(E[X]) + dE[X](X − E[X]). Si ϕ est strictement convexe, cela exige
X = E[X] ps, ie. X est presque sûrement constante.

— De plus si l’égalité ϕ(E[X]) ≤ E[ϕ(X)] a lieu pour toute variable aléatoire réelle
X alors ϕ est convexe : en l’écrivant pour X de loi pδx + (1− p)δy, on a

ϕ(px+ (1− p)y) ≤ pϕ(x) + (1− p)ϕ(y).

— Dans la pratique, l’inégalité de Jensen est le plus souvent utilisée pour les fonctions
de la forme ϕ(x) = x, |x|, x2 et 1/x lorsque x ≥ 0. En particulier, pour une variable
aléatoire positive dont l’inverse est intégrable, on a

E
[
1/X

]
≥ 1/E[X].

3.4 Moments des variables aléatoires

Définition 3.4.1 (Moment) Une variable aléatoire X : (Ω,F ,P) → R ou C a un mo-
ment d’ordre p > 0 ssi

E[|X|p] =

∫
Ω

|X|pdP < +∞.

Définition 3.4.2 (Espace Lp) Si p ∈ (0,+∞) alors Lp(Ω,F ,P) =
{
X : (Ω,F ,P)→ R :

E[|X|p] < +∞
}

.
Si p = +∞, alors L∞(Ω,F ,P) =

{
X : (Ω,F ,P)→ R : il existe c tel que P(|X| > c) = 0

}
.

C’est l’ensemble des variables aléatoires presque sûrement bornées.
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Si p = 0, alors L0(Ω,F ,P) est simplement l’ensemble des variables aléatoires. Si p ∈
[1,+∞], Lp(Ω,F ,P) est un espace vectoriel normé avec pour norme

‖X‖p = (E[|X|p])1/p (norme Lp),

‖X‖∞ = inf(c > 0 : P(|X| > c) = 0) (supremum essentiel).

Il s’agit en effet d’un espace vectoriel car si X, Y ∈ Lp(Ω,F ,P) alors par convexité de
x 7→ xp, on a :

1

2p
|X + Y |p ≤ 1

2
|X|p +

1

2
|Y |p

E[|X + Y |p] ≤ 2p−1
(
E[|X|p] + E[|Y |p]

)
(3.7)

et donc X + Y ∈ Lp(Ω,F ,P).

Remarque 3.4.1 Formellement, on définit d’abord Lp(Ω,F ,P) = {X : (Ω,F ,P) → R :
E[|X|p] < +∞} pour lequel ‖ · ‖p est seulement une semi-norme car ‖X‖p = 0 en-
trâıne seulement X = 0 ps. Cela justifie l’introduction de l’espace quotient Lp(Ω,F ,P) =
Lp(Ω,F ,P)/ ∼ps où ∼ps désigne la relation d’équivalence ”̂etre égale presque sûrement”, ie.
X ∼ps Y ssi P(X 6= Y ) = 0. Dans la suite, on identifie les variables aléatoires ps égales et
on considère donc implicitement l’espace quotient Lp(Ω,F ,P) = Lp(Ω,F ,P)/ ∼ps.
Comme ‖ · ‖p est homogène (‖λX‖p = |λ|‖X‖p) et ‖X‖p = 0 ssi X = 0, il ne reste plus
qu’à vérifier l’inégalité triangulaire pour s’assurer que ‖·‖p définit une norme, cf. l’inégalité
de Minkowski (Th. 3.4.2). On parle de la norme Lp.

Les résultats généraux sur les espaces Lp(X,A, µ) se formulent dans le cadre probabiliste
de la façon suivante. On rappelle que deux réels p, q ∈ [1,+∞] sont conjugués si 1

p
+ 1

q
= 1.

Par exemple, 2 et 2 sont conjugués, 1 et +∞ sont conjugués, 3 et 3/2 sont conjugués.

Théorème 3.4.1 (Inégalité de Hölder) Soient p, q exposants conjugués avec 1 ≤ p ≤
+∞ et X ∈ Lp(Ω,F ,P), Y ∈ Lq(Ω,F ,P). Alors XY ∈ L1(Ω,F ,P) et

‖XY ‖1 ≤ ‖X‖p‖Y ‖q.

Démonstration : On utilise la convexité de la fonction exp : Si ‖X‖p‖Y ‖q = 0 alors par
exemple ‖X‖p = 0 et donc X = 0 ps ; on a alors XY = 0 ps et E[|XY |] = 0. Supposons
donc que ‖X‖p‖Y ‖q 6= 0 et soient a, b > 0. Il existe s, t ∈ R tels que a = es/p et b = et/q.
D’après la convexité de exp, on a

exp

(
s

p
+
t

q

)
≤ 1

p
exp(s) +

1

q
exp(t)

c’est à dire ab ≤ ap

p
+ bq

q
. En utilisant a = |X|/‖X‖p et b = |Y |/‖Y ‖q, on a

XY

‖X‖p‖Y ‖q
≤ 1

p

|X|p

E[|X|p]
+

1

q

|Y |q

E[|Y |]q
.
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On conclut en prenant l’espérance dans l’inégalité précédente. �

Dans le cas particulier où p = q = 2, l’inégalité de Hölder devient celle de Cauchy-Schwarz :

Corollaire 3.4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient X, Y des variables aléatoires
carrés intégrables. Alors on a :

‖XY ‖1 ≤ ‖X‖2‖Y ‖2.

Démonstration : Une autre façon –classique– de prouver l’inégalité de Cauchy-Schwarz
s’obtient en considérant le polynôme en c :

E
[
(X + cY )2

]
= E

[
Y 2
]
c2 + 2E[XY ]c+ E

[
X2
]

(3.8)

Comme il est de signe positif constant, son discriminant (réduit) E[XY ]2 − E
[
X2
]
E[Y 2

]
est négatif. �

Remarque 3.4.2 S’il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz alors le discriminant
du polynôme (3.8) est nul et ce polynôme a une racine double c0 pour laquelle on a alors
E[(X + c0Y )2] = 0, soit X = −c0Y ps.

Théorème 3.4.2 (Inégalité de Minkowski) Soient X, Y des variables aléatoires, alors
pour 1 ≤ p ≤ +∞, on a :

‖X + Y ‖p ≤ ‖X‖p + ‖Y ‖p.

Cette inégalité justifie que ‖ · ‖p vérifie l’inégalité triangulaire et définit bien une norme.

Démonstration : Pour p = +∞, on considère c > ‖X‖∞ et d > ‖Y ‖∞. Alors presque
sûrement, |X + Y | ≤ |X| + |Y | ≤ c + d, ce qui assure ‖X + Y ‖∞ ≤ c + d. En faisant
c↘ ‖X‖∞ et d↘ ‖Y ‖∞, on a

‖X + Y ‖∞ ≤ ‖X‖∞ + ‖Y ‖∞.

Dans la suite, on considère p ∈ [1,+∞[. Si ‖X + Y ‖p = 0, alors l’inégalité est triviale puis
si ‖X + Y ‖p = +∞ alors l’inégalité de convexité (3.7) montre que ‖X + Y ‖p = +∞ exige
‖X‖pp = +∞ ou ‖Y ‖pp = +∞, en tout cas, l’inégalité de Minkowski est assurée.
On considère le cas ‖X+Y ‖p ∈ (0,+∞) et on utilise l’inégalité de Hölder avec les exposants
conjugués p et q = p

p−1
:

‖X + Y ‖pp = E[|X + Y |p] ≤ E[|X| |X + Y |p−1 + |Y | |X + Y |p−1]

≤ (‖X‖p + ‖Y ‖q)‖|X + Y |p−1‖p/(p−1)

≤ (‖X‖p + ‖Y ‖q)‖X + Y ‖p−1
p

ce qui donne le résultat en simplifiant par ‖X + Y ‖p 6= 0,+∞. �
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Proposition 3.4.1 Si X possède un moment d’ordre q ∈ [1,+∞], pour tout 1 ≤ p ≤
q, X en possède un d’ordre p, ie. L∞(Ω,F ,P) ⊂ Lp(Ω,F ,P) ⊂ Lq(Ω,F ,P). De plus,
l’application p 7→ ‖ · ‖p est croissante. Puis

lim
p→+∞

‖X‖p = ‖X‖∞.

En fait, il s’agit d’une inclusion topologique (l’inclusion est continue pour la norme Lp). En
particulier, noter qu’une variable aléatoire bornée admet des moments de tous les ordres
(c’est immédiat puisque si |X| ≤M alors E[|X|p] ≤ E[Mp] = Mp < +∞).

Démonstration : Si X ∈ Lq(Ω,F ,P), on applique l’inégalité de Hölder avec α = q
p
> 1 :

E[|X|p] = E[|X|p × 1] ≤ E[|Xp|q/p]p/q × E[1q/(q−p)](q−p)/q = E[|Xq|]p/q,

ce qui prouve aussi ‖X‖p ≤ ‖X‖q et la croissance de la norme Lp en p.
Pour la dernière assertion, on voit d’abord que |X| ≤ ‖X‖∞ ps d’où ‖X‖p ≤ ‖X‖∞. Puis
par croissance de p 7→ ‖ · ‖p, on déduit que limp→+∞ ‖X‖p ≤ ‖X‖∞.
Soit ensuite a arbitraire tel que a < ‖X‖∞. Alors l’évènement A := {|X| > a} est de proba-
bilié strictement positive. En particulier P(A)1/p = exp(1

p
lnP(A)) → 1, lorsque p → +∞.

On a |X|p > ap1A, d’où ‖X‖p ≥ aP(A)1/p, donc limp→+∞ ‖X‖p ≥ a. Comme ceci est va-
lable pour tout a < ‖X‖∞, on déduit, avec a ↗ ‖X‖∞, limp→+∞ ‖X‖p ≥ ‖X‖∞, ce qui
donne l’égalité cherchée. �

Théorème 3.4.3 (Riesz-Fischer) L’espace (Lp(Ω,F ,P), ‖ · ‖p) est un espace vectoriel
normé complet, c’est à dire un espace de Banach.

Démonstration : Cf. les Théorème 7.3.1 et Corollaire 7.3.1 avec la notion d’uniforme
intégrabilité et la Remarque 7.3.2. �

Remarque 3.4.3 (Dual de Lp) Pour p, q conjugués et 1 ≤ p < +∞, le dual topolo-
gique de Lp(Ω,F ,P) est Lq(Ω,F ,P). Autrement dit, les formes linéaires continues sur
Lp(Ω,F ,P) sont les variables aléatoires de la forme X ∈ Lp(Ω,F ,P) 7→ E[XY ] ∈ R pour
Y ∈ Lq(Ω,F ,P). De plus, ‖X‖p = sup

(
E[XY ] : ‖Y ‖q ≤ 1

)
. Attention, par contre le dual

de L∞(Ω,F ,P) n’est pas L1(Ω,F ,P).

Comme d’habitude la structure L2(Ω,F ,P) est la plus riche puisque

Proposition 3.4.2 L’espace L2(Ω,F ,P) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈X, Y 〉 = E[XY ].
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Cette structure hilbertienne est intensivement utilisée pour les calculs gaussiens, cf. Cha-
pitre 9.

Exemple de calcul de moments. Pour X ∼ N (0, 1), on a (avec des intégrations par
parties) :

E[X2k+1] = 0, E[X2k] =
(2k)!

2kk!
.

Noter que tous les moments de la loi N (0, 1) sont définis car

E[|X|k] =

∫ +∞

−∞
|x|k exp(−x2/2)√

2π
dx =

2√
2π

∫ +∞

0

xk exp(−x2/2) dx < +∞.

3.5 Variance, covariance

En plus du moment d’ordre 1, lié à l’espérance, le plus important est le moment d’ordre 2,
lié à la variance.

Définition 3.5.1 (Variance) Si X ∈ L2(Ω,F ,P), on définit la variance de X par

Var(X) = E
[
(X − E[X])2

]
. (3.9)

On définit aussi l’écart-type de X par σX =
√

Var(X).

Remarque 3.5.1 L’espérance d’une variable aléatoire donne la valeur moyenne (au sens
probabiliste) de la variable aléatoire. Sa variance (ou son écart-type) mesure la dispersion
des valeurs de la variable aléatoire autour de sa moyenne.

Il est équivalent de dire que la variance de X est finie et que X admet un moment d’ordre
2 fini ou encore que son écart-type est fini.

Dans les cas discrets et à densité, la variance s’exprime comme une somme ou comme une
intégrale :
• Si X est discrète de domaine S(X) = {xi : i ∈ I}, avec I dénombrable, la loi de X est
PX =

∑
i∈I piδxi et la variance en (3.9) devient

Var(X) =
∑
i∈I

(xi − E[X])2 PX({xi}) =
∑
i∈I

(xi − E[X])2 pi.

• Si X est une variable aléatoire de densité f alors la loi de X est la mesure de densité f ,
PX(dx) = f(x)dx et la variance en (3.9) devient

Var(X) =

∫
R
(x− E[X])2f(x)dx.

Proposition 3.5.1 (Propriétés de la variance)
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1. Var(X) ≥ 0.

2. Var(X) = E
[
X2
]
− E[X]2 (Formule de Kœnig).

3. Var(aX) = a2 Var(X).

4. Var(X + b) = Var(X) pour toute constante b ∈ R.

5. Var(X) = 0 ssi X est constante ps (et vaut alors E[X]).

La variance est un opérateur quadratique non linéaire.

Démonstration : • Le premier point est clair.
• On développe Var(X), en notant m = E[X] :

Var(X) = E
[
(X −m)2

]
= E[(X2 − 2Xm+m2)

]
= E

[
X2
]
− 2E[Xm] +m2

= E
[
X2
]
− 2E[X]m+m2

= E
[
X2
]
− 2m2 +m2 = E

[
X2
]
− E[X]2.

• Pour les troisième et quatrième points :

Var(aX) = E
[
(aX − E[aX])2

]
= E

[
(a(X − E[X]))2

]
= a2E

[
(X − E[X])2

]
= a2 Var(X)

Var(X + b) = E
[
(X + b− E[X + b])2

]
= E

[
(X + b− E[X]− b)2

]
= E

[
(X − E[X])2

]
= Var(X).

• Si X = c une constante ps alors E[X] = E[c] = c et E[X2] = E[c2] = c2 si bien que
Var(X) = c2 − c2 = 0. Réciproquement, si Var(X) = E[(X − E[X])2] = 0 alors la va-
riable aléatoire (X −E[X])2, positive d’espérance nulle, est elle même nulle ps, c’est à dire
X = E[X] ps. �

Définition 3.5.2 (Covariance) Soient X, Y deux variables aléatoires avec des variances
finies, on définit la covariance de X et de Y par

Cov(X, Y ) = E
[
(X − E[X])(Y − E[Y ])

]
.

Remarque 3.5.1 — (X, Y ) 7→ Cov(X, Y ) est une application bilinéaire.
— Si X ou Y est centrée alors Cov(X, Y ) = E[XY ].
— Cov(X,X) = Var(X).
— Cov(X, a) = 0 puisque Cov(X, a) = E

[
(X−E[X])(a−E[a])

]
= E

[
(X−E[X])(a−

a)
]

= 0.
— On a une identité de Kœnig pour la covariance : Cov(X, Y ) = E[XY ]−E[X]E[Y ].
En effet,

Cov(X, Y ) = E
[
(X − E[X])(Y − E[Y ])

]
= E

[
XY − Y E[X]−XE[Y ]− E[X]E[Y ]

]
= E[XY ]− E

[
Y E[X]

]
− E

[
XE[Y ]

]
+ E[X]E[Y ]

= E[XY ]− E[Y ]E[X]− E[X]E[Y ] + E[X]E[Y ]

= E[XY ]− E[X]E[Y ] = 0.
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La variance Var est une forme quadratique sur L2(Ω), d’application bilinéaire associée la
covariance Cov.

Proposition 3.5.2 Si X et Y sont deux variables aléatoires avec des moments d’ordre 2
alors

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X, Y ).

Démonstration : Il suffit de développer les carrés dans le calcul de la variance par l’identité
de Kœnig :

Var(X + Y ) = E
[
(X + Y )2

]
−
(
E[X + Y ]

)2

= E
[
X2 + 2XY + Y 2

]
−
(
E[X] + E[Y ]

)2

= E
[
X2
]

+ 2E[XY ] + E
[
Y 2
]
− (E[X])2 − 2E[X]E[Y ]− (E[Y ])2

= E
[
X2
]
− (E[X])2 + E

[
Y 2
]
− (E[Y ])2 + 2E[XY ]− 2E[X]E[Y ]

= Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X, Y ).

�

Attention, en général, on n’a pas Var(X+Y ) = Var(X)+Var(Y ). Prendre par exemple X =
Y . Par contre on verra que c’est vrai si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes,
cf. Proposition 9.2.6.

Proposition 3.5.3 Soient X, Y des variables aléatoires de variances finies. On a

|Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) Var(Y ).

Démonstration : On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz (Corollaire 3.4.1) :

|Cov(X, Y )| =
∣∣E[(X − E[X])(Y − E[Y ])

]∣∣
≤

√
E[(X − E[X])2]E

[
(Y − E[Y ])2

]
=
√

Var(X) Var(Y ).

�

Définition 3.5.3 (Coefficient de corrélation) Soient X, Y deux variables aléatoires non
constantes et de variances finies, leur coefficient de corrélation est

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

Var(X) Var(Y )
.

Comme X, Y sont non constantes, on a Var(X),Var(Y ) 6= 0. On constate facilement avec
la Proposition 3.5.3 que ρ(X, Y ) ∈ [−1, 1].
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Proposition 3.5.4 Si ρ(X, Y ) = ±1 alors il y a un lien linéaire entre X et Y : Y = aX+b,
pour a, b ∈ R. En plus, si X n’est pas constante, on montre que

a =
Cov(X, Y )

Var(X)
, b = E[Y ]− aE[X].

Démonstration : En effet, ρ(X, Y ) = ±1 s’il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-
Schwarz de la preuve de la Prop 3.5.3. D’après la Remarque 3.4.2, dans ce cas il y a une
relation linéaire entre X et Y : (X−E[X]) = −c0(Y −E[Y ]), ie. X = E[X]+ c0E[Y ]− c0Y .
Puis,

Cov(X, Y ) = Cov(X, aX + b)

= aCov(X,X) + Cov(X, b)

= aVar(X) + 0

car Cov(X, b) = E[Xb] − E[X]E[b] = 0. On en déduit a. Puis comme Y = aX + b, on a
E[Y ] = aE[X] + b, d’où vient b aussi. �

Heuristiquement, si ρ(X, Y ) est proche de 1 ou −1, alors c’est que X et Y prennent des
valeurs « peu » dispersées par rapport à une relation linéaire affine et on pourra supposer
que c’est le cas. On a donc à peu près Y ≈ aX + b. La droite y = ax+ b est appelée droite
de régression linéaire.
De plus, si ρ est proche de 1 alors a > 0 et si ρ est proche de −1 alors a < 0.

Théorème 3.5.1 (Inégalité de Tchebychev) Si Var(X) < +∞, on a pour tout t > 0 :

P
(
|X − E[X]| ≥ t

)
≤ Var(X)

t2
.

Démonstration : Par l’inégalité de Markov (point 5 dans la Proposition 3.2.1), on a

P
(
|X − E[X]| ≥ t

)
= P

(
|X − E[X]|2 ≥ t2

)
≤ E[|X − E[X]|2]

t2
≤ Var(X)

t2
.

�

Application : On jette 3600 fois un dé. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions
du 1 soit compris strictement entre 480 et 720.

Notons S le nombre d’apparitions du 1. On peut voir S comme la somme de 3600 variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes de paramètre p = 1/6 (probabilité d’apparition du 1
au cours d’un lancer). Par un raisonnement classique, S suit une loi B(3600, p). On cherche
ici

P(480 < S < 720) =
719∑

k=481

(
3600

k

)
pk(1− p)3600−k.
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Ce résultat exact ne peut être calculé en pratique, même un ordinateur très puissant ne
pouvant calculer tous ces coefficients binomiaux pour des chiffres aussi grands.

On peut penser à approximer la loi B(3600, 1/6) par P(600) mais il resterait à calculer

719∑
k=481

e−600 600k

k!
,

ce qui n’est pas évident non plus sans aide informatique.

On a alors recours à l’inégalité de Tchebychev pour obtenir une majoration de la probabilité
cherchée : notons que E[S] = np = 3600/6 = 600 et Var(X) = npq = 3600× 5/6× 1/6 =
500. Remarquons de plus que

480 < S < 720⇐⇒ −120 < S − 600 < 120⇐⇒ |S − 600| < 120.

D’où

P(P(480 < S < 720) = = P(|S − 600| < 120) = 1− P(|S − 600| ≥ 120)

≥ 1− 500

1202
≥ 0, 95833 . . .

Remarque 3.5.2 Les valeurs 480 et 720 sont symétriques par rapport à la moyenne 600
de la variable aléatoire considérée, ce sont 600±120. Ce n’est pas nécessaire : on peut aussi
appliquer l’inégalité de Tchebychev sur un intervalle non centré autour de l’espérance. Il
suffit pour cela d’utiliser le plus grand intervalle centré sur l’espérance qu’il contient (quitte
à perdre de la précision de la majoration). Ainsi pour minorer P(550 < S < 700), il suffit
de remarquer que

550 < S < 700 ⇐= 550 < S < 650︸ ︷︷ ︸
intervalle centré autour de 600

⇐⇒ −50 < S − 600 < 50.

et

P(550 < S < 700) ≥ P(550 < S < 650) = P(−50 < S − 600 < 50) = P(|S − 600| < 50)

= 1− P(|S − 600| ≥ 50) ≥ 1− 500

502
= 0, 8.

Cas des vecteurs aléatoires

La variance est définie pour les variable aléatoires réelles. Pour les vecteurs, l’équivalent
est la matrice de covariance. Soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur aléatoire à valeurs dans
Rd avec un moment d’ordre 2 ie. E[‖X‖2] < +∞ pour n’importe quel norme de R2,
typiquement la norme euclidienne :

E[‖X‖2] = E[X2
1 ] + · · ·+ E[X2

d ]

ainsi E[‖X‖2] < +∞ ssi pour tout 1 ≤ i ≤ d, E[X2
i ] < +∞. Par l’inégalité de Cauchy-

Schwarz, les moments joints E[XiXj] sont tous bien définis.
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Définition 3.5.4 (Matrice de covariance) La matrice de covariance d’un vecteur X =
(X1, . . . , Xd) avec un moment d’ordre 2 est la matrice d× d, symétrique :

KX =
(

Cov(Xi, Xj)
)

1≤i,j≤d.

Comme ‖X‖2 = |X1|2 + · · ·+ |Xd|2, on a E
[
‖X‖2

]
= E

[
|X1|2

]
+ · · ·+E

[
|Xd|2

]
et le moment

d’ordre deux de X est fini ssi tous le moments d’ordre deux de ses marginales Xi le sont.

On peut constater que KX = E[XX t]−E[X]E[X]t où xt désigne la transposée d’un vecteur
x ∈ Rd. En fait, KX est aussi une matrice positive puisque si a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd, on a

atKXa =
d∑

i,j=1

(KX)i,jaiaj = E

( d∑
i=1

ai(Xi − E[Xi])

)2
 ≥ 0.

La matrice de covariance est définie positive si aucune combinaison linéaire des marginales
Xi n’est presque sûrement constante, ie. si le vecteur n’est pas concentré sur un sous-espace
propre de Rd. Dans ce cas, cela signifierait que la dimension d n’est pas la bonne dimension
pour étudier X : le vecteur vivrait dans un espace de dimension inférieure.

3.6 Tableau comparatif des formules pour des variables

aléatoires discrètes et continues à densité

Lorsque les intégrales et les séries concernées sont absolument convergentes, on a le ta-
bleau comparatif suivant entre le cas général et les déclinaisons discrètes et à densité (cas
continu) :

X Cas général Variable discrète Variable à densité f
S(X) quelconque {xi : i ∈ I} R ou un borélien

P(a ≤ X ≤ b)
∫

Ω
1[a,b](X(ω))dP(ω)

∑
i : a≤xi≤b

P(X = xi)

∫ b

a

f(t) dt

F (x) = P(X ≤ x)
∫

Ω
1]−∞,x](X(ω))dP(ω)

∑
i : xi≤x

P(X = xi)

∫ x

−∞
f(t) dt

E[g(X)]
∫

Ω
g(X(ω))dP(ω)

∑
i∈I

g(xi)P(X = xi)

∫ +∞

−∞
g(t)f(t) dt

E[X]
∫
X(ω)dP(ω)

∑
i∈I

xiP(X = xi)

∫ +∞

−∞
tf(t) dt

E[X2]
∫

Ω
X(ω)2dP(ω)

∑
i∈I

x2
iP(X = xi)

∫ +∞

−∞
t2f(t) dt

Var(X)
∫

Ω
(X(ω)− E[X])2dP(ω)

∑
i∈I

(
xi − E[X]

)2 P(X = xi)

∫ +∞

−∞

(
t− E[X]

)2
f(t) dt



Chapitre 4

Fonction caractéristique

Introduction

On a déjà vu que la fonction de répartition d’une variable aléatoire X caractérise sa loi
(Théorème 2.3.2). Autrement dit, dans le cas d’une variable aléatoire X réelle, la donnée
de

FX(t) = E
[
1]−∞,t](X)

]
, t ∈ R

détermine la loi de X. Mais comme les indicatrices sont des fonctions boréliennes bornées,
la donnée de E[φ(X)] pour toute fonction borélienne bornée φ caractérise la loi PX . En
fait, comme par exemple 1]−∞,t] peut être approchée par

ϕn(x) =


1 si x ≤ t
1 + n(t− x) si t ≤ x ≤ t+ 1/n
0 si x > t+ 1/n

il s’ensuit (par convergence dominée) que la donnée de E[φ(X)] pour toute fonction continue
bornée φ sur R caractérise PX . Comme on peut aussi approcher les fonctions indicatrices par
des fonctions C∞ bornées, la donnée de E[φ(X)] pour toute fonction infiniment dérivable
bornée caractérise encore PX . Dans ce chapitre, on va plus loin encore et on montre qu’il
suffit de ne considérer que deux types de fonction : les sinus et les cosinus. Bien sûr, tout
cela est lié à l’analyse de Fourier.

4.1 Définition et premières propriétés

Définition 4.1.1 (Fonction caractéristique) Soit X : Ω → Rd un vecteur aléatoire
sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P). Sa fonction caractéristique ϕX est définie comme la
fonction de d variables, donc de Rd dans C :

ϕX(t) = E
[
ei〈t,X〉

]
=

∫
Ω

ei〈t,X〉dP = E

[
exp

(
i

d∑
j=1

tjXj

)]
(4.1)

73
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où 〈t, s〉 =
∑d

j=1 tjsj désigne le produit scalaire euclidien de Rd.

Lorsque X est une variable aléatoire réelle, sa fonction caractéristique ϕX(t) = E
[
eitX

]
devient une fonction de R dans C.

Remarque 4.1.1 (Transformée de Fourier)
— ϕX est toujours bien définie car |eitX | = 1 est P-intégrable.
— Si X est de densité f , la fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) =

∫
R
eitxf(x)dx = F(f)(

t

2π
).

À quelques notations près, il s’agit de la transformée de Fourier F(f) de la densité
f de la variable aléatoire X.

— Si X est une variable aléatoire discrète, la fonction caractéristique peut se voir en-
core comme une transformée de Fourier mais il faut alors introduire une transformée
de Fourier par rapport à une mesure discrète.

— De façon générale

ϕX(t) = E
[
eitX

]
=

∫
Ω

eitx PX(dx).

La fonction caractéristique ϕX est donc la transformée de Fourier de la mesure PX ,
loi de la variable aléatoire X.

Le résultat suivant justifie que le nom de ces fonctions n’est pas usurpé.

Théorème 4.1.1 La fonction caractéristique caractérise la loi : ϕX = ϕY ssi PX = PY .

La justification vient du résultat d’inversion des transformées de Fourier. Comme |ϕX(t)| ≤
E[|eitX |] = 1, ϕX est bornée donc intégrable par rapport à P. En interprétant ϕX(t) comme
la transformée de Fourier de la loi PX , le théorème d’inversion des transformées de Fourier
s’applique et donne

PX = F(ϕX).

Si ϕX = ϕY , on en déduit donc l’égalité des lois PX = PY .

On en donne maintenant une preuve complète :
Démonstration : On suppose toujours que X et Y sont deux variables aléatoires réelles.
Par un calcul direct (ou alors utiliser le calcul de la fonction caractéristique de la loi de
Laplace), on a ∫

R
eiyx e−λ|x| dx =

1

λ− iy
+

1

λ+ iy
=

2λ

λ2 + y2
. (4.2)

Soit f ∈ C0
c (R,R) (fonction continue à support compact). Par convergence dominée et

comme
∫
R

2
1+u2du = 2π, on a facilement :

2πf(y) = lim
λ↘0

∫
R
f(y − λu)

2

1 + u2
du (4.3)
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= lim
λ↘0

∫
R
f(s)

2

1 +
(
y−s
λ

)2

ds

λ
(en posant s = y − λu) (4.4)

= lim
λ↘0

∫
R
f(s)

2λ

λ2 + (y − s)2
ds. (4.5)

Comme de plus |
∫
R f(s) 2λ

λ2+(y−s)2ds| ≤ 2π‖f‖∞, par convergence dominée, on a alors encore

E[f(X)] =

∫
R
f(y)PX(dy) =

∫
R

(
lim
λ↘0

1

2π

∫
R
f(s)

2λ

λ2 + (y − s)2
ds

)
PX(dy)

(avec y − s à la place de y dans (4.5)) (4.6)

= lim
λ↘0

1

2π

∫
R

∫
R
f(s)

2λ

λ2 + (y − s)2
ds PX(dy) (convergence dominée)

= lim
λ↘0

1

2π

∫
R

∫
R
f(s)

∫
R
ei(y−s)xe−λ|x| dx ds PX(dy) (avec (4.2))

= lim
λ↘0

1

2π

∫
R

(∫
R

(∫
R
eiyxPX(dy)

)
e−λ|x|e−isxdx

)
f(s)ds (par Fubini)

= lim
λ↘0

1

2π

∫
R

∫
R
ϕX(x)e−λ|x|e−isxdxf(s)ds (4.7)

où dans l’avant dernière égalité on a utilisé le théorème de Fubini en notant que∫
R

∫
R

∫
R
|eiyxe−λ|x|e−isxf(s)|PX(dy)ds =

∫
R

∫
R

∫
R
|f(s)|e−λ|x|PX(dy)dxds

=

∫
R

∫
R
|f(s)|e−λ|x|dxds < +∞.

avec f ∈ C0
c (R,R) et λ > 0. Le terme de droite de (4.7) ne dépend que de f et de ϕX . Si

ϕX = ϕY alors E[f(X)] = E[f(Y )] pour toute fonction f continue à support compact.
Comme pour −∞ < a ≤ b < +∞, l’indicatrice 1[a,b] s’approxime par une suite fn de
fonctions continues à support compact (on peut choisir la suite fn bornée par exemple par
2), l’égalité s’étend par passage à la limite à

PX([a, b]) = E[1[a,b](X)] = E
[

lim
n→+∞

fn(X)
]

= lim
n→+∞

E[fn(X)] (convergence dominée)

= lim
n→+∞

E[fn(Y )]

= E
[

lim
n→+∞

fn(Y )
]

(convergence dominée)

= E[1[a,b](Y )] = PY ([a, b]). (4.8)

Par convergence monotone des probabilités, on étend encore (4.8) aux intervalles −∞ ≤
a ≤ b ≤ +∞. Finalement, par un argument de classe monotone, comme {[a, b],−∞ ≤ a ≤
b ≤ +∞} engendre B(R), l’égalité s’étend à tout B(R), ie. PX = PY (Théorème 1.3.2 de
Dynkin). Donc ϕX caractérise bien la loi PX . �
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4.2 Propriétés et exemples

Proposition 4.2.1 Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd. Alors sa fonction ca-
ractéristique vérifie :

i) |ϕX(t)| ≤ 1.

ii) ϕX(−t) = ϕX(t).

iii) ϕX(0) = 1.

iv) ϕX est uniformément continue.

v) ϕX est de type positif, ie.

∀n ∈ N∗, ∀t1, . . . , tn ∈ Rd, ∀z1, . . . , zn ∈ C,
n∑

j,k=1

ϕX(tk − tj)zkz̄j ≥ 0.

Démonstration : i), ii), iii) sont faciles. Pour prouver iv), on calcule pour t, h ∈ Rd,

ϕX(t+ h)− ϕX(t) = E
[
ei〈t+h,X〉 − ei〈t,X〉

]
= E

[
ei〈t,X〉e

i
2
〈h,X〉

(
e
i
2
〈h,X〉 − e−

i
2
〈h,X〉

)]
= E

[
ei〈t,X〉e

i
2
〈h,X〉2i sin

(
〈h,X〉

2

)]
.

D’où

|ϕX(t+ h)− ϕX(t)| ≤ E
[
2

∣∣∣∣sin 〈h,X〉2

∣∣∣∣] ≤ E
[
(|h| |X|) ∧ 2

]
.

car | sin(x)| ≤ |x| ∧ 1. Par convergence dominée, le majorant ci-dessus tend vers 0 quand
h→ 0, et ce indépendamment de t, ce qui garantit l’uniforme continuité.

Pour v), on a

n∑
j,k=1

ϕX(tk − tj)zkz̄j =
n∑

j,k=1

E
[
ei〈tk−tj ,X〉

]
zkz̄j = E

[(
n∑
k=1

ei〈tk,X〉zk

)(
n∑
j=1

ei〈−tj ,X〉z̄j

)]

= E

( n∑
k=1

ei〈tk,X〉zk

)(
n∑
j=1

ei〈tj ,X〉zj

) = E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ei〈tk,X〉zk

∣∣∣∣∣
2
 ≥ 0.

En fait les propriétés de la Proposition 4.2.1 caractérisent les fonctions caractéristiques :

Théorème 4.2.1 (Bochner-Herglotz) Soit ϕ : R → C une fonction continue en 0 et
telle que ϕ(0) = 1. On suppose que ϕ est de type positif, ie.

∀n ≥ 1,∀z1, . . . , zn ∈ R,∀t1, . . . , tn ∈ R,
n∑

j,k=1

ϕ(tj − tk)zj z̄k ≥ 0.

Alors ϕ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire sur R.
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Ce résultat peut être admis en première lecture. Sa preuve utilise le Théorème de Lévy sur
la convergence des fonctions caractéristiques (Théorème 7.4.4, Chap. 7) et le Lemme de
Herglotz qui utilise lui même la notion de convergence en loi (Chap. 7) et les Théorèmes
4.2.2 de Helly et 4.2.3 de Helly-Bray.

Théorème 4.2.2 (Helly) Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions croissantes de R→ [−1, 1]
alors (fn)n≥1 admet une sous-suite convergeant simplement vers sur R.

Théorème 4.2.3 (Helly-Bray) Soit (Fn)n≥1 une suite de fonction de répartition. Il existe
alors une fonction croissante F continue à droite et à valeurs dans [0, 1] et une sous-suite
(Fnk)k≥1 de (Fn)n≥1 telle qu’en tout point de continuité de x de F

lim
k→+∞

Fnk(x) = F (x).

On commence par le lemme suivant :

Lemme 4.2.1 (Herglotz) Soit {θ(s) : s = 0,±1,±2, . . .} une suite de complexes véri-
fiants θ(0) = 1 et pour tout entier N ≥ 1 et tout z1, . . . , zN ∈ C, on a

N∑
j=0

N∑
k=0

zj z̄k θ(j − k) ≥ 0.

Alors il existe une loi G concentrée sur [−π, π] telle qu’on ait la réprésentation intégrale
suivante de θ :

θ(s) =

∫ π

−π
eisxdG(x), s = 0,±1,±2, . . . .

Démonstration : En appliquant l’hypothèse du lemme à zj = e−ijx, j = 0, 1, 2, . . . , N−1,
pour tout N ≥ 1 et x ∈ R on a :

gN(x) =
1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

e−i(j−k)xθ(j − k)

=
N∑

r=−N

(
1− |r|

N

)
e−irxθ(r) ≥ 0 (4.9)

en réindexant par r = j − k ∈ [−N + 1, N − 1] car il y a N − |r| termes d’indice r dans∑N−1
j=0

∑N−1
k=0 . Soit s entier dans [−N,N ], en multipliant (4.9) par eisx et en intégrant contre

la mesure de Lebesgue sur [−π, π], on obtient∫ π

−π
eisxgN(x) = 2π

(
1− |s|

N

)
θ(s).
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On définit la fonction suivante :

GN(x) =


0 pour x < −π
1

2π

∫ x
−π gN(y)dy pour − π ≤ x < π

1 pour x ≥ π.

Alors (
1− |s|

N

)
θ(s) =

∫ π

−π
eisxdGN(x), −N ≤ s ≤ N.

En particulier
∫ π
−π dGN(x) = θ(0) = 1 et la fonction GN est donc une fonction de distri-

bution concentrée sur [−π, π]. La suite (Gn)n≥1 est une suite de fonctions uniformément
bornées, croissantes, continues à droite. D’après le Théorème de Helly (Th. 4.2.2), on peut
extraire (Nk)k≥1 de façon que (GNk)k≥1 converge en loi vers une fonction de distribution G
bornée croissante continue à droite sur R.
Comme pour tout ε > 0, on a GN(−π − ε) = 0 et GN(π + ε) =, on en déduit par la
convergence précédente que G(−π − ε) = 0 et G(π + ε) = 1. Ainsi, G est une fonction de
distribution concentrée sur [−π, π]. De plus comme(

1− |s|
Nk

)
θ(s) =

∫ π

−π
eisxdGNk(x)

en passant à la limite avec le Théorème de Helly-Bray (Th. 4.2.3), on a

θ(s) =

∫ π

−π
eisxdG(x), s = 0,±1,±2, . . .

ce qui prouve le Lemme de Herglotz. �

On revient à la preuve du Théorème 4.2.1 (Th. Bochner-Herglotz).
Démonstration : Par hypothèse, pour tout n ≥ 1, la suite ϕ(s/n), s = 0,±1,±2, . . .
satisfait les conditions du lemme. Il existe donc Gn concentrée sur [−π, π] tel que

ϕ
( s
n

)
=

∫ π

−π
eisxdGn(x), s = 0,±1,±2, . . .

On note Fn(x) = Gn(x/n), x ∈ R, la distribution concentrée sur [−nπ, nπ] et ϕn sa fonction
caractéristique. Par changement de variables, on a :

ϕn(t) =

∫ nπ

−nπ
eisxdFn(x) =

∫ π

−π
eitydGn(y)

c’est à dire
ϕ
( s
n

)
= ϕn

( s
n

)
, s = 0,±1,±2, . . . .
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Soit t ∈ R et n ≥ 1 alors il existe un entier k = k(n, t) tel que 0 ≤ t− (k/n) < 1/n. Avec
θ = t− (k/n), on a∣∣∣∣ϕn(t)− ϕn

(k
n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕn(θ +
k

n

)
− ϕn

(k
n

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ nπ

−nπ
eix(θ+ k

n
)dFn(x)−

∫ nπ

−nπ
eix

k
ndFn(x)

∣∣∣∣
≤

∫ nπ

−nπ
|eiθx − 1|dFn(x)

≤
(∫ nπ

−nπ
|eiθx − 1|2dFn(x)

)1/2

(par l’inégalité de Cauchy-Schwarz)

=

(
2

∫ nπ

−nπ

(
1− cos(θx)

)
dFn(x)

)1/2

.

Mais on a

1− cos(θx) ≤ 1− cos
(x
n

)
pour 0 ≤ θ < 1

n
et −nπ ≤ x ≤ nπ.

Ainsi ∣∣∣∣ϕn(t)− ϕn
(k
n

)∣∣∣∣ ≤ (
2

∫ nπ

−nπ

(
1− cos

(x
n

))
dFn(x)

)1/2

=

(
2

(
1− Re ϕn

( 1

n

)))1/2

=

(
2

(
1− Re ϕ

( 1

n

)))1/2

.

Comme ϕ est continue sur R et ϕ(0) = 1, on déduit de la majoration précédente

lim
n→+∞

∣∣∣∣ϕn(t)− ϕn
(k
n

)∣∣∣∣ = 0.

Finalement,

ϕn(t) =

(
ϕn(t)− ϕn

(k
n

))
+ ϕn

(k
n

)
=

(
ϕn(t)− ϕn

(k
n

))
+ ϕ

(k
n

)
→ 0 + ϕ(t) = ϕ(t), n→ +∞.

On a exprimé ϕ comme la limite simple de fonctions caractéristiques. D’après le Théorème
7.4.4 (Th. de Lévy), ϕ est une fonction caractéristique, ce qui achève la preuve du Théo-
rème 4.2.1. �
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Exemples

• Pour des variables aléatoires discrètes X de domaine S(X) = {xk : k ∈ I} avec I
dénombrable et de probabilités ponctuelles pk = P(X = xk) en xk, k ∈ I, on a

ϕX(t) = E
[
eitX

]
=
∑
k∈I

eitxkpk.

Variables Domaine Probabilités Fonction
S(X) ponctuelles pk caractéristique ϕX

Loi Dirac δa {a} 1 eiat

Loi de Bernoulli b(p) {0, 1} 1− p, p 1− p+ peit

Loi binomiale B(n, p) {0, . . . , n}
(
n
k

)
pk(1− p)n−k (1− p+ peit)n

Loi géométrique G(p) N \ {0} (1− p)k−1p (peit/(1− (1− p)eit)
Loi de Poisson P(α) N e−αα

k

k! eα(eit−1)

• Pour des variables à densité : si X est de densité f alors ϕX(t) =
∫
R e

itxf(x)dx.

Variables Densité f Intervalle Fonction
caractéristique ϕX

Loi normale standard 1√
2π
e−x

2/2 −∞ < x < +∞ e−t
2/2

Loi normale N (m,σ2) 1√
2πσ2

e−(x−m)2/(2σ2) −∞ < x < +∞ eimt−σ
2t2/2

Loi uniforme U([0, 1]) 1 0≤ x ≤ 1 eit−1
it

Loi exponentielle E(λ) λe−λx 0 ≤ x < +∞ λ
λ−it

Loi gamma γ(p, λ) 0 ≤ x < +∞
(

λ
λ−it
)p

Loi de Cauchy C(a) a
π(a2+x2) −∞ < x < +∞ e−a|t|

Proposition 4.2.2 Soit X ∼ N (m,σ2). Alors sa fonction caractéristique est

ϕX(t) = exp
(
imt− σ2t2/2

)
.

Démonstration : On sait que X a même loi que σX0 + m où X0 ∼ N (0, 1), elle a aussi
même fonction caractéristique :

ϕX(t) = ϕσX0+m(t) = E
[
eit(σX0+m)

]
= E

[
eitσX0eitm

]
= eitmϕX0(tσ).

Il suffit donc de montrer que ϕX0(t) = e−t
2/2. Or

ϕX0(t) =

∫ +∞

−∞
eitxe−x

2/2 dx√
2π
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=

∫ +∞

−∞
exp

(
−x

2 − 2itx

2

)
dx√
2π

=

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− it)2 − (it)2

2

)
dx√
2π

=

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− it)2

2

)
e−t

2/2 dx√
2π

= e−t
2/2

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− it)2

2

)
dx√
2π

= e−t
2/2

car avec le changement de variable (complexe) y = x− it, on a :∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− it)2

2

)
dx√
2π

=

∫ +∞

−∞
exp

(
−y

2

2

)
dy√
2π

= 1.

Une autre preuve consiste à voir que ϕX0 est solution de l’équation différentielle{
y′(t) + ty(t) = 0
y(0) = 1

ce qui exige ϕX0(t) = exp(−t2/2). �

Il existe plusieurs formules dites d’inversion permettant d’obtenir effectivement la loi à
partir de la fonction caractéristique. En voici une possible :

Théorème 4.2.4 (Inversion de Fourier) Soit ϕ une fonction caractéristique intégrable
par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd. Alors ϕ est la fonction caractéristique d’un
vecteur aléatoire X admettant la densité continue bornée donnée par :

f(x) =
1

(2π)d

∫
Rd
e−i〈t,x〉ϕ(t) dt, x ∈ Rd.

Démonstration : Nous utilisons dans cette preuve les idées de celle de la caractérisation
de la loi par la fonction caractéristique, ie. du Théorème 4.1.1. Pour simplifier nous allons
supposer encore une fois que d = 1. L’expression (4.7) pour g ∈ C0

c (R,R) s’écrit :

E[g(X)] =
1

2π
lim
λ↘0

∫
R

∫
R
g(s)ϕ(x)e−isxe−λ|x| dx ds

=

∫
R
g(s)

(
1

2π

∫
R
e−isxϕ(x) dx

)
ds

par convergence dominée (et Fubini) car

|g(s)ϕ(x)e−isxe−λ|x|| ≤ |g(s)| |ϕ(x)| ∈ L1(dx⊗ ds)
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la fonction g étant bornée à support compact et ϕ intégrable. Nécessairement, la fonction

f(s) =
1

2π

∫
R
e−isxϕ(x) dx

doit être la densité de X car la donnée de E[g(X)] pour g continue à support compact
caractérise la loi de X, cf. la discussion en introduction de ce chapitre. �

Remarque 4.2.1 Nous verrons dans les chapitres suivants que la fonction caractéristique
est bien adaptée pour

— étudier l’indépendance de variables aléatoires, cf. Théorème 5.2.1 ;
— étudier la convergence en loi de variables aléatoires, cf. Théorème 7.4.3 et le
Théorème de Lévy.

4.3 Régularité de la fonction caractéristique

Proposition 4.3.1 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ϕX .

i) Si X admet un moment d’ordre k ∈ N∗ alors ϕX est k fois dérivable, de dérivée l-ème
(l ≤ k)

ϕ
(l)
X (t) = ilE

[
X leitX

]
.

En particulier, ϕ
(l)
X (0) = ilE[X l].

ii) Si ϕX est k fois dérivable en 0, k ∈ N∗, alors X admet des moments d’ordres plus
petits ou égaux à 2[k/2] (ie. au plus grand entier pair inférieur à k).

Démonstration : La première partie vient du théorème de convergence dominée avec la
borne (vérifiée par récurrence)∣∣∣∣eiu − 1− iu

1!
− · · · − (iu)n−1

(n− 1)!

∣∣∣∣ ≤ |u|nn!
.

Réciproquement si ϕX est k fois dérivable en 0, k ∈ N∗, comme ‖ · ‖p est une fonction
croissante de p (Prop. 3.4.1), il suffit de voir l’existence des moments d’ordres pairs inférieurs
à 2[k/2] pour assurer celle de tous les moments d’ordres inférieurs à 2[k/2]. On suppose
montrée l’existence du moment d’ordre 2r, r < [k/2]. La première partie donne alors
ϕ(2r)(t) = (−1)rE[X2reitX ]. C’est vrai pour r = 0, ce qui initialise la récurrence. On a alors

ϕ
(2r+2)
X (0) = lim

h→0

ϕ
(2r)
X (2h)− 2ϕ

(2r)
X (0) + ϕ

(2r)
X (−2h)

4h2
(formule de Taylor à l’ordre 2)

= lim
h→0

(−1)rE
[
e2ihX − 2 + e−2ihX

4h2
X2r

]
(hypothèse de récurrence)
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= lim
h→0

(−1)rE

[(
eihX − e−ihX

2h

)2

X2r

]

= lim
h→0

(−1)r+1E

[
X2r+2

(
sin(hX)

hX

)2
]
.

Finalement, le lemme de Fatou donne

E
[
X2r+2

]
= E

[
lim
h→0

(
X2r+2

(
sin(hX)

hX

)2
)]

= E

[
lim inf
h→0

(
X2r+2

(
sin(hX)

hX

)2
)]

≤ lim inf
h→0

E

[
X2r+2

(
sin(hX)

hX

)2
]

= (−1)r+1ϕ(2r+2)(0) < +∞

ce qui établit la récurrence et prouve la Proposition 4.3.1. �

Conséquence : La régularité de la fonction caractéristique ϕX est liée à l’intégrabilité de
la variable aléatoire X. En particulier,

— ϕX(t) est définie pour tout t ∈ R.
— Si X a un moment d’ordre 1, alors ϕX est dérivable (et même C1) avec

ϕ′X(t) = iE[XeitX ].

En particulier : iE[X] = ϕ′X(0).
— Si X a un moment d’ordre 2, alors ϕX est dérivable (et même C2) avec

ϕ′′X(t) = −E[X2eitX ].

En particulier : E[X2] = −ϕ′X(0) et Var(X) = −ϕ′′X(0) + ϕ′X(0)2.

4.4 Autres transformées caractéristiques

D’autres fonctions que la fonction caractéristique caractérisent la loi d’une variable
aléatoire X. Lorsque X est à valeurs entières, on utilise la fonction génératrice des moments
MX . Lorsque X ≥ 0, on utilise la transformée de Laplace φX . Ces fonctions partageront
le même type de propriété vis à vis de l’indépendance que la fonction caractéristique, cf.
Propositions 4.4.2 et 4.4.4.

4.4.1 Fonction génératrice

On considère une variable X entière S(X) ⊂ N et pk = P(X = k).

Définition 4.4.1 Soit X une variable aléatoire à valeurs entières. La fonction génératrice
de X est

MX(t) = E
[
tX
]

=
∑
k≥0

pkt
k.
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Comme
∑

k≥0 pk = 1, la fonction MX est bien définie et elle est continue sur [0, 1]. On
l’appelle aussi la fonction génératrice des probabilités pour la distinguer de la fonction
génératrice des moments (cf. transformée de Laplace).

Proposition 4.4.1 La fonction génératrice est C∞ sur [0, 1[ et dérivable à l’ordre p en 1
ssi E[Xp] < +∞. De plus, les dérivées successives en 0 permettent de retrouver la loi de
X :

M
(k)
X (0) = k!pk.

Cela explique la terminologie ”fonction génératrice des probabilités”.
Démonstration : La preuve vient de ce que MX est une série entière de rayon de conver-
gence R = 1 : les dérivées de MX se calculent termes à termes. �

Exemples. Des calculs simples donnent :
— si X ∼ b(p) : MX(t) = (1− p) + pt ;
— si X ∼ B(n, p) : MX(t) = (1− p+ pt)n ;
— si X ∼ G(p) : MX = pt

1−(1−p)t ;

— si X ∼ P(λ) : MX(t) = exp(λ(t− 1)).

Pour les vecteurs aléatoires à valeurs dans Nd, on définit aussi une notion de fonction
génératrice :

M(X1,...,Xd)(t1, . . . , td) = E
[
tX1
1 · · · t

Xd
d

]
.

La fonction génératrice se comporte bien vis à vis de l’indépendance :

Proposition 4.4.2 (Fonction génératrice et indépendance) Soient X, Y deux variables
aléatoires entières.

1. Si X ⊥⊥ Y alors MX+Y (t) = MX(t)MY (t).

2. X ⊥⊥ Y ssi M(X,Y )(s, t) = MX(s)MY (t).

4.4.2 Transformée de Laplace

Définition 4.4.2 (Transformée de Laplace) Soit X un vecteur aléatoire sur (Ω,F ,P)
à valeurs dans Rd. On appelle transformée de Laplace de X (ou fonction génératrice des
moments de X), et on note

φX(t) = E
[

exp(〈t,X〉)
]

la fonction définie pour les valeurs de t ∈ Rd pour lesquelles exp(〈t,X〉) est intégrable.

En particulier, noter que si E[e〈t,X〉] < +∞ alors tous les moments de X sont finis. On peut
alors les déterminer par convergence dominée :

∂pφ

∂ti1 . . . ∂tip
(t) = E

[
Xi1 . . . Xip exp(〈t,X〉)

]
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D’où E
[
Xi1 . . . Xip

]
= ∂pφ

∂ti1 ...∂tip
(0), ce qui explique la terminologie ”fonction génératrice des

moments” pour la transformée de Laplace.

Remarque 4.4.1 La transformée de Laplace, si elle est finie sur un voisinage de 0, carac-
térise la loi, tout comme la transformée de Fourier.

Pour une variable aléatoire réelle, on spécialise les résultats :

Proposition 4.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle telle que exp(tX) est intégrable
pour t dans un intervalle contenant 0. Alors la transformée de Laplace φX est définie sur un
intervalle contenant 0. De plus elle est analytique sur un voisinage de 0 et sur ce voisinage
on a

φX(t) =
∑
n≥0

tn

n!
E[Xn],

pour tout t dans ce voisinage. En particulier,

µn(X) = E[Xn] = φ
(n)
X (0).

La tansformée de Laplace se comporte bien vis à vis de l’indépendance :

Proposition 4.4.4 (Tranformée de Laplace et indépendance) Soient X, Y deux va-
riables aléatoires.

1. Si X ⊥⊥ Y alors φX+Y (t) = φX(t)φY (t).

2. X ⊥⊥ Y ssi φ(X,Y )(s, t) = φX(s)φY (t).

Si X est une variable aléatoire positive alors on définit la transformée de Laplace par
E
[

exp(−tX)
]

qui est alors définie pour tout t ≥ 0.



Chapitre 5

Indépendance

Il s’agit d’une notion fondamentale en probabilité. Dans ce chapitre, on la définit et on
donne différents critères d’indépendance puis on explore quelques conséquences de l’indé-
pendance. On note (Ω,F ,P) un espace de probabilité.

5.1 Concept d’indépendance

Définition 5.1.1 (Indépendance d’évènements)
— Deux évènements A,B ∈ F d’un espace de probabilité (Ω,F ,P) sont indépendants
si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

On note A ⊥⊥ B.
— Une famille quelconque d’évènements observables Ai, i ∈ I est dite (mutuelle-
ment) indépendante si pour toute sous-famille Ai1 , . . . , Aip avec ik ∈ I, on a

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aip) = P(Ai1)× · · · × P(Aip).

Remarque 5.1.1
— En particulier, A et B incompatibles ne peuvent pas être indépendants à moins
que l’un des deux ne soit de probabilité nulle. Sinon P(A ∩ B) = P(∅) = 0, tandis
que P(A)P(B) > 0. Il ne faut donc pas confondre les deux notions.

— Il ne faut pas confondre l’indépendance mutuelle de A1, . . . , An avec l’indépen-
dance deux à deux.

La notion d’indépendance se généralise aux tribus de la façon suivante :

Définition 5.1.2 (Indépendance de familles, de tribus)

86
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— Deux familles de parties mesurables M1 et M2 sur un même espace (Ω,F ,P)
sont indépendantes si pour tout A ∈M1 et B ∈M2 on a

P(A ∩B) = P(A)P(B).

En particulier, on définit de cette façon l’indépendance de deux tribus G1, G2. On
note alors G1 ⊥⊥ G2.

— Une famille quelconque de tribus (Fi)i∈I est dite indépendante si pour tous Ai ∈
Fi, i ∈ I, la famille d’évènements (Ai)i∈I est (mutuellement) indépendante.

On rappelle la Proposition 1.3.2 du Chapitre 1 dû au théorème de classe monotone (Th.
1.3.1) :

Proposition 5.1.1 Soient A1 et A2 deux familles d’ensembles stables par intersection finie
(deux algèbres ou π-systèmes) indépendantes dans (Ω,F ,P). Alors les tribus engendrées
σ(A1) et σ(A2) sont indépendantes.

Démonstration : Soit A1 ∈ A1. Considérons la famille

M1 =
{
A2 ∈ σ(A2) : P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2)

}
des évènements indépendants de A1. Il s’agit d’une classe monotone qui contient, par
hypothèse, A2. Elle contient donc la classe monotone engendrée par A2, qui cöıncide par
le théorème de classe monotone (Th. 1.3.1) avec σ(A2). Soit maintenant A2 ∈ σ(A2).
Considérons la famille

M2 = {A1 ∈ σ(A1) : P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2)}

des évènements indépendants de A2. Il s’agit encore d’une classe monotone qui, d’après
la première partie, contient A1 et d’après ce qui précède σ(A1). On a donc σ(A1) ⊥⊥ A2.
Comme A2 ∈ A2 est quelconque, on a σ(A1) ⊥⊥ σ(A2). �

Plus généralement, on a :

Proposition 5.1.2 Soient (Ci)i∈I des π-systèmes (stables par intersection finie). Alors les
(Ci)i∈I sont indépendants ssi (σ(Ci))i∈I le sont.

Il suffit donc de vérifier l’indépendance des tribus sur des π-systèmes qui les engendrent.

Démonstration : Le sens réciproque est immédiat. Pour le sens direct, on montre que
toute sous-famille finie σ(Ci1) . . . , σ(Cip) est indépendante. Soit Aik ∈ Cik pour 1 ≤ k ≤ p.
On considère la famille

M1 =
{
Ai1 ∈ σ(Ci1) : P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aip) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aip)

}
.
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Il s’agit d’une classe monotone qui contient, par hypothèse, Ci1 . Elle contient donc la classe
monotone engendrée par Ci1 , qui cöıncide par le théorème de classe monotone (Th. 1.3.1)
avec σ(Ci1). On a donc pour tout Ai1 ∈ σ(Ci1) et Ai2 ∈ Ci2 , . . . , Aip ∈ Cip :

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aip) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aip). (5.1)

On fixe maintenant Ai1 ∈ σ(Ci1) et Aik ∈ Cik pour 2 ≤ k ≤ p. On considère la famille

M2 =
{
Ai2 ∈ σ(Ci2) : P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aip) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aip)

}
.

Il s’agit encore d’une classe monotone qui contient, d’après ce qui précède, Ci2 . Par le
théorème des classes monotones, M2 = σ(Ci2) et (5.1) est valable maintenant pour Ai1 ∈
σ(Ci1), Ai2 ∈ σ(Ci2) et Ai3 ∈ Ci3 , . . . , Aip ∈ Cip . En continuant ce procédé par récur-
rence, on montre alors que (5.1) est valable pour Ai1 ∈ σ(Ci1), Ai2 ∈ σ(Ci2), Ai3 ∈
σ(Ci3), . . . , Aip ∈ σ(Cip), ce qui est le résultat souhaité. �

Théorème 5.1.1 (Coalitions) Soient (Fi)i∈I des sous tribus de F . On suppose que les Fi
sont indépendantes. Soit I =

⋃
a∈A Ia une partition de l’ensemble d’indexation I (Ia ∩ Ib =

∅) et Ga = σ
(⋃

i∈Ia Fi
)
. Alors les tribus (Ga)a∈A sont indépendantes.

Heuristiquement, le théorème des coalitions explique qu’en réunissant des tribus indépen-
dantes, on construit de nouvelles tribus indépendantes.

Démonstration : Soit Ca = {B ∈ F tel que ∃J fini ⊂ Ia,∃Ai ∈ Fi, i ∈ J,B =
⋂
i∈J Ai}.

Comme pour i ∈ Ia, on a Fi ⊂ Ca alors
⋃
i∈Ia Fi ⊂ Ca ⊂ Ga. On observe que

— Les (Ca)a∈A sont stables par intersection finie : siB ∈ Ca etB′ ∈ Ca alorsB =
⋂
i∈J Ai

et B′ =
⋂
i∈J ′ A

′
i pour J, J ′ finis dans Ia. Alors B ∩ B′ =

(⋂
i∈J Ai

)
∩
(⋂

i∈J ′ A
′
i

)
=⋂

i∈J∪J ′ A
′′
i où A′′i = Ai si i ∈ J et A′′i = A′i si i ∈ J ′.

— Les (Ca)a∈A sont clairement indépendants car B ∈ Ca s’écrit comme une intersec-
tion finie d’évènements de Fi, i ∈ Ia pour laquelle on peut utiliser la propriété
d’indépendance. Ce sont des π-systèmes.

Par la Proposition 5.1.2 (conséquence du Théorème des classes monotones ), l’indépen-
dance est encore vraie pour les tribus engendrées σ(Ca) = Ga. �

Pour l’indépendance des variables aléatoires, on commence par rappeller qu’on associe à
chaque variable aléatoire X sa tribu engendrée

σ(X) =
{
X−1(A) : A ∈ B(R)

}
Il s’agit de la plus petite tribu sur Ω rendant l’application X : Ω → (R,B(R)) mesurable,
cf. Définition 1.1.4. Heuristiquement, la tribu σ(X) est la tribu qui contient toutes les
informations liées à la variable aléatoire X.

Définition 5.1.3 (Indépendance de variables aléatoires)
— Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes ssi leur tribu engendrée sont
indépendantes. On note toujours X ⊥⊥ Y .

— Toute suite (Xi)i∈I de variables aléatoires est indépendante ssi leur tribu associée
sont indépendantes.
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5.2 Critères et exemples

Par définition des tribus engendrées par les variables aléatoires, il est immédiat de voir que
des critères plus concrets d’indépendance sont :

Proposition 5.2.1 (Indépendance de variables aléatoires)
• Indépendance de deux variables aléatoires. Deux variables aléatoires X, Y sont
dites indépendantes si pour A,B ∈ B(R), mesurables de R, les évènements {X ∈ A},
{Y ∈ B} sont indépendants :

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)× P(Y ∈ B).

• Indépendance d’une famille finie de variables aléatoires. Les m variables aléa-
toires X1, . . . , Xm sont dites (mutuellement) indépendantes si pour tout boréliens A1, . . . , Am,
les évènements {X1 ∈ A1}, . . . , {Xm ∈ Am} sont mutuellement indépendants :

P(X1 ∈ A1, . . . , Xm ∈ Am) = P(X1 ∈ A1) . . .P(Xm ∈ Am).

• Indépendance d’une suite de variables aléatoires. Une suite (Xi)i∈N de variables
aléatoires est dite indépendante si toute sous-suite finie de (Xi)i∈N, la propriété précédente
est vraie.

On a d’autres critères pour l’indépendance des variables aléatoires. Ils portent sur la struc-
ture de la loi du vecteur associé, considérée comme mesure dans l’espace produit Rn (cf.
la Définition 3.1.1).

Proposition 5.2.2 Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd) est à composantes indépen-
dantes ssi sa loi PX est la loi produit (de ses lois marginales) :

PX = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd . (5.2)

Démonstration : Sens direct : soit B = B1 × · · · ×Bd pavé de B(Rd), alors

P(X1,...,Xd)(B) = P((X1, . . . , Xd) ∈ B1 × · · · ×Bd)

= P(X1 ∈ B1, . . . , Xd ∈ Bd) = P(X1 ∈ B1) . . .P(Xd ∈ Bd)

= PX1(B1)× · · · × PXd(Bd) = (PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd)(B1 × · · · ×Bd)

= (PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd)(B).

Comme l’ensemble P des pavés B = B1 × · · · × Bd engendre B(R)⊗d = B(Rd), comme P
est stable par intersections finies puis comme P(X1,...,Xd) et PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd cöıncident sur
P alors ces mesures cöıncident sur B(Rd) d’après le Théorème 1.3.2 (Th. de Dynkin).
Sens indirect : pour la réciproque, prendre B un pavé et remonter les étapes. �



Chapitre 5. c©JCB – L3/M1 Math – Université de Rennes 1 90

Corollaire 5.2.1 Les variables aléatoires X1, . . . , Xd sont indépendantes ssi pour tout
x1, . . . , xd, on a

P(X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd) = P(X1 ≤ x1)× · · · × P(Xn ≤ xd).

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec la famille D d’ensembles B =
] −∞, x1] × · · ·×] −∞, xd]. Comme cette famille D est stable par intersections finies (ie.
il s’agit d’un π-système) et engendre la tribu B(Rd), le Théorème 1.3.2 (Th. de Dynkin)
s’applique encore et conclut. �

Remarque 5.2.1 Dans les cas discret et à densité, on peut préciser les critères d’indépen-
dances :

— Les variables aléatoires discrètes X et Y sont indépendantes si et seulement si

∀xi ∈ S(X),∀yj ∈ S(Y ), P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi) P(Y = yj). (5.3)

En effet, si X ⊥⊥ Y alors le choix A = {xi} et B = {yj} donne (5.3). Réciproquement
si (5.3) est vraie alors pour tout A,B ∈ B(R), on a

P(X ∈ A, Y ∈ B) =
∑
xi∈A
yj∈B

P(X = xi, Y = yj) =
∑
xi∈A
yj∈B

P(X = xi)P(Y = yj)

=

(∑
xi∈A

P(X = xi)

) ∑
yj∈B

P(Y = yj)

 = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

— Les variables aléatoires X, Y de densités respectives f et g sont indépendantes si
et seulement si le couple (X, Y ) est de densité

f ⊗ g : R2 → R, (x, y) 7→ f(x)g(y) (5.4)

ie. on peut factoriser la densité f(x, y) en deux facteurs l’un en x, l’autre en y. En
effet si (5.4) est vraie alors pour A,B ∈ B(R), on a

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X,Y )(A×B) =

∫
A×B

f(x)g(y)dxdy

=

(∫
A

f(x)dx

) (∫
B

g(y)dy

)
(Th. Fubini-Tonelli)

= P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

Réciproquement si X ⊥⊥ Y alors de la même façon on a

P(X,Y )(A×B) =

∫
A×B

f(x)g(y)dxdy = µ(A×B)
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où µ est la mesure sur B(R2) donnée par µ(C) =
∫
C
f(x)g(y)dxdy, ie. µ est la

mesure de densité f(x)g(y). On a alors P(X,Y ) et µ qui cöıncident sur la famille P des
produits de mesurables A×B, A,B ∈ B(R). Comme P est stable par intersections
finies et σ(P) = B(R2), on a P(X,Y ) = µ, c’est à dire (X, Y ) admet pour densité
f(x)g(y) (Théorème 1.3.2 de Dynkin).

Remarque 5.2.2 Une conséquence importante : si on connait les lois de X et Y , des
variables supposées indépendantes, on peut reconstruire la loi du couple (X, Y ) à partir
des marginales par (5.2) (dans le cas discret par (5.3) et dans le cas à densité par (5.4)).
Rappelons encore que ce n’est pas vrai en général quand X et Y ne sont pas indépendantes.

Dans les deux exemples de la page 34, X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple
pour le premier :

P(X = 2, Y = 2) = 0, 2, tandis que P(X = 2)× P(Y = 2) = 0, 4× 0, 25 = 0, 1.

et pour le second :

P(X = 3, Y = 5) = 0, tandis que P(X = 3)× P(Y = 5) = 0, 3× 0, 2 = 0, 06.

Exemples : • On donne le tableau de la loi d’un couple (X, Y ) en donnant les probabilités
ponctuelles P(X = xi, Y = yj) :

X \ Y y1 y2 y3

x1 0, 12 0, 08 0, 20 0, 4

x2 0, 18 0, 12 0, 30 0, 6

0, 3 0, 2 0, 5 = 1

On vérifie ici que X et Y sont indépendantes car pour tout i = 1, 2 et j = 1, 2, 3, on a

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi) P(Y = yj).

• Considérons le couple (X, Y ) de loi donnée par la densité f(X,Y )(x, y) = 1
3
1[0,1]×[−1,2](x, y).

On a vu que X et Y avaient pour densité fX(x) = 1[0,1](x) et fY (y) = 1
3
1[−1,2](y). On a

alors

f(X,Y )(x, y) =
1

3
1[0,1]×[−1,2](x, y) = 1[0,1](x)× 1

3
1[−1,2](y) = fX(x)fY (y).

Les variables X et Y sont donc indépendantes.

• Soit (X, Y ) le couple aléatoire de loi donnée par la densité f(X,Y )(x, y) = 1
3π
e−

x2+2xy+5y2

6 .
On a vu que les densités marginales sont

fX(x) =
1√

15π/2
e−

4x2

30 , fY (y) =
1√

3π/2
e−

4y2

6 .
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On a alors

fX(x)fY (y) =
1√

15π/2
e−

4x2

30 × 1√
3π/2

e−
4y2

6 6= 1

3π
e−

x2+2xy+5y2

6 = f(X,Y )(x, y).

Dans ce cas, X et Y ne sont pas indépendantes.

Proposition 5.2.3 Soient Xi, i ∈ I, des variables aléatoires. Elles sont (mutuellement)
indépendantes ssi pour toute famille finie J ⊂ I et toutes fonctions boréliennes hj : R→ C
telles que hj(Xj) ∈ L1 pour tout j ∈ J , on a

E

[∏
j∈J

hj(Xj)

]
=
∏
j∈J

E
[
hj(Xj)

]
. (5.5)

Démonstration : • Dans le sens direct, on utilise le théorème de transfert, l’indépendance
et Fubini. Supposons que J est fini et (pour simplifier les notations) égale à {1, . . . , n} :

E

[
n∏
j=1

hj(Xj)

]
=

∫ n∏
j=1

hj(xj) dP(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) (théorème de transfert)

=

∫ n∏
j=1

hj(xj)
n∏
j=1

dPXj(dxj) (indépendance : Prop. 5.2.2)

=

∫ n∏
j=1

(
hj(xj)dPXj(dxj)

)
=

n∏
j=1

∫
h(xj)dPXj(dxj) (théorème de Fubini)

=
∏
j∈J

E
[
hj(Xj)

]
(théorème de transfert).

• La réciproque s’obtient en écrivant (5.5) pour hj = 1Aj , j ∈ J . �

Corollaire 5.2.2 Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles (ou vecteurs aléa-
toires) indépendantes avec des moments d’ordre 1 fini, alors on a :

E[X1 . . . Xn] = E[X1] . . .E[Xn].

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec les fonctions hj(x) = x. �

La réciproque est fausse : soient X1 de loi uniforme sur [−1, 1] et X2 = X2
1 , on a

E[X1X2] = E[X3
1 ] =

∫ 1

−1
x3

1dx1 = 0 et E[X1] = 0 si bien qu’on a E[X1X2] = 0 = E[X1]E[X2]
mais X1 et X2 ne sont pas indépendantes car par exemple

P
(
X1 ∈ [0, 1/2], X2 ∈ [0, 1/4]

)
= 1/4, P

(
X1 ∈ [0, 1/2]

)
× P

(
X2 ∈ [0, 1/4]

)
= 1/8.

On a aussi :
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Proposition 5.2.4 Si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t).

Plus généralement, pour n variables aléatoires X1, . . . , Xn (mutuellement) indépendantes
on a

ϕX1+···+Xn(t) = ϕX1(t) . . . ϕXn(t).

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec les fonctions hj(x) = eitx. On a

ϕX+Y (t) = E[eit(X+Y )] = E[eitXeitY ] = E[eitX ]E[eitY ]

d’après la Proposition 5.2.3. La généralisation au cas de n variables est immédiate. �

En fait, on a aussi un critère d’indépendance de deux variables aléatoires X, Y en terme
de fonction caractéristique :

Théorème 5.2.1 Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes ssi pour tout t, s ∈ R

ϕ(X,Y )(t, s) = ϕX(t)ϕY (s).

Le même type de résultat est vrai pour la fonction génératrice (cf. Proposition 4.4.2) et
pour la transformée de Laplace (cf. Proposition 4.4.4) de la Section 4.4.

Démonstration : On raisonne par équivalence :

X ⊥⊥ Y ⇐⇒ P(X,Y ) = PX ⊗ PY ⇐⇒ ϕP(X,Y )
(t, s) = ϕPX⊗PY (t, s)

où on utilise que P(X,Y ) et PX ⊗ PY cöıncident ssi ces mesures ont même fonction caracté-
ristique. On observe alors que ϕP(X,Y )

(t, s) = ϕ(X,Y )(t, s) et

ϕPX⊗PY (t, s) =

∫
R2

ei(tx+sy)PX(dx)PY (dy)

=

∫
R
eitxPX(dx)

∫
R
eisyPY (dy)

=

∫
Ω

eitXdP
∫

Ω

eisY dP

= ϕX(t)ϕY (s)

en utilisant les théorèmes de Fubini et de transfert. On a donc

X ⊥⊥ Y ⇐⇒ ϕ(X,Y )(t, s) = ϕX(t)ϕY (s).

�
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Remarque 5.2.1 1. Le critère d’indépendance se généralise immédiatement au cas de
n variables : les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont (mutuellement) indépendantes
ssi pour tout t1, . . . , tn ∈ R

ϕ(X1,...,Xn)(t1, . . . , tn) = ϕX1(t1) . . . ϕXn(tn).

2. Les mêmes résultats que la Proposition 5.2.4 et le Théorème 5.2.1 sont vrais pour la
fonction génératrice ou la transformée de Laplace.

5.3 Non-corrélation et indépendance

Définition 5.3.1 (Non-corrélation) Deux variables aléatoires X, Y de variances finies
sont dites non corrélées si Cov(X, Y ) = 0.

Proposition 5.3.1 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants de variances fi-
nies. Alors Cov(X, Y ) = 0. Autrement dit l’indépendance implique la non-corrélation.

Démonstration : Comme par indépendance E[XY ] = E[X]E[Y ], le résultat vient de
l’identité de Kœnig pour la covariance Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = 0. �

La réciproque est fausse : si X et Y sont de covariance nulle alors ils ne sont pas nécés-
sairement indépendants. Le même contre-exemple que pour le Corollaire 5.2.2 s’applique.
Cependant dans le cas de variables aléatoires X, Y gaussiennes, on verra que la réciproque
est vraie, cf. Proposition 9.2.6 au Chapitre 9.
Pour la somme d’une variance, on déduit sous indépendance une propriété remarquable :

Corollaire 5.3.1 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes avec des mo-
ments d’ordre deux finis alors

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

Bien entendu, il sufit de supposer X, Y non corrélées.

Démonstration : C’est immédiat puisque d’après la Proposition 3.5.2, on a

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X, Y )

et Cov(X, Y ) = 0 quand X ⊥⊥ Y . �
De façon générale, il vient :

Proposition 5.3.2 (Identité de Bienaymé) Si X1, . . . , Xd sont des variables aléatoires
de variances finies et deux à deux non corrélées alors

Var

(
d∑
j=1

Xj

)
=

d∑
j=1

Var(Xj).
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Démonstration : La non-corrélation de Xj, Xk signifie que les variables aléatoires Xj −
E[Xj] et Xk − E[Xk] sont orthogonales (pour le produit scalaire associé à la covariance).
On en déduit que

Var

(
d∑
j=1

Xj

)
=

d∑
j,k=1

Cov(Xj, Xk)

=
d∑
j=1

Cov(Xj, Xj) +
∑

1≤j,k≤d

Cov(Xj, Xk)

=
d∑
j=1

Var(Xj).

�

En combinant l’identité de Bienaymé avec l’inégalité de Tchebychev, on a de suite :

Proposition 5.3.3 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X1, . . . , Xd sont des va-
riables aléatoires L2 deux à deux non corrélées alors

P

(∣∣∣∣∣
d∑
j=1

(Xj − E[Xj])

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 1

t2

d∑
j=1

Var(Xj), t > 0.

Démonstration : En notant Sn =
∑d

j=1 Xj, pour t > 0, on a :

P

(∣∣∣∣∣
d∑
j=1

Xj − E[Xj]

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
= P

(
|Sn − E[Sn]| ≥ t

)
≤ Var(Sn)

t2
(inégalité de Tchebychev : Th 3.5.1)

≤
∑n

j=1 Var(Xj)

t2
(inégalité de Bienaymé : Prop. 5.3.3).

5.4 Évènements asymptotiques

5.4.1 Tribus du futur et tribu asymptotique

Définition 5.4.1 Soit (Fn)n∈N une suite de tribus de F .
— Si la suite est croissante, ie. Fn ⊂ Fn+1, on parle de filtration.
— On appelle tribus du futur : Fn = σ

(⋃
k≥nFk

)
, n ∈ N.

— On appelle tribu asymptotique : F∞ =
⋂
n∈NFn.
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D’habitude on a Fn ⊂ Fn+1 et la famille de tribus croissantes (Fn)n∈N s’appelle une filtra-
tion. Dans ce cas, heuristiquement, si N désigne le temps et n ∈ N la date n, la tribu Fn
représente la tribu des évènements du passé par rapport au temps n (elle comporte toutes
les informations sur ce qu’il s’est passé jusqu’au temps n), la tribu Fn représente la tribu
des évènements du futur par rapport au temps n (elle comporte toutes les informations sur
ce qu’il se passera après le temps n). La tribu F∞ représente alors celle des évènements
asymptotiques.
Typiquement, quand on a une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1, on lui associe sa fil-
tration naturelle (Fn)n≥1 en considérant Fn = σ(X1, . . . , Xn).

Exemples. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes. On considère la
suite de tribus Fn = σ(Xn).

— Notons A l’évènement « Xn repasse par 0 une infinité de fois ». Alors A est dans la
tribu asymptotique des Fn. En effet,

A = lim sup
n→+∞

{Xn = 0} =
⋂
n

⋃
k≥n

{Xk = 0}

et
⋃
k≥n{Xk = 0} ∈ Fn.

— B = {les Xn sont bornées par M} n’est pas dans F∞ car par exemple l’évènement
{X1 bornée par M} n’est pas dans F2 ni dans aucun Fn (n ≥ 2).

— C = {la suite (Xn)n≥0 converge} ∈ F∞. Heuristiquement, la convergence de la suite
Xn est un résultat asymptotique (il ne concerne que les Xn pour n arbitrairement
grand mais il ne concerne aucun Xn pour n fini) donc il est dans la tribu asympto-
tique. Plus précisément, comme dans R la convergence d’une suite est équivalente à
dire que la suite est de Cauchy, ω ∈ C s’écrit :

∀r ∈ N,∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N, |Xp(ω)−Xq(ω)| < 1/r.

On a donc l’écriture suivante de C :

C =
⋂
r∈N

⋃
N∈N

⋂
p,q≥N

{
|Xp −Xq| < 1/r

}
avec

{
|Xp −Xq| < 1/r

}
∈ Fp (si p < q).

Le résultat sur les tribus asymptotiques est le suivant :

Théorème 5.4.1 (Loi du 0/1 de Kolmogorov) Soit (Fn)n≥1 une suite de tribus indé-
pendantes alors la tribu asymptotique est triviale : c’est à dire

∀A ∈ F∞, P(A) = 0 ou 1.
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Démonstration : On montre que F∞ est indépendante de F∞. Ainsi si A ∈ F∞, on a
A = A ∩ A et par indépendance de A avec A : P(A) = P(A ∩ A) = P(A)2, d’où P(A) = 0
ou 1.

Comme la suite de tribu (Fn)n≥1 est indépendante, on peut appliquer le théorème des
coalitions,

Fn = σ

⋃
k≥n

Fk

 ⊥⊥ σ

(⋃
k<n

Fk

)
.

Comme F∞ ⊂ Fn, on a donc F∞ ⊥⊥ σ
(⋃

k<nFk
)
.

Soit C =
⋃
n≥0 σ(

⋃
k<nFk). Il s’agit d’un π-système car C est stable par intersection finie :

En effet, soient A,B ∈ C, on a A ∈ σ(
⋃
k<nFk) et B ∈ σ(

⋃
k<n′ Fk). En notant N =

max(n, n′), on a A,B ∈ σ(
⋃
k<N Fk). Par stabilité d’une tribu par intersection, on a aussi

A ∩B ∈ σ(
⋃
k<N Fk) et donc A ∩B ∈ C.

Comme C est un π-système et C ⊥⊥ F∞, on déduit σ(C) ⊥⊥ F∞ par la Proposition 5.1.2.
Pour tout k, on a Fk ⊂ C donc aussi

⋃
k≥1Fk ⊂ C. Ainsi la tribu σ(C) contient σ

(⋃
k≥1Fk

)
=

F1 donc aussi F∞.
De σ(C) ⊥⊥ F∞, on déduit alors que F∞ ⊥⊥ F∞, ce qui permet de conclure que pour tout
A ∈ F∞, on a A ⊥⊥ A et donc P(A) = 0 ou 1. �

Exemples. Dans les exemples précédents, avec Fn = σ(Xn), n ≥ 1, tribus indépendantes,
on déduit de la loi de Kolmogorov que P(A) = 0 ou 1, de même pour P(C). Par contre, on
ne peut rien dire de P(B).

5.4.2 Lemmes de Borel-Cantelli

Les lemmes de Borel-Cantelli complètent d’une certaine façon la loi du 0/1 de Kolmo-
gorov en donnant des cas où la probabilité vaut 1 et d’autres où elle vaut 0. Ces résultats
concernent les liminf et limsup d’évènements pour lesquelles on renvoie à la Section 1.6.

Théorème 5.4.2 (Lemme de Borel-Cantelli no1) Soit (An)n≥0 une suite (infinie) d’évè-
nements. On suppose que

∑+∞
n=1 P(An) < +∞. Alors

P
(

lim sup
n→+∞

An

)
= 0.

C’est à dire presque sûrement, seuls un nombre fini d’évènements An sont réalisés.

Démonstration : Par définition, lim supn→+∞An ⊂
⋃
m≥nAm pour tout n ≥ 0. On a

donc
P
(

lim sup
n→+∞

An

)
≤ P

( ⋃
m≥n

Am

)
≤
∑
m≥n

P(Am). (5.6)

Or
∑

m≥n P(Am) est le reste d’ordre n de la série convergente
∑

m≥1 P(Am). Comme le reste
d’une série convergente tend vers 0, un passage à la limite n→ +∞ dans (5.6) conclut. �
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Ce résultat admet un complément quand les évènements An, n ≥ 0, sont indépendants :

Théorème 5.4.3 (Lemme de Borel-Cantelli no2) Soit (An)n≥0 une suite (infinie) d’évè-
nements indépendants. On suppose que

∑+∞
n=1 P(An) = +∞. Alors

P
(

lim sup
n→+∞

An

)
= 1.

C’est à dire presque sûrement, une infinité d’évènements An, n ≥ 1, sont réalisés.

Remarque 5.4.1 Le résultat reste vrai si l’indépendance des évènements An n’est vraie
que deux à deux .

Démonstration : D’abord, on a

P
(

lim sup
n→+∞

An

)
= 1− P

(
lim inf
n→+∞

Acn

)
.

Puis par monotonie séquentielle croissante en (5.7), décroissante en (5.8) et comme les
évènements Acn sont aussi indépendants (en (5.9)), on a :

P
(

lim inf
n→+∞

Acn

)
= P

(⋃
n≥0

⋂
k≥n

Ack

)
= lim

n→+∞
P

(⋂
m≥n

Acm

)
(5.7)

= lim
n→+∞

lim
q→+∞

P

(
q⋂

m=n

Acm

)
(5.8)

= lim
n→+∞

lim
q→+∞

q∏
m=n

P(Acm) (5.9)

= lim
n→+∞

lim
q→+∞

q∏
m=n

(
1− P(Am)

)
.

Mais, pour tout x ∈ R, on a 1− x ≤ e−x, il vient donc

0 ≤
q∏

m=n

(
1− P(Am)

)
≤ exp

(
−

q∑
m=n

P(Am)

)
.

Comme
∑

m≥0 P(Am) = +∞, le passage à la limite q → +∞ donne limq→+∞
∏q

m=n(1 −
P(Am)) = 0. On a donc P

(
lim infn→+∞A

c
n

)
= 0, ce qui conclut. �
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Applications

Dans la suite, on note i.s. pour infiniment souvent, ainsi {An i.s.} = lim supn→+∞An.

— Singe dactylographique de Borel : presque sûrement, un singe qui écrit frénétique-
ment sur une machine à écrire finira par écrire la Bible. Notons N le nombre
de caractères de la Bible, en supposant que le singe frappe sur chaque touche
de la machine à écrire avec une probabilité uniforme, chaque touche est frappée
avec probabilité 1/26 (ou –en considérant les touches de ponctuation– 1/M , M
étant le nombre total de touche). Taper la Bible est alors un évènement de pro-
babilité (1/M)N . Les évènements Ai = { taper la Bible} sont des évènements
avec

∑
n≥1 P(An) =

∑
n≥0M

−N = +∞, ils sont indépendants s’ils considèrent des
frappes différentes. D’après le lemme de Borel-Cantelli, lim supnAn est presque sûr,
ie. ps An est réalisé infiniment souvent : le singe tape donc même presque sûrement
une infinité de fois la Bible.

— Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles telles que, pour un M ∈ R, on
ait
∑

n∈N P(Xn ≥M) < +∞. Alors

P(Xn ≥M i.s.) = 0⇐⇒ P
(

lim inf
n
{Xn < M}

)
= 1.

Donc lim supnXn < M presque sûrement.
De la même façon si

∑
n∈N P(Xn ≤ M) < +∞ alors lim infnXn > M presque

sûrement.

— On lance une pièce équilibrée une infinité de fois. Quelle est la probabilité d’obtenir
une infinité de fois deux piles consécutifs ?
Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de para-
mètre 1/2 et posons An = {Xn = Xn+1 = 1}. On s’intéresse à P(An i.s.). La suite
d’évènement (An)n∈N n’est pas une suite indépendante car Xn+1 intervient à la fois
dans l’évènement An et dans l’évènement An+1. Par contre (A2n)n∈N est une suite
d’évènements indépendants avec P(A2n) = 1/4 pour tout n.
On peut alors appliquer la deuxième partie du lemme de Borel-Cantelli (Th. 5.4.3)
pour avoir P(A2n i.s.) = 1. Comme {A2n i.s.} ⊂ {An i.s.}, on conclut que P(An i.s.) =
1.



Chapitre 6

Somme de deux variables aléatoires
indépendantes

Les sommes de variables aléatoires jouent un rôle important en probabilité. Ainsi ty-
piquement, X + Y modélise les effets cumulés de X et de Y . Souvent X, Y représentent
des phénomènes indépendants et on considère alors que les variables aléatoires sont indé-
pendantes. Quand X, Y sont identiquement distribuées et indépendantes (iid), la somme
X + Y représente les effets cumulés d’un phénomène qui se répète indépendamment. Les
sommes X1 + · · · + Xn pour des variables iid représentent alors les effets cumulés de n
répétitions indépendantes du phénomène.
Remarquons que pour des variables aléatoires indépendantes de même loi et de carré inté-
grable, on a, par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P

(∣∣∣∣∣
n∑
j=1

(
Xj − E[Xj]

)∣∣∣∣∣ ≥ t
√
n

)
≤ Var(X1)

t2
.

Cela suggère que l’ordre de grandeur de la somme
∑n

j=1

(
Xj − E[Xj]

)
est au plus en

√
n.

On peut ainsi dire que la somme
∑n

j=1Xj ressemble à un terme déterministe nE[X1] de

l’ordre de n (si E[X1] 6= 0) plus un terme aléatoire de l’ordre au plus
√
n. On va évaluer

dans ce chapitre la loi de
∑n

j=1 Xj. La loi du terme aléatoire sera étudiée plus en détails
dans les prochains chapitres à l’aide de la LGN et du TCL.

6.1 Convolution de mesures

On considère un espace vectoriel mesurable (E,A). Il y a donc sur E une structure d’espace
vectoriel et une tribu A. L’exemple typique que l’on considérera dans la suite est R ou Rn.

Définition 6.1.1 (Convolution) Soient µ et ν deux mesures sur un espace vectoriel me-
surable (E,A). La convolée µ ∗ ν de ces deux mesures est

µ ∗ ν(A) =

∫
E

µ(A− x)dν(x) (6.1)

100
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où A− x = {a− x : a ∈ A}.

On vérifie facilement que µ ∗ ν est une mesure (la σ-additivité vient de celle de µ et
du théorème de convergence monotone appliquée à l’intégrale en ν). Dans la suite, pour
pouvoir appliquer le théorème de Fubini, on considère des mesures σ-finies (ce sera bien le
cas des lois de probabilité considèrées dans la suite).

Proposition 6.1.1 La convolution est commutative : µ ∗ ν = ν ∗ µ.

Démonstration : En effet par le théorème de Fubini, on a

µ ∗ ν(A) =

∫ ∫
1A(x+ y) dν(x)dµ(y).

On a obtenu une expression symétrique en µ et ν, ce qui justifie la proposition. �

Proposition 6.1.2 La mesure δ0 est l’élément neutre de la convolution des mesures :
µ ∗ δ0 = µ.

Démonstration : En effet pour A ∈ A :

µ ∗ δ0(A) =

∫
E

δ0(A− x)dµ(x) =

∫
E

1Adµ(x) = µ(A)

car δ0(A−x) = 1 ssi 0 ∈ A−x c’est à dire ssi x ∈ A, cela vaut 0 sinon, ie. δ0(A−x) = 1A(x).
�

Proposition 6.1.3 Si µ et ν sont des mesures de probabilité alors µ ∗ ν l’est aussi.

Démonstration : µ ∗ ν est une mesure de poids

µ ∗ ν(E) =

∫
E

µ(E − x)dν(x) =

∫
E

dν(x) = ν(E) = 1

car E−x = E et donc µ(E−x) = µ(E) = 1. La mesure µ ∗ ν est donc de poids total égale
à 1 : c’est une mesure de probabilité. �

De la même façon, on montre que si µ et ν sont des mesures finies alors µ ∗ ν aussi mais
avec µ ∗ ν(E) = µ(E)ν(E).
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6.2 Loi d’une somme de variables aléatoires à densité

indépendantes

Désormais, nous considérons un espace de probabilité (Ω,F ,P) sur lequel sont définies des
variables aléatoires X, Y, . . . Leur lois PX ,PY , . . . sont des mesures sur l’espace vectoriel R
qu’on va convoler.

Proposition 6.2.1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi PX et
PY . Alors la loi de X + Y est PX+Y = PX ∗ PY .

Démonstration : Soit A ∈ B(R), on a

PX+Y (A) = P(X + Y ∈ A) = E[1A(X + Y )] =

∫ ∫
1A(x+ y) dP(X,Y )(x, y)

=

∫ ∫
1A(x+ y) PX(dx)PY (dy) =

∫ (∫
1A−y(x) PX(dx)

)
PY (y)

=

∫
PX(A− y) PY (dy) = PX ∗ PY (A).

�

Par une récurrence immédiate, on connâıt donc la loi d’une somme de variables aléatoires
indépendantes X1 + · · · + Xn lorsqu’on a celles des termes Xi de la somme. Lorsqu’il n’y
a pas indépendance, ce n’est pas suffisant : il faut connaitre l’imbrication des lois c’est à
dire la loi du vecteur associé (X1, . . . , Xn).
Ainsi de façon générale, la loi d’une somme X1 + · · · + Xn de variables aléatoires non
indépendantes est donnée par l’expression

PX1+···+Xn(A) = P(X1 + · · ·+Xn ∈ A) =

∫ ∫
1A(x1 + · · ·+ xn)dP(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn).

Remarque 6.2.1 (Produits tensoriel et de convolution) Étant données deux mesures
µ et ν sur un espace (E,A), il ne faut pas confondre la mesure produit µ⊗ ν et la mesure
produit de convolution µ ∗ ν.

— La mesure produit µ ⊗ ν est la mesure sur l’espace produit E2 = E × E définie
par

µ⊗ ν(A×B) = µ(A)ν(B), ∀A×B ∈ A⊗A.

Dans le contexte probabiliste, si µ et ν sont les lois de probabilité de variables
aléatoires X, Y alors µ ⊗ ν est la loi du vecteur aléatoire (X, Y ) lorsque X, Y sont
indépendantes.

— La mesure produit de convolution µ ∗ ν est la mesure sur l’espace E définie par
(6.1). Dans le contexte probabiliste, si µ et ν sont les lois de probabilités de variables
aléatoires X, Y indépendantes alors µ ∗ ν est la loi de la variable aléatoire X + Y .
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Remarque 6.2.2 (Interprétation probabiliste des propriétés de la convolution)

L’interprétation probabiliste permet de retrouver facilement plusieurs propriétés de la
convolution :

— (élément neutre) δ0 ∗ PX = PX (0 +X = X).
— (commutativité) PX ∗ PY = PY ∗ PX (X + Y = Y +X).
— (associativité) PX ∗ (PY ∗ PZ) = (PX ∗ PY ) ∗ PZ (X + (Y + Z) = (X + Y ) + Z).
— (distributivité) PX ∗ (λPY + (1− λ)PZ) = λ(PX ∗ PY ) + (1− λ)(PX ∗ PZ), ie.

X +
(
1{ε=1}Y + 1{ε=0}Z

)
= 1{ε=1}(X + Y ) + 1{ε=0}(X + Z)

où ε ∼ b(λ) est indépendante de X, Y, Z.

On considère dans la suite les deux cas particuliers des variables aléatoires discrètes (et
même entières) et à densité.

6.3 Variables aléatoire à densité indépendantes

Dans le cas de variables aléatoires à densité, la convolée des lois est la loi de densité la
convolée des densités :

Proposition 6.3.1 Soient X, Y des variables aléatoires réelles de densités respectives f
et g. Alors la variable aléatoire X + Y admet pour densité f ∗ g, (ie. PX(dx) = f(x)dx et
PY (dy) = g(y)dy alors PX ∗ PY (dx) = (f ∗ g)(x)dx ou

∀A ∈ B(R), PX+Y (A) = P(X + Y ∈ A) =

∫
A

(f ∗ g)(x) dx.

Démonstration : On a

PX ∗ PY (A) =

∫ ∫
1A(x+ y) PX(dx)PY (dy) =

∫ ∫
x+y∈A

f(x)g(y) dxdy

=

∫ ∫
R×A

f(u)g(v − u) dudv =

∫
A

(∫
R
f(u)g(v − u) du

)
dv =

∫
A

(f ∗ g)(u)dv

avec le changement de variable (x, y) 7→ (u, v) = (x, x + y). Noter que comme (x, y) varie
dans R2 de façon que x + y ∈ A, u décrit tout R et v décrit A et que le jacobien du
changement de variable est

Jac =

∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1.

�
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Remarque 6.3.1 On connâıt bien la loi de la somme X+Y si X et Y sont indépendantes,
sinon, il faut connâıtre la loi du couple (X, Y ) et par exemple sa densité h(x, y) si elle existe
pour avoir la loi de X + Y par

P
(
X + Y ∈ A

)
=

∫
(x,y):x+y∈A

h(x, y) dxdy =

∫
A

∫ +∞

−∞
h(x, y − x) dxdy.

Exemples de loi de somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 6.3.2 Soient X1 de loi N (m1, σ
2
1) et X2 de loi N (m2, σ

2
2) indépendantes

alors X1 +X2 est de loi normale N (m1 +m2, σ
2
1 + σ2

2).

Démonstration : On a X1 = m1 + X ′1 et X2 = m2 + X ′2 avec X ′1 ∼ N (0, σ2
1) ⊥⊥ X ′2 ∼

N (0, σ2
2) où l’indépendance vient de X1 ⊥⊥ X2. On a alors

X1 +X2 = m1 +m2 +X ′1 +X ′2

et le résultat est obtenu si on montre que X ′1 +X ′2 ∼ N (0, σ2
1 + σ2

2). Dans la suite, il suffit
donc de considérer le cas où m1 = m2 = 0. Le point clef dans ce calcul est donné par la
normalisation de la loi normale N (0, σ2) :∫ +∞

−∞
exp

(
− x2

2σ2

)
dx =

√
2πσ2.

Notons alors f1 et f2 les densités de X1 et de X2. Celle de X1 + X2 est donnée d’après la
Proposition 6.3.1 par

f1 ∗ f2(x) =

∫ +∞

−∞
f1(t)f2(x− t)dt

=

∫ +∞

−∞
exp

(
− t2/(2σ2

1)
)

exp
(
− (x− t)2/(2σ2

2)
) dt√

2πσ2
1

√
2πσ2

2

=

∫ +∞

−∞
exp

(
−(σ2

1 + σ2
2)t2 − 2σ2

1xt+ σ2
1x

2

2σ2
1σ

2
2

)
dt

2πσ1σ2

=
1

2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
exp

−((σ2
1 + σ2

2)1/2t− σ2
1

(σ2
1+σ2

2)1/2x
)2 − σ4

1

(σ2
1+σ2

2)
x2 + σ2

1x
2

2σ2
1σ

2
2

 dt

=
1

2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
exp

−((σ2
1 + σ2

2)1/2t− σ2
1

(σ2
1+σ2

2)1/2x
)2

+
σ2

1σ
2
2

(σ2
1+σ2

2)
x2

2σ2
1σ

2
2

 dt

=
exp

(
− x2

2(σ2
1+σ2

2)

)
2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
exp

−((σ2
1 + σ2

2)1/2t− σ2
1

(σ2
1+σ2

2)1/2x
)2

2σ2
1σ

2
2

 dt



Chapitre 6. c©JCB – L3/M1 math – Université de Rennes 1 105

=
exp

(
− x2

2(σ2
1+σ2

2)

)
2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
exp

(
− u2

2σ2
1σ

2
2

)
du

(σ2
1 + σ2

2)1/2

avec le changement de variable u = (σ2
1 +σ2

2)1/2t− σ2
1

(σ2
1+σ2

2)1/2x. Puis d’après la normalisation

de la loi normale N (0, σ2
1σ

2
2), la dernière intégrale vaut

√
2πσ2

1σ
2
2

(σ2
1 + σ2

2)1/2
, on a finalement :

f1 ∗ f2(x) =
exp

(
− x2

2(σ2
1+σ2

2)

)
2πσ1σ2

√
2πσ2

1σ
2
2

(σ2
1 + σ2

2)1/2
=

exp
(
− x2

2(σ2
1+σ2

2)

)
√

2π(σ2
1 + σ2

2)
.

On a obtenu la densité de la loi N (0, σ2
1 + σ2

2). On a donc

N (m1, σ
2
1) ∗ N (m2, σ

2
2) = N (m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2).

�
On peut aussi prouver les Propositions 6.3.2 en utilisant les fonctions caractéristiques,
par exemple pour les lois normales, lorsque X1 ∼ N (m1, σ

2
1) et X2 ∼ N (m2, σ

2
2) on a :

ϕX1+X2(t) = ϕX1(t)ϕX2(t) = exp(im1t+ σ2
1t) exp(im2t+ σ2

2t)

= exp
(
i(m1 +m2)t+ (σ2

1 + σ2
2)t
)

qui est la fonction caractéristique de N (m1 +m2, σ
2
1 + σ2

2).

6.4 Cas de variables aléatoires discrètes indépendantes

Si X et Y sont des variables aléatoires discrètes indépendantes, alors X+Y est encore une
variable aléatoire discrète de domaine

S(X)(X + Y ) = S(X) + S(Y ) =
{
xi + yj : xi ∈ S(X), yj ∈ S(Y )

}
et on peut calculer ses probabilités ponctuelles par une « convolution discrète ».

Supposons pour simplifier que S(X) = S(Y ) = N, et notons (pk)k∈N, (qk)k∈N les probabilités
ponctuelles de X et de Y alors S(X+Y ) = N et comme on a pour chaque k ∈ N la partition
suivante {X + Y = n} =

⋃n
k=0{X = k, Y = n− k}, il vient

P(X + Y = n) = P

(
n⋃
k=0

{X = k, Y = n− k}

)
=

n∑
k=0

P (X = k, Y = n− k)

=
n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n− k) =
n∑
k=0

pkqn−k.

Les probabilités ponctuelles de X + Y sont donc données par la suite

(
n∑
k=0

pkqn−k

)
n∈N

.



Chapitre 7

Convergences de variables aléatoires

La convergence de variables aléatoires est une notion essentielle en probabilités et mène
à certains résultats fondamentaux (LGN, TCL). À titre d’exemple introductif, notons que
lors d’un jeu de pile ou face où on lance une pièce dont la fréquence d’apparition de pile
est p, la fréquence observée du nombre de pile obtenu après n lancers est « proche » de p,
pourvu que n soit « assez grand ». Donc, si p est inconnue, cette observation offre un moyen
d’approximer p en comptant les fréquences de pile pour un grand nombre de lancers.
En probabilité, plusieurs modes de convergence sont possibles, ils sont introduits dans ce
chapitre, dans lequel les suites de variables aléatoires sont supposées construites sur un
espace de probabilité (Ω,F ,P). Pour simplifier on ne considère que des variables aléatoires
réelles, mais les énoncés et les résultats restent vrais pour des vecteurs aléatoires à valeurs
dans Rd. (On peut même les adapter pour des variables aléatoires à valeurs dans un espace
métrique (S, d).)

7.1 Convergence presque sûre

La convergence de variables aléatoires correspond à la convergence de fonctions. Pour les
fonctions, la convergence la plus faible est la convergence simple qui s’énonce pour des
variables aléatoires de la façon suivante : pour tout ω ∈ Ω, limn→+∞Xn(ω) = X(ω). En
probabilité (et plus généralement en théorie de la mesure), il est trop restrictif de demander
la convergence pour tous les ω ∈ Ω. À la place, on considère la convergence presque sûre :

Définition 7.1.1 (Convergence presque sûre) Une suite (Xn)n≥0 de variables aléa-
toires converge presque sûrement vers X si la convergence est vraie avec une probabilité 1

P
(
ω ∈ Ω : lim

n→+∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1.

On note la convergence presque sûre : Xn
ps−→ X.

106
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Remarque 7.1.1 — Notons que l’ensemble A =
{

limn→+∞Xn = X
}

est bien un

évènement car la convergence Xn
ps−→ X s’écrit pour presque chaque ω ∈ Ω :

∀ε > 0,∃m ∈ N,∀n ≥ n : |Xn(ω)−X(ω)| < ε. (7.1)

On peut donc écrire car

A =
{

lim
n→+∞

Xn = X
}

=
⋂
k≥1

⋃
m∈N

⋂
n≥m

{|Xn −X| < 1/k} ∈ F .

— D’un point de vue analytique, c’est une convergence plus faible que la conver-
gence simple (déjà très faible). Mais d’un point de vue probabiliste, ce sera une des
convergences les plus fortes que nous considérerons.

Dans la suite, on étudiera notamment les liens entre cette convergence et les autres.

Par ailleurs comme pour une suite d’évènements (An)n≥1, P(
⋂
n≥1An) = 1 est équivalent

à P(An) = 1 pour tout n ≥ 1, on a que Xn converge ps vers X ssi

∀k ≥ 1, P

(⋃
m≥1

⋂
n≥m

{|Xn −X| ≤ 1/k}

)
= 1

c’est à dire

∀ε > 0, P

(⋃
m≥1

⋂
n≥m

{|Xn −X| ≤ ε}

)
= 1

⇐⇒ ∀ε > 0, P

(⋂
m≥1

⋃
n≥m

{|Xn −X| > ε}

)
= 0

⇐⇒ ∀ε > 0, P
(
|Xn −X| > ε i.s.

)
= 0. (7.2)

Par convergence monotone des probabilités, c’est encore équivalent à

∀ε > 0, lim
m→+∞

P

(⋃
n≥m

{|Xn −X| > ε}

)
= 0

⇐⇒ ∀ε > 0, lim
m→+∞

P
(

sup
n≥m
|Xn −X| > ε

)
= 0. (7.3)

De la même façon, en partant du critère de Cauchy (réel)

∀ω ∈ Ω,∀ε > 0,∃p ∈ N,∀n,m ≥ n : |Xn(ω)−Xm(ω)| < ε

à la place de (7.1), on a le critère suivant de convergence presque sûre. Ce critère a l’avantage
de s’exprimer sans la limite X. On peut donc déterminer la convergence presque sûre sans
connâıtre la limite.
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Proposition 7.1.1 (Critère de Cauchy) Une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 converge
ps ssi

∀ε > 0, P

(⋃
m≥1

⋂
n≥1

|Xn −Xm| ≤ ε

)
= 1.

Proposition 7.1.2 (Borel-Cantelli pour la convergence ps) Soit (Xn)n≥0 une suite
de variables aléatoires réelles.

1. Si pour tout ε > 0,
∑+∞

n=0 P(|Xn −X| ≥ ε) < +∞ alors Xn
ps−→ X.

2. Si les variables aléatoires (Xn)n≥0 sont mutuellement indépendantes alors Xn
ps−→ 0

ssi pour tout ε > 0, on a
∑+∞

n=0 P(|Xn| ≥ ε) < +∞.

Démonstration : Pour 1), on considère ε > 0 et les évènements

An = {|Xn −X| ≥ ε}, n ∈ N.

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli aux (An)n≥0, on déduit que P(An i.s.) = 0, ce
qui donne le critère (7.2) pour la convergence ps. Pour 2), on utilise la deuxième partie
du lemme de Borel-Cantelli pour les évènements indépendants. Noter qu’il est nécessaire
de supposer X = 0 pour conserver dans ce cas des évènements An indépendants, sinon,
chaque An dépendrait de X et les An, n ≥ 0, seraient dépendants. �

Proposition 7.1.3 Soit Xn
ps−→ X et f une fonction continue alors f(Xn)

ps−→ f(X).

Démonstration : Le résultat est immédiat puisque pour presque chaque ω ∈ Ω on a
Xn(ω) → X(ω) (convergence presque sûre). Comme f est continue, il vient, pour ces ω :
f(Xn(ω))→ f(X(ω)), on a donc f(Xn)→ f(X) presque sûrement. �

7.2 Convergence en probabilité

La convergence en probabilité de Xn vers X garantit que la probabilité que les variables
aléatoires Xn et X restent « éloignées » tend vers 0.

Définition 7.2.1 (Convergence en probabilité) Une suite (Xn)n≥0 de variables aléa-
toires converge en probabilité vers la variable aléatoire X si

∀ε > 0, lim
n→+∞

P(|X −Xn| ≥ ε) = 0. (7.4)

On note la convergence en probabilité : Xn
P−→ X.
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Proposition 7.2.1 (Unicité ps de la limite en probabilité) Si Xn
P−→ X et Xn

P−→
X ′ alors X ′ = X ps.

Démonstration : Pour tout ε > 0, on a{
|X −X ′| > ε

}
⊂
{
|Xn −X| > ε/2

}
∪
{
|Xn −X ′| > ε/2

}
et

P
(
|X −X ′| > ε

)
≤ P

(
|Xn −X| > ε/2

)
+ P

(
|Xn −X ′| > ε/2

)
et on déduit de Xn

P−→ X et Xn
P−→ X ′ que pour tout ε > 0

P
(
|X −X ′| > ε

)
= 0.

On a alors

P(X 6= X ′) = P

(⋃
k≥1

{|X −X ′| > 1/k}

)
= 0.

�

Noter que la convergence presque sûre exige un sup supplémentaire dans la définition de
la convergence en probabilité, cf. (7.3). La convergence en probabilité s’exprime

∀ε > 0,∀δ > 0,∃n1(ε, δ) tel que pour n ≥ n1, P(|Xn −X| ≥ ε) ≤ δ. (7.5)

ce qui est équivalent à

∀ε > 0,∃n2(ε) tel que pour n ≥ n2, P(|Xn −X| ≥ ε) ≤ ε. (7.6)

En effet, (7.5) implique facilement (7.6) avec le choix δ = ε.
Puis si (7.6) est vraie :

— lorsque ε < δ, il suffit de prendre n1(ε, δ) = n2(ε).
— lorsque ε ≥ δ, on prend n1(ε, δ) = n2(δ) et on a

P(|Xn −X| ≥ ε) ≤ P(|Xn −X| ≥ δ) ≤ δ.

En fait n1(ε, δ) = n2(δ ∧ ε).
On ainsi

Proposition 7.2.2 (Métrique de la convergence en probabilité) Soit

dP(X, Y ) = inf
(
c > 0 : P(|X − Y | ≥ c) ≤ c

)
.

Alors dP définit une distance sur l’ensemble des variables aléatories et cette distance métrise
la convergence en probabilité.
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Démonstration : D’abord, on montre que dP est une distance :
— Il est clair que dP(X,X) = 0 car P(|X −X| ≥ c) = 0 et donc {c > 0 : P(|X − Y | ≥

c) ≤ c} = R+ et l’inf est 0.
— On a évidemment dP(X, Y ) = dP(Y,X).
— Puis comme

{|X − Y | ≥ c+ d} ⊂ {|X − Z| ≥ c} ∪ {|Z − Y | ≥ d}

puisque lorsque |X−Z| < c et |Z−Y | < d alors |X−Y | ≤ |X−Z|+ |Z−Y | < c+d
prouve l’inclusion convenable des complémentaires. Pour c et d tels que P(|X−Z| ≥
c) ≤ c et P(|Z − Y | ≥ d) ≤ d, on a

P(|X − Y | ≥ c+ d) ≤ P(|X − Z| ≥ c) + P(|z − Y | ≥ d) ≤ c+ d

et par définition dP(X, Y ) ≤ c + d. En faisant c ↘ d(X,Z)et d ↘ dP(Z, Y ), on a
l’inégalité triangulaire

dP(X, Y ) ≤ dP(Z, Y ) + dP(Z, Y ).

Ensuite, la formulation (7.6) de la convergence en probabiilté assure que dP(Xn, X) → 0

est équivalent à Xn
P−→ X. �

Proposition 7.2.3 (Convergences ps et proba) La convergence presque sûre implique
la convergence en probabilité : si la suite (Xn)n≥0 converge presque sûrement vers X, elle
converge en probabilité.

Démonstration : Soit ε > 0 fixé. On pose Yn = 1{|Xn−X|>ε}. Les fonctions Yn sont
mesurables, positives et majorées par 1. Par ailleurs, d’après la convergence presque sûre,
pour presque tout ω ∈ Ω, il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0,

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε

c’est à dire Yn(ω) = 0 pour tout n ≥ n0. On a donc écrit que la suite Yn converge presque
sûrement vers 0. D’après le théorème de convergence dominée

P(|Xn −X| ≥ ε) = E[Yn] −→ E
[

lim
n→+∞

Yn

]
= E[0] = 0.

�

La réciproque est fausse (cf. exemple ci-dessous). Cependant, ce résultat admet une réci-
proque partielle pour les sous-suites qu’on obtiendra par le lemme de Borel-Cantelli, cf.
Proposition 7.2.5.
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Exemple. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque sûre. Soit
l’espace de probabilité ([0, 1],B([0, 1]), λ) et on considère le tableau triangulaire de variables
aléatoires

Y2n,j(ω) = 1] j
2n
, j+1

2n
](ω), 0 ≤ j ≤ 2n − 1, n ≥ 1

On considère alors la suite (Xn)n≥1 définie par

Xp = Y2n,j lorsque p = 2n + j avec 0 ≤ j ≤ 2n − 1, n ≥ 1

(prendre n = [ln p/ ln 2] et j = p − 2n). Alors pour tout ω ∈ [0, 1], on a Xp(ω) = 1
ssi ω ∈] j

2n
, j+1

2n
] et Xp(ω) = 0 sinon. Ainsi, Xp(ω) vaut (alternativement) 0 (souvent) et

1 (parfois) et lim infn→+∞Xn(ω) = 0 et lim supn→+∞Xn(ω) = 1 si bien que Xn(ω) ne
converge pas ps. Mais pour tout ε ∈]0, 1[ et p = 2n + j, 0 ≤ j ≤ 2n − 1, puisque

P(|Xp| ≥ ε) = λ
(] j

2n
,
j + 1

2n

])
= 2−n,

Xp converge en probabilité car n = [ln p/ ln 2] et p tendent vers +∞ en même temps.

Exemple : Cas de lois de Bernoulli. Soient Xn ∼ b(pn) des variables aléatoires alors

— Xn
P→ 0 ssi pn → 0 car P(|Xn| ≥ ε) = pn pour ε ∈ (0, 1) ;

— Lorsque la suite (Xn)n est indépendante : Xn
ps→ 0 ssi

∑
n≥1 pn < +∞ d’après le

lemme de Borel-Cantelli pour la convergence ps (Proposition 7.1.2).

Définition 7.2.2 (Autre métrique pour la convergence en proba) Soient X, Y ∈
L0(Ω,F ,P). On définit

d̂P(X, Y ) = E
[

min(|X − Y |, 1)
]
.

Il est facile de voir que d̂P(X, Y ) ≥ 0, d̂P(X, Y ) = 0 ssi X = Y ps et d̂P(X, Y ) ≤
d̂P(X,Z) + dP(Z, Y ) si bien que d̂ est une métrique. Pour l’inégalité triangulaire, on note
que si min(|X − Z|, 1) = 1 alors

min(|X − Y |, 1) ≤ 1 = min(|X − Z|, 1) ≤ min(|X − Z|, 1) + min(|Z − Y |, 1);

puis si min(|X − Z|, 1) = |X − Z| et min(|Z − Y |, 1) = |Z − Y | alors

min(|X − Y |, 1) ≤ |X − Y | ≤ |X − Z|+ |Z − Y | = min(|X − Z|, 1) + min(|Y − Z|, 1)

L’inégalité triangulaire pour d̂P vient en prenant l’espérance dans l’inégalité ci-dessus.
Le résultat suivant indique qu’elle métrise la convergence en probabilité.

Proposition 7.2.4 On a Xn
P−→ X ssi d̂P(Xn, X)→ 0, n→ +∞.

Démonstration : Par l’inégalité de Markov, on a pour tout ε ∈]0, 1] :

P
(
|Xn −X| ≥ ε

)
= P

(
min(|Xn −X|, 1) ≥ ε

)
≤ d̂P(Xn, X)

ε
.
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Si ε > 1, on utilise
P
(
|Xn −X| ≥ ε

)
≤ P

(
|Xn −X| ≥ 1

)
.

Pour la réciproque, on a

d̂P(Xn, X) = E
[

min(|Xn −X|, 1)
]

= E
[

min(|Xn −X|, 1)1{|Xn−X|≤ε}
]

+ E
[

min(|Xn −X|, 1)1{|Xn−X|>ε}
]

= ε+ P(|Xn −X| > ε) ≤ 2ε (7.7)

si n est assez grand puisque P(|Xn − X| > ε) → 0 quand Xn
P→ X. On a donc bien

limn→+∞ d̂P(Xn, X) = 0. �

Proposition 7.2.5 (Critère de sous-suites) Soient X et (Xn)n≥0 des variables aléa-

toires réelles. Alors Xn
P→ X ssi de toute suite croissante d’entiers (n′) on peut extraire

(n′′) ⊂ (n′) telle que Xn′′ → X ps.

Démonstration : Supposons que Xn
P→ X. Pour tout k ∈ N∗, soit nk le plus petit entier

tel que P(|Xnk−X| ≥ 1/k) < 1/2k. Alors
∑

k∈N∗ P(|Xnk−X| ≥ 1/k) < +∞. Par le lemme
de Borel-Cantelli, pour presque chaque ω ∈ Ω, il existe k0(ω) tel que pour k ≥ k0(ω)

|Xnk(ω)−X(ω)| < 1/k. Cela assure Xnk

ps−→ X.
On en déduit le critère de sous-suite en appliquant pour toute sous-suite (n′) = (np)p≥1 ⊂
(n) le résultat précédent à Xn′ .

Réciproquement, si (Xn)n≥0 ne converge pas en probabilité, alors il existe une suite crois-
sante (n′), δ > 0 et ε > 0 tels que P(|Xn′ − X| ≥ ε) ≥ δ. Mais par hypothèse, on peut
extraire une sous-suite (n′′) ⊂ (n′) telle que Xn′′ converge ps vers X et donc en probabilité
(d’après la Proposition 7.2.3). Mais, c’est absurde car P(|Xn′−X| ≥ ε) ≥ δ et (n′′) ⊂ (n′). �

De la première partie de la preuve précédente, on déduit en particulier :

Corollaire 7.2.1 Si Xn
P→ X alors il existe (n′) ⊂ (n) tel que Xn′

ps→ X.

Remarque 7.2.1 De cette proposition, on voit que la convergence presque sûre n’est pas

métrique : supposons qu’elle est métrisée par dps et considérons Xn
P→ X. On aurait alors

Xn → X ps. En effet, si ce n’est pas le cas Xn 6
ps→ X, ie. dps(Xn, X) 6→ 0. Il existe donc

ε > 0 et (nk)k≥1 sous-suite croissante telle que dps(Xnk , X) > ε. D’après la proposition

précédente, comme Xn
P→ X, on peut extraire (nkp)p≥1 de (nk)k≥1 telle que Xnkp

→ X ps
ou encore dps(Xnkp

, X)→ 0, ce qui nie dps(Xnkp
, X) ≥ ε. On doit donc avoir Xn → X ps.

Autrement formulé : on aurait l’équivalence entre les convergences presque sûre et en
probabilité, ce qui est faux (cf. contre-exemple ci-dessus).
Conclusion : La convergence presque sûre n’est pas métrisable.
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Proposition 7.2.6 Soient f : R→ R continue et (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires

réelles qui converge en probabilité vers une variable aléatoire X. Alors f(Xn)
P→ f(X).

En particulier si en plus Yn
P−→ Y , pour tout α, β ∈ R, αXn + βYn

P→ αX + βY et

XnYn
P→ XY .

Démonstration : La preuve se fait facilement avec la Proposition 7.2.5 en utilisant la

convergence ps de sous-suite extraite. Par exemple, si Xn
P−→ X, soit (n′) ⊂ (n) une

sous-suite, on peut extaire (n′′) ⊂ (n′), telle que Xn′′ converge ps vers X. Comme f est
continue, on a aussi f(Xn′′)→ f(X) ps quand n′′ → +∞. D’après le critère de sous-suites

précédent, f(Xn)
P−→ f(X). On fait de même pour les autres assertions. �

On dit que (Xn)n≥0 est une suite de variables aléatoires réelles vérifie le critère de Cauchy
en probabilité si

∀ε > 0,∃n0,∀n ≥ m ≥ n0 : P(|Xn −Xm| ≥ ε) < ε. (7.8)

soit ∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ m ≥ n0 : dP(Xn, Xm) < ε. En utilisant (7.7), le critère (7.8) est

encore équivalent au critère de Cauchy pour d̂P :

∀ε > 0,∃n0, ∀n ≥ m ≥ n0 : d̂P(Xn, Xm) < ε.

Proposition 7.2.7 (Critère de Cauchy en probabilité) Une suite de variables aléa-
toires (Xn)n≥0 converge en probabilité ssi Xn satisfait le critère de Cauchy en probabilité

(7.8). Autrement dit, l’espace L0(Ω,F ,P) est complet pour les distances dP et d̂P métrisant
la convergence en probabilité.

Démonstration : On suppose d’abord que (Xn)n≥0 converge en probabilité vers X : pour
tout ε > 0 il existe n0 tel que dès que n ≥ n0 on ait P(|Xn −X| > ε) < ε. Par l’inégalité
triangulaire on peut écrire pour tout n ≥ m ≥ n0 :

{|Xn −Xm| > ε} ⊂ {|Xn −X| > ε/2} ∪ {|Xm −X| > ε/2}

et on en déduit le critère de Cauchy en probabilité de la convergence en probabilité. Réci-
proquement, soit ε = 2−k dans la condition de Cauchy en probabilité. On pose n1 = 1 et par
récurrence soit nk le plus petit entier tel que pour n,m ≥ nk : P(|Xn −Xm| > 2−k) ≤ 2−k,
ie.

nk = min
(
N > nk−1 : P(|Xn −Xm| > 2−k) < 2−k, ∀n,m ≥ N

)
.

Ainsi nk ≥ nk−1 et
P(|Xnk+1

−Xnk | ≥ 2−k) < 2−k.
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Par le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout ω ∈ Ω, il existe un entier k0(ω) < +∞
tel que si m ≥ k0(ω), on a |Xnm+1(ω)−Xnm(ω)| ≤ 2−m. Alors la suite de réels (Xnm(ω))m≥1

est de Cauchy. En effet, soit ε > 0 et p ≥ l ≥ max(k0, l0) avec l0 = ln(2/ε)/ ln(2), on a

|Xnp(ω)−Xnl(ω)| ≤
p−1∑
m=l

|Xnm+1(ω)−Xnm(ω)| ≤
p−1∑
m=l

2−m ≤
+∞∑
m=l

2−m ≤ 2−l+1 ≤ ε.

La limite de (Xnm(ω))m≥1, suite de Cauchy dans R, existe. On la noteX(ω) = limk→+∞Xnk(ω).
On construit ainsi X(ω) pour presque chaque ω ∈ Ω et on prend X(ω) = 0 pour les ω, né-
gligeables, tels que (Xnm(ω))m≥1 n’est pas de Cauchy. On définit ainsi la variable aléatoire
X. De cette façon, Xnk converge presque sûrement vers X et en particulier cette sous-suite
converge en probabilité vers X. Pour conclure, on écrit :

P
(
|Xn −X| > ε

)
≤ P

(
|Xn −Xnk | > ε/2

)
+ P

(
|Xnk −X| > ε/2

)
.

La condition de Cauchy garantit que le premier terme tend vers 0 pour n et k assez grands.
La convergence en probabilité de la sous-suite Xnk vers X garantit la convergence vers 0
du second terme quand k → +∞. Finalement

lim
n→+∞

P
(
|Xn −X| > ε

)
= 0,

ie. Xn
P−→ X. �

7.3 Convergence en norme p

7.3.1 Définition et propriétés

On rappelle que pour p > 1, on définit les espaces Lp :

Lp(Ω,F ,P) =
{
X : Ω→ R : ‖X‖p = (E[|X|p])1/p < +∞

}
/ ∼ps

où ∼ps désigne la relation d’équivalence « être égale presque sûrement », cf. Section 3.4.
Ce sont des espaces de Banach pour la norme ‖ · ‖p. Pour p = 2, L2(Ω,F ,P) est un espace
de Hilbert car la norme ‖ · ‖2 dérive du produit scalaire 〈X, Y 〉 = E[XY ].

Définition 7.3.1 (Convergence en norme p) On dit qu’une suite de variables aléa-
toires (Xn)n≥0 converge en norme p vers X si ‖Xn − X‖p → 0 quand n → +∞, c’est
à dire

lim
n→+∞

E
[
|Xn −X|p

]
= 0.

On note la convergence en norme p : Xn
Lp−→ X.
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Proposition 7.3.1 (Comparaison des convergences Lp et Lq) Si p ≥ q, la conver-
gence en norme p entrâıne la convergence en norme q.

Il s’agit de la même preuve que pour l’inclusion topologique Lp(Ω,F ,P) ⊂ Lp(Ω,F ,P)
fondée sur une inégalité entre norme Lp et Lq, cf. Proposition 3.4.1.
Démonstration : Soit p > q. Avec α = p

q
> 1 et β l’indice conjugué de α ( 1

α
+ 1

β
= 1),

d’après l’inégalité de Hölder, pour toute variable aléatoire X, on a :

E[|X|q] ≤ E[|X|qα]1/αE[1β]1/β ≤ E[|X|p]q/p.

On en déduit ‖X‖q ≤ ‖X‖p. Appliquée à la variable aléatoire Xn −X, on a ‖Xn −X‖q ≤
‖Xn −X‖q, ce qui conclut. �

En particulier, la convergence en norme p entrâıne toujours la convergence en norme ‖ · ‖1.
La convergence en norme ‖ · ‖∞ entrâıne toute convergence en norme p.

Proposition 7.3.2 (Convergences Lp et proba) Si Xn et X sont dans Lp(Ω,F ,P) alors

la convergence en norme ‖ ·‖p Xn
Lp−→ X entrâıne la convergence en probabilité Xn

P−→ X.

Démonstration : Il suffit d’appliquer l’inégalité de Markov : soit ε > 0,

P
(
|Xn −X| ≥ ε

)
= P

(
|Xn −X|p ≥ εp

)
≤ E[|Xn −X|p]

εp
=
‖Xn −X‖pp

εp
→ 0, n→ +∞.

La réciproque est fausse : la convergence en probabilité seule n’implique pas la convergence
(par exemple) dans L1 :
Exemple : Soit Xn de loi donnée par P(Xn = 0) = 1 − 1/n et P(Xn = an) = 1/n. On a

Xn
P−→ X = 0 puisque

P(|Xn| ≥ ε) = P(Xn = an) = 1/n→ 0.

Puis E[|Xn − X|] = E[|Xn|] = |an|/n qui ne tend pas vers 0 en général : par exemple si
an = 2n alors E[Xn] = 2→ 2, si an = n2 alors E[Xn]→ +∞.
Dans la section suivante, on introduit la notion qui permet de donner une réciproque à la
Proposition 7.3.2, cf. le Théorème de Vitali (Théorème 7.3.1).

7.3.2 Uniforme intégrabilité

Définition 7.3.2 (Uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires intégrables
(Xn)n≥0 est dite uniformément intégrable (u.i.) si

lim
c→+∞

sup
n≥0

E
[
|Xn|1{|Xn|>c}

]
= 0.
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Remarque 7.3.1 — Une famille de variables aléatoires avec un seul élément (inté-
grable) est uniformément intégrable (par convergence dominée !).

— Une suite de variables aléatoires dominées par une variable aléatoire Z intégrable
est uniformément intégrable. En effet, par croissance |Xn|1{|Xn|>c} ≤ Z1{Z>c}, d’où :

lim
c→+∞

sup
n≥0

E[|Xn|1{|Xn|>c}] ≤ lim
c→+∞

E[Z1{Z>c}] = 0.

— Une suite finie de variables intégrables est uniformément intégrable. En effet, une
telle suite (Xk)k=1,...,n est dominée par

∑n
k=1 |Xk| intégrable.

— Si (Xn)n≥0 et (Yn)n≥0 sont deux suites de variables aléatoires avec, pour tout n,
|Xn| ≤ |Yn| et (Yn)n≥0 uniformément intégrable alors (Xn)n≥0 l’est aussi.

Proposition 7.3.3 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires dans Lp telle que pour
δ > 0 la suite est bornée dans Lp+δ. Alors la suite (Xp

n)n≥0 est uniformément intégrable.

Démonstration : En effet,

sup
n≥0

E[|Xn|p1{|Xn|p>c}] = sup
n≥0

E[|Xn|p × 1× 1{|Xn|/c1/p>1}]

≤ sup
n≥0

E
[
|Xn|p ×

|Xn|δ

cδ/p
× 1{|Xn|/c1/p>1}

]
≤ 1

cδ/p
sup
n≥0

E[|Xn|p+δ] = O
(
c−δ/p

)
→ 0, c→ +∞.

�

Rappelons que si une variable aléatoire X est intégrable alors pour tout ε > 0, il existe
η > 0 tel que si A ∈ F avec P(A) < η alors E[|X|1A] < ε. En effet, c’est une conséquence
du théorème de convergence dominée : pour c assez grand, E[|X|1{|X|>c}] ≤ ε/2. Puis pour
η < ε/(2c), on a

E
[
|X|1A

]
= E

[
|X|1A∩{|X|>c}

]
+ E

[
|X|1A∩{|X|≤c}

]
≤ ε

2
+ cP(A) ≤ ε

2
+ cη < ε.

Pour des variables aléatoires uniformément intégrables, on a la généralisation suivante de
ce rappel :

Proposition 7.3.4 (Critère d’uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires
réelles (Xn)n≥0 est uniformément intégrable ssi

1. ∀ε > 0, ∃η > 0 tel que pour A ∈ F avec P(A) < η on a E[|Xn|1A] < ε pour tout
n ∈ N.

2. supn≥0 E[|Xn|] < +∞.
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Démonstration : On suppose d’abord que (Xn)n≥0 est uniformément intégrable : pour
tout ε > 0, ∃c > 0 tel que supn≥0 E[|Xn|1{|Xn|>c}] < ε/2. Alors pour A ∈ F et n ∈ N, on a

E[|Xn|1A] = E[|Xn|1A∩{|Xn|>c}] + E[|Xn|1A∩{|Xn|≤c}] ≤
ε

2
+ cP(A).

On obtient alors 1) avec η = ε/(2c) et 2) avec A = Ω.
Réciproquement, on fixe ε > 0 et on considère η > 0 donné par 1) et M = supn≥0 E[|Xn|] <
+∞ par 2). D’après l’inégalité de Markov, pour tout c ≥M/η, on a

P(|Xn| > c) ≤ E[|Xn|]
c

≤ M

c
≤ η.

En appliquant le 1) pour chaque n avec A = {|Xn| > c}, on a E[|Xn|1{|Xn|>c}] ≤ ε. �

Proposition 7.3.5 Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors la famille de variables
aléatoires {E[X|G] : G sous-tribu de F} est uniformément intégrable.

Démonstration : Notons XG = E[X|G]. Comme {XG > c} est G-mesurable, par définition
de l’espérance conditionnelle XG = E[X|G], on a :

E[|XG|1{|XG |>c}] = E[|X|1{|XG |>c}]. (7.9)

Mais par l’inégalité de Markov

P(|XG| > c) ≤ E[|XG|]
c

=
E[|E[X|G]|]

c
≤ E[E[|X| |G]]

c
=

E[|X|]
c

.

Puis comme X est intégrable, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que si P(A) < δ alors
E[|X|1A] < ε. Avec c > E[|X|]/δ, on a P(|XG| > c) ≤ δ et donc E[|X|1{|XG |>c}] < ε.
Finalement, avec l’égalité (7.9), on a E[|XG|1{|XG |>c}] < ε, c’est à dire

lim
c→+∞

sup
G sous-tribu de F

E[|XG|1{|XG |>c}] = 0,

ce qui prouve la Proposition 7.3.5. �

Théorème 7.3.1 (Vitali) Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires intégrables. Il y
a équivalence entre

1. (Xn)n≥0 converge dans L1 ;

2. (Xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans L1, ie. ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n,m ≥ n0, E[|Xn−
Xm|] < ε ;

3. (Xn)n≥0 est uniformément intégrable et (Xn)n≥0 converge en probabilité.
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Remarque 7.3.2 — L’implication 2) ⇒ 1) montre que L1 est un espace complet
pour ‖ · ‖1. Il s’agit du théorème de Riesz-Fisher (Th. 3.4.3) pour L1.

— Le même résultat est vrai avec Lp, p ≥ 1, à la place de L1 si Xp
n est uniformément

intégrable, cf. le Corollaire 7.3.1 pour un énoncé précis. En particulier, (Lp, ‖ · ‖p)
est complet (Th. 3.4.3).

Démonstration : 1) ⇒ 2) : la convergence L1 implique la condition de Cauchy dans L1

(inégalité triangulaire).

2) ⇒ 3) : Par la condition de Cauchy, pour tout ε > 0, il existe n0 = n0(ε) tel que si
n,m ≥ n0 alors E[|Xn −Xm|] < ε/2. Ainsi pour tout A ∈ F et n ≥ n0,

E[|Xn|1A] ≤ E[|Xn −Xn0|1A] + E[|Xn0 |1A] ≤ E[|Xn −Xn0|] + E[|Xn0 |1A]

≤ ε/2 + E[|Xn0|1A].

Il suit supn≥n0
E[|Xn|1A] ≤ ε/2 + E[|Xn0|1A] et

sup
n≥0

E[|Xn|1A] ≤ ε/2 + sup
k≤n0

E[|Xk|1A].

Avec A = Ω, on déduit supn≥0 E[|Xn|] < +∞. Puis, comme la suite finie (Xk)k≤n0 est
uniformément intégrable, il existe η > 0 tel que P(A) < η implique supk≤n0

E[|Xk|1A] ≤
ε/2. Finalement, supn≥0 E[|Xn|1A] ≤ ε/2 + ε/2 = ε pour P(A) < η. La Proposition 7.3.4
s’applique et donne l’uniforme intégrabilité de (Xn)n≥0.
Ensuite, par l’inégalité de Markov,

P(|Xn −Xm| ≥ ε) ≤ E[|Xn −Xm|]
ε

→ 0, n,m→ +∞.

La suite (Xn)n≥0 est donc de Cauchy en probabilité, ce qui donne la convergence en pro-
babilité de toute la suite d’après la Proposition 7.2.7.

3) ⇒ 1) : Comme Xn converge en probabilité vers X, de toute sous-suite (n′) ⊂ (n), on
peut extraire une sous-suite (n′′) ⊂ (n′) telle que Xn′′ converge ps vers X. Le lemme de
Fatou, avec l’uniforme intégrabilité, garantit X ∈ L1 :

E[|X|] = E
[

lim inf
n′′→+∞

|Xn′′|
]
≤ lim inf

n′′→+∞
E[|Xn′′|] ≤ sup

n≥0
E[|Xn|] < +∞

d’après l’uniforme intégrabilité. Puis pour tout ε > 0, on a

E[|Xn −X|] ≤ E[|Xn −X|1{|Xn−X|<ε}] + E[|Xn −X|1{|Xn−X|≥ε}]
≤ E[|Xn −X|1{|Xn−X|<ε}] + E[|Xn|1{|Xn−X|≥ε}] + E[|X|1{|Xn−X|≥ε}]
≤ ε+ E[|Xn|1{|Xn−X|≥ε}] + E[|X|1{|Xn−X|≥ε}].

Comme {X,X1, . . . , Xn, . . .} est uniformément intégrable, il existe η tel que pour P(A) ≤ η :

E[|Xn|1A] < ε, E[|X|1A] < ε.
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Puis d’après la convergence en probabilité Xn
P−→ X pour n assez grand P(|Xn − X| ≥

ε) ≤ η si bien que

E[|Xn|1{|Xn−X|≥ε}] < ε, E[|X|1{|Xn−X|≥ε}] < ε.

Finalement, pour n assez grand, on a E[|Xn −X|] ≤ 3ε, ce qui prouve le 1). �

Corollaire 7.3.1 (Vitali version Lp) Soient p ≥ 1 et (Xn)n≥0 une suite de variables
aléatoires de Lp(Ω,F ,P). Il y a équivalence entre

1. (Xn)n≥0 converge dans Lp.

2. (Xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans Lp, ie. E[|Xn −Xm|p]→ 0, m,n→ +∞.

3. (Xp
n)n≥0 est uniformément intégrable et (Xn)n≥0 converge en probabilité.

Démonstration : La preuve est similaire à celle du Th. 7.3.1 en utilisant les propriétés
de la norme ‖ · ‖p. �

7.4 Convergence en loi

Définition 7.4.1 (Convergence en loi) Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires
réelles. On dit que (Xn)n≥0 converge en loi vers la variable aléatoire X si la fonction de
répartition Fn(t) de Xn converge vers F(t), celle de X en tout point t où F est continue
(c’est à dire en les points t tels que P(X = t) = 0). On note la convergence en loi :
Xn =⇒ X.

On peut noter que, pour cette convergence, les variables aléatoires ne sont pas nécessaire-
ment définies sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P). Cela est par contre nécessaire
pour les convergences presque sûre, en probabilité, en norme ‖ · ‖p.

Remarque 7.4.1 Si X est une variable aléatoire à densité, sa fonction de répartition est
continue et il n’y a plus d’hypothèse restrictive à faire sur les points de continuité t dans
la définition de la convergence en loi puisque pour tout t on a P(X = t) = 0.

Exemple : Soit Xn de loi de Bernoulli donnée par P(Xn = 1 + 1/n) = P(Xn = 0) = 1
2
.

Alors la suite (Xn)n≥0 converge en loi vers X de loi P(X = 0) = P(X = 1) = 1
2
.

Théorème 7.4.1 La convergence en loi Xn ⇒ X est équivalente à avoir pour toute fonc-
tion g : R→ R continue bornée :

lim
n→+∞

E[g(Xn)] = E[g(X)]. (7.10)
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Remarque 7.4.2 En fait, la définition de la convergence en loi par les fonctions de ré-
partition ne permet de considérer la convergence en loi que pour les variables ou vecteurs
aléatoires à valeurs dans un espace fini-dimensionel (ie. ce qu’on a appelé variables aléa-
toires réelles ou vecteurs aléatoires). Par contre, la condition (7.10) permet de définir la
convergence en loi pour les variables aléatoires à valeurs dans un espace métrique S quel-
conque avec g : S → R continue bornée. En général, dans les espaces métriques, on prend
donc (7.10) pour définition de la convergence en loi.

Démonstration : • Sens direct. On suppose d’abord g de classe C1 à support compact.
En particulier g′ est bornée et à support compact et la mesure |g′(y)|dy a sa masse totale
finie : ∫

R
|g′(y)|dy ≤ sup

y∈Supp(g′)

(|g′(y)|) λ(Supp(g′)) < +∞. (7.11)

Par le théorème de Fubini, on a

E[g(Xn)] =

∫
R
g(x)PXn(dx) =

∫
R

(∫ x

−∞
g′(y)dy

)
PXn(dx)

=

∫
R
g′(y)

∫ +∞

y

PXn(dx)dy =

∫
R
(1− Fn(y))g′(y)dy.

(Noter que le théorème de Fubini s’applique puisque, d’après (7.11), g′(y) est intégrable par
rapport à dyPXn(dx).) La fonction F a au plus un nombre dénombrable de discontinuité et,
en ses points de continuité, 1− Fn converge vers 1− F (par convergence en loi) en restant
bornée par 1 (car une fonction répartition est à valeurs dans [0, 1]). Par convergence dominée
(dans le membre de droite), on a :

lim
n→+∞

E[g(Xn)] = lim
n→+∞

∫
R
(1− Fn(y))g′(y)dy =

∫
R
(1− F (y))g′(y)dy = E[g(X)]

ce qui prouve (7.10) lorsque g ∈ C1
c .

On suppose maintenant que g est continue à support compact mais pas nécessairement
dérivable. Pour tout ε > 0, il existe une fonction h de classe C1 à support compact telle
que |g(x)−h(x)| ≤ ε

4
pour tout x ∈ R (par exemple, prendre h = hk = g ∗ek la convolée de

g avec une approximation de l’unité ek qui est C1 à support compact assez petit). D’après
le cas précédent, il existe n0 tel que pour n ≥ n0, on a |E[h(Xn)] − E[h(X)]| ≤ ε

2
. Pour

n ≥ n0, on a alors :

|E[g(Xn)]− E[g(X)]|
≤ |E[g(Xn)]− E[h(Xn)]|+ |E[h(Xn)]− E[h(X)]|+ |E[h(X)]− E[g(X)]|
≤ ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε

ce qui prouve (7.10) lorsque g ∈ C0
c .
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On suppose enfin que g est continue et bornée (et, pour simplifier, disons par 1). Étant
donné ε > 0, il existe h continue à support compact telle que 0 ≤ h ≤ 1 et avec E[h(X)] >
1− ε/5 : limn→+∞ P(X ∈ [−n, n]) = 1 donc il existe n0 tel que P(X ∈ [−n0, n0]) ≥ 1− ε/5,
on prend alors

h(x) = 1 si x ∈ [−n0, n0], h(x) = 0 si x 6∈ [−n0−1, n0+1] et h linéaire sur [−n0−1,−n0]
et [n0, n0 + 1] ; on a alors E[h(X)] ≥ E[1[−n0,n0](X)] = P(X ∈ [−n0, n0]) ≥ 1− ε/5.

On déduit, par la convergence en loi avec h continue à support compact, qu’il existe
n1 tel que pour n ≥ n1, on a E[h(Xn)] > 1 − ε/4. La fonction gh est continue à support
compact. Il existe donc un entier n2 tel que pour n ≥ n2 on a∣∣E[(gh)(Xn)]− E[(gh)(X)]

∣∣ ≤ ε

2
.

On a alors pour tout n ≥ max(n1, n2) (en écrivant g = gh+ g(1− h)) :∣∣E[g(Xn)]− E[g(X)]
∣∣

≤
∣∣E[(gh)(Xn)]− E[(gh)(X)]

∣∣+
∣∣E[g(1− h)(Xn)]

∣∣+
∣∣E[g(1− h)(X)]

∣∣
≤ ε

2
+ E[|(1− h)(Xn)|] + E[|(1− h)(X)|] ≤ ε

ce qui termine la preuve du sens direct.

• Sens réciproque. Soit x ∈ R un point de continuité de F , la fonction de répartition
de X. Choisissons y > x (à préciser dans un instant) et soit f la fonction égale à 1 pour
u ≤ x et égale à 0 pour u ≥ y, et affine entre x et y. Cette fonction est continue et bornée
par 1. Puis comme 1]−∞,x] ≤ f ≤ 1]−∞,y], on a

P(Xn ≤ x) = E[1]−∞,x](Xn)] ≤ E[f(Xn)] ≤ E[1]−∞,y](Xn)] = P(Xn ≤ y) (7.12)

c’est à dire Fn(x) ≤ E[f(Xn)] ≤ Fn(y). De la même manière avec X à la place de Xn, on
a F (x) ≤ E[f(X)] ≤ F (y).
Fixons ε > 0, par continuité (à droite) de F en x, il existe y0 ≥ x tel que F (x) ≤ F (y0) ≤
F (x)+ε/2. On choisit la fonction f0 associée comme précédemment à ce y0. Par hypothèse
pour cette fonction f0 continue bornée, il existe n0 tel que

∀n ≥ n0, E[f0(Xn)] ≤ E[f0(X)] + ε/2.

Il en résulte que pour tout n ≥ n0,

Fn(x) ≤ E[f0(Xn)] ≤ E[f0(X)] + ε/2 ≤ F (y0) + ε/2 ≤ F (x) + ε. (7.13)

En choisissant de façon analogue y < x, on construit des fonctions f̃ pour lesquelles on
obtient des inégalités inversées :

Fn(y) ≤ E[f̃(Xn)] ≤ Fn(x), F (y) ≤ E[f̃(X)] ≤ F (x). (7.14)
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Par continuité (à gauche) de F en x, on peut alors choisir y1 ≤ x tel que F (x) − ε/2 ≤
F (y1) ≤ F (x) ; puis pour la fonction f̃1 associée à ce y1 comme ci-dessus, l’hypothèse donne
l’existence de n1 tel que

∀n ≥ n1, E[f̃1(Xn)] ≥ E[f̃1(X)]− ε/2

puis pour tout n ≥ n1,

Fn(x) ≥ E[f̃1(Xn)] ≥ E[f̃1(X)]− ε/2 ≥ F (y1)− ε/2 ≥ F (x)− ε. (7.15)

Finalement avec (7.13), (7.15), on a obtenu la convergence de Fn(x) vers F (x) : pour tout
n ≥ max(n1, n2), on a

F (x)− ε ≤ Fn(x) ≤ F (x) + ε.

�

Un des intérêts de la convergence en loi est de permettre d’approcher les lois inconnues (ou
connues mais, parfois, difficilement calculables) des Xn par celle (souvent plus simple) de la
limite X, comme par exemple dans le théorème central limite (cf. Section 8.2). D’où l’im-
portance de critères simples garantissant cette convergence sans repasser par la définition.
On en donne ci-dessous quelques uns : le Théorème 7.4.2 (plutôt utile dans les contextes
théoriques) et le Théorème 7.4.3 (plus pratique à l’aide des fonctions caractéristiques).

Théorème 7.4.2 (Portmanteau) Les assertions suivantes sont équivalentes quand n→
+∞ pour des variables aléatoires Xn à valeurs dans un espace métrique S.

1. Xn ⇒ X, ie. pour toute fonction f : S → R continue et bornée

lim
n→+∞

E[f(Xn)] = E[f(X)].

2. Pour toute fonction f : S → R uniformément continue et bornée

lim
n→+∞

E[f(Xn)] = E[f(X)].

3. Pour tout fermé F , lim supn→+∞ P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ).

4. Pour tout ouvert G, lim infn→+∞ P(Xn ∈ G) ≥ P(X ∈ G).

5. Pour tout A tel que P(X ∈ Ā \ A◦) = 0, on a limn→+∞ P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A).

Théorème 7.4.3 La convergence en loi Xn ⇒ X est équivalente à la convergence simple
des fonctions caractéristiques :

lim
n→+∞

ϕXn(t) = ϕX(t), ∀t ∈ R.
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Démonstration : Le sens direct est immédiat avec le Théorème 7.4.1 puisqu’on a ϕX(t) =
E[gt(X)] avec gt(x) = eitx continue bornée.
Pour la réciproque, on suppose d’abord que g : R → R est C2 à support compact. Sa
transformée de Fourier ĝ(t) =

∫
R e

itxg(x)dx est alors dans L1(R,B(R), λ). En effet, ĝ est
bornée ainsi que celle de g′′ qui est égale à t2ĝ(t). On a donc ĝ(t) = O(1/t2) en +∞ et ĝ
est bornée si bien que ĝ ∈ L1(R,B(R), λ).
Comme ĝ ∈ L1(R,B(R), λ), on peut appliquer le théorème d’inversion de Fourier pour
écrire

g(x) =
1

2π

∫
R
e−itxĝ(t)dt.

Comme ĝ est intégrable, le théorème de Fubini s’applique et donne :

E[g(Xn)] =
1

2π
E
[∫

R
e−itXn ĝ(t)dt

]
=

1

2π

∫
R
E[e−itXn ]ĝ(t)dt

=
1

2π

∫
R
ϕXn(−t)ĝ(t)dt.

Mais comme ϕXn(−t) converge vers ϕX(−t) pour chaque t et que |ϕXn(−t)| ≤ 1 pour tout
t ∈ R avec en plus ĝ intégrable, par le théorème de convergence dominée, on a

lim
n→+∞

E[g(Xn)] =
1

2π

∫
R
ϕX(−t)ĝ(t)dt = E[g(X)].

Lorsque l’on suppose seulement g continue à support compact puis ensuire continue bornée,
on procède comme précédemment dans la preuve du sens direct du Théorème 7.4.1. �

Une version plus générale du Théorème 7.4.3 donne la convergence en loi quand il y a
convergence simple des fonctions caractéristiques avec une hypothèse simple sur la limite
pour qu’elle soit une fonction caractéristique.

Théorème 7.4.4 (Paul Lévy) On considère une suite de fonctions caractéristiques (ϕn)n≥0

de variables aléatoires Xn réelles. On suppose que, pour chaque t ∈ R, limn→+∞ ϕn(t) =
ϕ(t) et que ϕ est une fonction continue en t = 0. Alors ϕ est la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire X et on a la convergence en loi Xn ⇒ X, n→ +∞.

Démonstration : On note Fn(x) = P(Xn ≤ x) la fonction de répartition de chaque
variable aléatoire Xn.

Étape 1. Soit {r1, r2, . . . , rn, . . .} une énumération de Q. Pour chaque j ≥ 1, on considère
la suite (Fn(rj))n. Comme c’est une suite de [0, 1], elle contient une sous-suite convergente
(Théorème de Bolzano-Weierstrass). Par une procédure d’extraction diagonale, on peut
trouver une sous-suite Gk = Fnk de Fn telle que limk→+∞Gk(r) = br existe pour tout
r ∈ Q. Comme Fnk est croissante, on a facilement br ≤ br′ si r < r′.
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Étape 2. On reconstruit une fonction à partir du squelette br, r ∈ Q. Pour cela, on note
G(t) = infr>t br. Il est clair que G est croissante car si t < t′ alors G(t) ≤ G(t′). Puis si
tn ↘ t et si r > t alors, pour n assez grand, r > tn, on en déduit que G(t) = infn≥1G(tn)
pour toute suite tn ↘ t. Cela justifie la continuité à droite de G.

Étape 3. On montre qu’en tout point de continuité t de G alors limn→+∞Gn(t) =
G(t). Soit r ∈ Q, r > t. Alors Gn(t) ≤ Gn(r) et limn→+∞Gn(r) = br. On en dé-
duit que lim supn→+∞Gn(t) ≤ br. Comme c’est vrai pour tout r ∈ Q, r > t, on a
lim supn→+∞Gn(t) ≤ G(t) = infr>t br. Soit maintenant s < t et r ∈ Q tel que s < r < t.
Alors lim infn→+∞Gn(t) ≥ lim infn→+∞Gn(r) = br ≥ G(s). Comme cela est vrai pour
chaque s < t, on en déduit lim infn→+∞Gn(t) ≥ sups<tGn(s) = G(t−) = G(t) puisque t
est un point de continuité de G. Finalement, pour un tel t, on a Gn(t)→ G(t).

Attention, cependant, à ce stade G n’est pas nécessairement une fonction de répartition,
par exemple Fn(t) = δn((−∞, t]) dont la limite G(t) existe et est nulle pour tout t mais
G ≡ 0 n’est pas une fonction de répartition.

Étape 4. On utilise le résultat suivant :

Lemme 7.4.1 Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique ψ et de fonction
de répartition G. Alors pour tout T > 0,

1−G(2/T ) +G(−2/T ) ≤ 2

(
1− 1

2T

∫ T

−T
ψ(t)dt

)
.

D’après ce lemme, pour tout k ≥ 1, on a

1−Gk(2/T ) +Gk(−2/T ) = 1− Fnk(2/T ) + Fnk(−2/T ) ≤ 2

(
1− 1

2T

∫ T

−T
ϕnk(t)dt

)
.

Il est possible de choisir T tel que ± 2
T

soient des points de continuité de G. Par continuité
de G (à gauche) et convergence dominée (à droite), avec k → +∞, on a

1−G(2/T ) +G(−2/T ) ≤ 2

(
1− 1

2T

∫ T

−T
ϕ(t)dt

)
.

Comme ϕ(0) = 1, et ϕ est continue en 0, on a

lim
T→0

1

2T

∫ T

−T
ϕ(t)dt = 1.

On laisse alors T → 0 de façon que ± 2
T

restent des points de continuité de G. On en déduit
que 1−G(+∞) +G(−∞) = 0, ce qui exige G(−∞) = 0 et G(+∞) = 1.
Finalement, G est croissante, continue à droite avec des limites à gauche de limite 0 et 1
en −∞ et +∞. D’après le Théorème 2.3.1, G est une fonction de répartition.
On note Q la loi de fonction de répartition G. Cette loi est unique par caractérisation des
lois par leur fonction de répartition.
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Étape 5. Dans l’étape 1, on a montré qu’en tout point de continuité de G, fonction de
répartition, on a

lim
k→+∞

Gk = lim
k→+∞

Fnk = G.

On a donc PXnk ⇒ Q, k → +∞, et donc ϕnk → ϕQ d’après le Théorème 7.4.1. Comme par
hypothèse ϕn → ϕ, cela exige ϕQ = ϕ.
Toute sous-suite (n′) telle que PXn′ converge en loi doit converger vers Q puisque on doit
avoir ϕn′ → ϕ et que ϕ est nécessairement la fonction caractéristique de la loi limite, cette
loi limite doit donc être Q. Mais si Xn 6⇒ Q alors il existe g continue bornée telle que
E[g(Xn)] 6→ E[g(X)] où X ∼ Q, c’est à dire qu’il existe ε > 0 et une sous-suite (n′) tels
que ∣∣E[g(Xn′)]− E[g(X)]

∣∣ ≥ ε. (7.16)

Mais en appliquant les étapes 1, 2 et 3 de cette preuve à Xn′ , on montre que Xn′ converge
en loi. D’après ce qui précède, cette loi doit nécessairement être Q, ce qui contredit (7.16)
pour n′ assez grand. �

Démonstration :[Lemme 7.4.1] Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique
ψ et soit T > 0. D’après le théorème de Fubini,

1

2T

∫ T

−T
ψ(t)dt = E

[
1

2T

∫ T

−T
eitXdt

]
= E

[
sin(TX)

TX

]
≤ E

[∣∣∣∣sin(TX)

TX

∣∣∣∣]
≤ E

[∣∣∣∣sin(TX)

TX
1{|X|<α}

∣∣∣∣]+ E
[∣∣∣∣sin(TX)

TX
1{|X|≥α}

∣∣∣∣]
≤ E[1{|X|<α}] +

1

Tα
E[1{|X|≥α}]

où dans la dernière égalité, on a utilisé | sinx| ≤ |x| et | sinx| ≤ 1. On en déduit

1− 1

2T

∫ T

−T
ψ(t)dt ≥ 1− P(|X| < α)− 1

Tα
P(|X| ≥ α)

=

(
1− 1

Tα

)
P(|X| ≥ α) ≥

(
1− 1

Tα

)
(1−G(α) +G(−α))

car P(X < α) ≤ P(X ≤ α) = G(α). On conclut en prenant α = 2
T

. �

Théorème 7.4.5 (Continuous mapping theorem) Soit f : S → S ′ une application
entre espaces métriques et (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires à valeurs dans S.
Alors si Xn ⇒ X et f est continue PX-presque partout, on a aussi f(Xn) =⇒ f(X),
n→ +∞.
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Démonstration : Notons Yn = f(Xn). Si f est continue alors le résultat vient facilement
du Théorème 7.4.1 : on considère g continue bornée, g ◦ f l’est encore et le Théorème 7.4.1
(sens direct) donne pour la convergence Xn ⇒ X

E[g(Yn)] = E[(g ◦ f)(Xn)]→ E[(g ◦ f)(X)] = E[g(Yn)].

Le sens indirect du Théorème 7.4.1 assure alors Xn ⇒ X.
Dans le cas général où f est seulement PX-ps continue, il faut utiliser le Théorème 7.4.2
(Portmanteau).
�

7.4.1 Convergence en loi et autres convergences

Proposition 7.4.1 (Convergences ps et en loi) Si la suite (Xn)n≥0 converge presque
sûrement vers X, elle converge en loi vers X.

Démonstration : On pourrait le justifier en utilisant que la convergence en probabilité
(impliquée par la convergence presque sûre cf. Proposition 7.2.3) implique la convergence
en loi (cf. ci-dessous la Proposition 7.4.2).
On en donne une preuve indépendante à l’aide du critère de convergence en loi énoncé par le
Théorème 7.4.3. Soit f une fonction continue bornée. Si Xn → X ps, alors f(Xn)→ f(X)
presque sûrement et f(Xn) est bornée par ‖f‖∞, qui comme toutes les constantes est P-
intégrable. Mais alors par convergence dominée, E[f(Xn)] → E[f(X)], n → +∞, ce qui
justifie la convergence en loi par le Théorème 7.4.2. �

Proposition 7.4.2 (Convergences en proba et en loi) La convergence en probabilité
implique la convergence en loi.

Démonstration : Il s’agit de montrer que si (Xn)n≥0 converge en probabilité vers X, la
suite Fn(x) = P(Xn ≤ x) converge vers FX(x) = P(X ≤ x) en tout point x où FX est
continue.
Soit ε > 0, Xn = X + (Xn−X) est inférieure à x si soit X ≤ x+ ε soit Xn−X ≤ −ε. On
a donc {Xn ≤ x} ⊂ {X ≤ x+ ε} ∪ {Xn −X ≤ −ε} puis

P(Xn ≤ x) ≤ P(X ≤ x+ ε) + P(Xn −X ≤ −ε)
≤ P(X ≤ x+ ε) + P(|Xn −X| ≥ ε).

Soit η > 0, par continuité de FX en x, il existe ε0 tel que FX(x) ≤ FX(x+ε0) ≤ FX(x)+η/2.
Pour ce choix de ε0, d’après la convergence en probabilité, il existe n0 tel que pour tout
n ≥ n0, P(|X −Xn| ≥ ε0) ≤ η/2. Finalement, pour tout n ≥ n0,

FXn(x) = P(Xn ≤ x) ≤ FX(x+ ε0) +P(|Xn−X| ≥ ε0) ≤ FX(x) + η/2 + η/2 ≤ FX(x) + η.
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Un raisonnement analogue partant de l’inégalité

P(X ≤ x− ε) ≤ P(Xn ≤ x) + P(X −Xn ≤ −ε)

réécrite sous la forme

P(Xn ≤ x) ≥ P(X ≤ x− ε)− P(X −Xn ≤ −ε)
≥ P(X ≤ x− ε)− P(|X −Xn| ≥ ε)

puis pour n assez grand :

FXn(x) ≥ FX(x− ε)− P(|X −Xn| ≥ ε) ≥ FX(x)− η

2
− η

2

(η étant fixé, on choisit ε assez petit tel que FX(x − ε) > FX(x) − η/2 par continuité de
FX en x ; puis pour cet ε > 0, la convergence en probabilité rend P(|X −Xn| ≥ ε) ≤ η/2
pour n assez grand) permet de montrer la seconde inégalité, ie. FXn(x) ≥ FX(x)− η pour
n assez grand.
Finalement, on a établit la convergence de FXn(x) vers FX(x), en x point de continuité de
FX . �

Remarque 7.4.3 La réciproque est fausse en général : la convergence en loi n’entrâıne
pas la convergence en probabilité. Pour le voir, considérons par exemple (Xn)n∈N∪{+∞} une
suite de variable iid de loi b(p). Comme la suite est de même loi, on a immédiatement
Xn ⇒ X. Puis

Xn −X =


1− 1 = 0 avec probabilité 1/4
1− 0 = 1 avec probabilité 1/4
0− 1 = −1 avec probabilité 1/4
0− 0 = 0 avec probabilité 1/4.

Pour ε ∈]0, 1[, on a alors

P(|Xn −X| ≥ ε) = P(Xn −X = ±1) = 1/2 6→ 0.

Cependant, dans un cas bien particulier, on a une réciproque partielle :

Proposition 7.4.3 (Convergence en proba et en loi 2) Si Xn converge en loi vers la
constante c alors Xn converge en probabilité vers c.

Démonstration : En effet, soit pour ε > 0, h = 1]−∞,c−ε]∪[c+ε,+∞[ et g la fonction qui vaut
1 si x ≤ c− ε ou x ≥ c+ ε, 0 en c et affine entre c− ε et c puis entre c et c+ ε. La fonction
g est continue, bornée et h ≤ g. On a

P(|Xn − c| ≥ ε) = E[1{|Xn−c|≥ε}] =

∫
h(Xn)dP ≤

∫
g(Xn)dP→

∫
g(c)dP = g(c) = 0
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en appliquant le Théorème 7.4.1. On a donc limn→+∞ P(|Xn − c| ≥ ε) = 0. �
La convergence en loi ne vérifie pas de bonnes propriétés arithmétiques : si par exemple Xn

tend en loi vers X, il n’est pas vrai que Xn−X tend vers 0. En effet, prendre par exemple,
Xn et X des variables aléatoires de loi normale centrée réduite N (0, 1) alors la loi des Xn

cöıncide avec celle de X mais aussi celle de −X (car X et −X ont même loi, par parité
de la densité de N (0, 1) !). Donc les Xn convergent en loi vers −X, pourtant si Xn ⊥⊥ X,
Xn −X suit une loi normale N (0, 2) qui n’est pas la loi de 0 = X −X. Cependant, dans
certains cas, le lemme de Slutsky donne des résultats positifs.

Lemme 7.4.2 (Slutsky) Soit Xn ⇒ X et Yn ⇒ c où c est une constante. Alors

(Xn, Yn)⇒ (X, c). (7.17)

Ainsi, Xn + Yn ⇒ X + c, XnYn ⇒ cX, Xn/Yn ⇒ X/c (si c 6= 0).

Remarque 7.4.4 Si Xn
P−→ X, on a aussi (Xn, Yn)

P−→ (X, c). Mais on a mieux pour la

convergence en probabilité : si Xn
P−→ X et Yn

P−→ Y alors (Xn, Yn)
P−→ (X, Y ) puisque

‖(Xn, Yn)− (X, Y )‖1 = ‖Xn −X‖+ ‖Yn − Y ‖.

On commence par une version plus faible de Slutsky qui contient l’essentiel de la difficulté
et à laquelle on va se ramener :

Proposition 7.4.4 (Slutsky) Si la suite (Xn)n≥1 converge en loi vers X et si (Yn)n≥1

converge en loi vers 0 alors Xn + Yn converge en loi vers X.

Démonstration : En utillisant le théorème Portmanteau (Th. 7.4.2), on montre la conver-
gence en loi en montrant pour f uniformément continue bornée que

lim
n→+∞

E
[
f(Xn + Yn)

]
= E[f(X)]. (7.18)

Soit ε > 0 fixé. Par uniforme continuité de f , il existe δ > 0 tel que |y| < δ implique pour
tout x : |f(x+ y)− f(x)| < ε. Comme f est bornée, on a∣∣E[f(Xn + Yn)

]
− E[f(Xn)]

∣∣
=

∣∣∣E[(f(Xn + Yn)− f(Xn)
)
1{|Yn|<δ}

]
+ E

[(
f(Xn + Yn)− f(Xn)

)
1{|Yn|≥δ}

]∣∣∣
= E

[∣∣f(Xn + Yn)− f(Xn)
∣∣1{|Yn|<δ}]+ E

[∣∣f(Xn + Yn)− f(Xn)
∣∣1{|Yn|≥δ}]

≤ εP
(
|Yn| < δ

)
+ 2‖f‖∞P

(
|Yn| ≥ δ

)
car |f(Xn + Yn)− f(Xn)|1{|Yn|<δ} ≤ ε1{|Yn|<δ}. Comme Yn

P−→ 0 (Prop. 7.4.3), on a

lim sup
n→+∞

∣∣E[f(Xn + Yn)
]
− E[f(Xn)]

∣∣ ≤ ε.
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En faisant ε↘ 0 et comme limn→+∞ E[f(Xn)] = E[f(X)] (Xn ⇒ X), on a bien (7.18). �

Démonstration :[Lemme de Slutsky] Les affirmations 1), 2), 3) sont des conséquences
faciles de (7.17) combiné avec le continuous mapping theorem (Théorème 7.4.5) appliqué
avec les fonctions continues g1(x, y) = x+ y, g2(x, y) = xy et g3(x, y) = x/y. Il reste à voir
(7.17).

Pour cela, on considère f(x, y) continue bornée et on montre que E[f(Xn, Yn)]→ E[f(X, c)].
Pour g(x) = f(x, c), on a g continue bornée et donc E[g(Xn)]→ E[g(X)], ie. E

[
f(Xn, c)

]
→

E
[
f(X, c)

]
, ou encore (Xn, c)⇒ (X, c). Puis ‖(Xn, Yn)− (Xn, c)‖1 = |Yn − c| =⇒ 0, on a

(Xn, Yn) = (Xn, c) + (Xn, Yn)− (Xn, c)⇒ (X, c) + 0 = (X, c)

en appliquant la Proposition 7.4.4 à (Xn, c)⇒ (X, c) et (Xn, Yn)− (Xn, c)⇒ 0. �

La convergence L1 (ou dans Lp) implique la convergence en loi (puisqu’elle implique la
convergence en probabilité qui implique celle en loi). La réciproque est fausse comme on le
voit avec le même (contre) exemple qu’après la Proposition 7.3.2.

7.4.2 Liens entre les différents modes de convergence

Les liens entre les différentes convergences sont donnés par le diagramme suivant :

CV ps CV L1 ← CV Lp ← CV L∞

↘ ↙
CV en probabilité

↓
CV en loi

avec en plus les réciproques partielles :
— CV proba ⇒ CV ps pour une sous-suite ;
— CV proba ⇒ CV L1 sous UI ;
— CV en loi ⇒ CV proba si X∞ = c.



Chapitre 8

Théorèmes limite

Dans ce chapitre, on considère des variables aléatoires réelles et on s’intéresse au com-
portement asymptotique de Sn =

∑n
i=1Xi où (Xi)i≥1 est une suite de variables aléatoires

iid. Les principaux résultats sont la loi des grands nombres (LGN) qui donne le comporte-
ment de Sn/n et le théorème central limite (TCL) qui précise ce résultat en montrant que
la vitesse de convergence de Sn/n vers E[X1] est en

√
n.

8.1 Lois des grands nombres (LGN)

La loi des grands nombres est la formulation rigoureuse des faits intuitifs suivants : si on
lance un grand nombre de fois une pièce en l’air, il y aura en moyenne 50% de piles. De
même, si on lance un grand nombre de fois un dé à 6 faces en l’air, il y aura en moyenne
1/6-ème des faces qui seront, par exemple, des 4 (si la pièce et le dé sont équilibrés).

8.1.1 Version faible de la LGN

Il existe une première version de la LGN (dite faible) pour la convergence en probabilité.
Sous des hypothèses L2, c’est une conséquence simple de l’inégalité de Tchebychev (Théo-
rème 8.1.1) ; sous des hypothèses L1, c’est une conséquence du Théorème de Paul Lévy et
de la Proposition 7.4.3 en calculant les fonctions caractéristiques (Théorème 8.1.2) combiné
avec la Proposition 7.4.3.

LGN faible L2

Théorème 8.1.1 (LGN faible L2) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de même loi avec un moment d’ordre 2. Alors

1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ E[X1], n→ +∞.

130
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On a donc la convergence de la moyenne arithmétique (dite aussi moyenne empirique) vers
la moyenne probabiliste (l’espérance probabiliste).

Démonstration : La variable aléatoire limite est la constante E[X1](= E[Xi] pour tout i
car les variables aléatoires Xi ont même loi, donc même espérance). Il s’agit de vérifier

∀ε > 0, lim
n→+∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Xi − E[X1]

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0.

Posons Mn = 1
n

∑n
i=1Xi, par linéarité, on a E[Mn] = 1

n

∑n
i=1 E[Xi] = E[X1]. D’autre part,

par indépendance des Xi, on a

Var(Mn) = Var

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2
Var

(
n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2
× (nVar(X1)) =

Var(X1)

n
.

L’inégalité de Tchebychev appliquée à Mn donne alors pour tout ε > 0 et n ∈ N∗ :

P

(∣∣∣∣∣ 1n(
n∑
i=1

Xi

)
− E[X1]

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= P

(
|Mn − E[Mn]| ≥ ε

)
≤ Var(Mn)

ε2
≤ Var(X1)

nε2
.(8.1)

On conclut en faisant tendre n vers +∞. �

Remarque 8.1.1 Plus que la convergence, nous avons obtenu la vitesse de convergence :
d’après (8.1) elle est en O(1/n). Si on connâıt Var(X1), on peut donc pour une proportion
donnée, trouver un rang n0 tel que que pour n ≥ n0 et pour cette proportion de ω ∈ Ω,
on a la moyenne arithmétique ε-proche de l’espérance. Ceci est utile pour déterminer des
intervalles de confiance.

Souvent, on se trouve dans le cas particulier où les variables aléatoires considérées sont de
loi de Bernoulli, la LGN faible se réécrit alors :

Corollaire 8.1.1 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de Ber-
noulli de même paramètre p. Alors

1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ p, n→ +∞.

Démonstration : On a E[Xi] = p car Xi ∼ b(p) et comme Var(Xi) = p(1− p) < +∞, la
LGN faible version L2 s’applique. �

C’est ce résultat qui formalise le résultat intuitif sur le lancer des dés ou des pièces : avec
Xi = 1{obtenir un 4 au i-ème lancer}, on a Xi ∼ b(1/6) et p = 1/6 et 1

n

∑n
i=1Xi désigne

la fréquence d’apparition du 4 sur les n premiers lancers.
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Application de la LGN L2 : estimation d’une proportion inconnue

On se propose d’estimer le paramètre p inconnu d’une loi de Bernoulli en observant un grand
nombre de fois un phénomène aléatoire de loi de Bernoulli b(p), c’est à dire en observant
les réalisations d’une suite de variables aléatoires indépendantes Xi(ω), 1 ≤ i ≤ n, de loi
de Bernoulli b(p).
Modélisons le problème de la façon suivante. On considère une urne comportant des boules
rouges en proportion inconnue p et des boules vertes (en proportion 1− p). On effectue n
tirages d’une boule avec remise. Notons

Xi =

{
0 si la boule tirée est rouge
1 si la boule tirée est verte

= 1{
la boule est rouge au i-ème tirage

}.
Désignons toujours par Mn la moyenne arithmétique des n premières variables aléatoires
Xi, ici cela correspond à la fréquence d’apparition des boules rouges lors des n premiers
tirages. D’après la loi faible des grands nombres (ou plutôt son corollaire 8.1.1 pour les
fréquences), Mn converge en probabilité vers p :

Mn =
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ p.

Il est donc légitime d’estimer p par Mn pour n assez grand. En pratique, on observe une
valeur particulière Mn(ω) calculée à partir des n tirages réellement effectués correspondant
à la réalisation ω du hasard. La question pratique qui se pose est de donner une fourchette
pour l’approximation de p par la valeur observée Mn(ω) et contrôler le risque que cette
approximation ne soit pas valable. L’inégalité de Tchebychev pour Mn s’écrit ici :

P
(
|Mn − p| ≥ t

)
≤ Var(X1)

nt2
=
p(1− p)
nt2

≤ 1

4nt2

car on majore facilement p(1−p) par 1/4 (la fonction x 7→ x(1−x) sur [0, 1] a son maximum
en 1/2 et il vaut 1/4). D’où

P
(
Mn − t < p < Mn + t

)
= 1− P

(
|Mn − p| ≥ t

)
≥ 1− 1

4nt2
. (8.2)

En pratique, on observe Mn(ω) et on dit que In(ω) =]Mn(ω)−t,Mn(ω)+t[ est un intervalle
de confiance (ou fourchette). L’équation (8.2) permet de voir que la probabilité de se
tromper (ie. en fait p 6∈ In(ω)) est majorée par 1/(4nt2).
Si on se fixe un seuil d’erreur α, on trouve tα tel que 1/(4nt2α) = α et l’intervalle In,α(ω) =
]Mn(ω)− tα,Mn(ω) + tα[ est alors l’intervalle de confiance au niveau α.

Exemple (Sondage) : Avant un référendum, un institut de sondage interroge au hasard
1000 personnes dans la rue. On note p la proportion d’électeurs décidés à voter OUI dans
la population totale. Dans l’échantillon sondé, cette proportion est égale à 0, 54. Proposer
un intervalle de confiance pour p au niveau 0, 95.
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Le sondage peut être assimilé à un tirage avec remise (la réponse d’un électeur de l’échan-
tillon correspondant au tirage d’une boule d’une certaine couleur selon son choix de vote),
on est alors ramené à la situation de l’exemple précédent. Ici, la fréquence observée du
choix du OUI sur les 1000 électeurs est M1000(ω) = 0, 54 et l’intervalle de confiance est

I =]0, 54− t; 0, 54 + t[ avec un niveau α ≥ 1− 1/(4× 1000× t2).

Pour un seuil de confiance α ≥ 0, 95, il faut alors

1− 1

4000× t2
≥ 0, 95⇐⇒ 1

4000× t2
≤ 0, 05⇐⇒ t ≥ 1

10
√

2
' 0, 0707.

Avec tα = 0, 071, on trouve Iα =]0, 469; 0, 611[. On constate en particulier qu’une zone de
l’intervalle de confiance correspond à p < 1/2, pour lequel le OUI ne serait pas gagnant
alors que la proportion observée semblait lui garantir la victoire. On ne peut pas garantir
la victoire du OUI avec une probabilité d’erreur inférieure à 5%.

Combien de personne faut-il alors interroger pour donner une fourchette à ±1% avec un
seuil de 95% ?

Repartons de (8.2), avec une fourchette t = 0, 01. On veut α ≥ 0, 95 soit 1− α ≤ 0, 05 :

1

4n× 0, 012
≤ 0, 05.

On trouve n = 50 000, ce qui donne au sondage un coût prohibitif. En gros, pour améliorer
la précision d’un facteur 10, on observe qu’il faut interroger 100 fois plus de personnes et
donc multiplier les coûts par 100.

LGN faible L1

On obtient toujours une LGN faible pour des variables aléatoires iid L1 en utilisant le
théorème de Paul Lévy (Théorème 7.4.3) et la Proposition 7.4.3 en calculant les fonc-
tions caractéristiques (Théorème 8.1.1). L’hypothèse L1 est optimale puisqu’il faut que X1

soit intégrable pour que son espérance ait bien un sens. Pour cela, on utilise les résultats
préliminaires suivants :

Lemme 8.1.1 On a ∣∣∣∣∣eix −
p∑

k=0

(ix)k

k!

∣∣∣∣∣ ≤ min

(
|x|p+1

(p+ 1)!
,
2|x|p

p!

)
.

Par conséquent,∣∣∣∣∣ϕX(t)−
p∑

k=0

iktk

k!
E[Xk]

∣∣∣∣∣ ≤ E
[
min

(
tp+1|X|p+1

(p+ 1)!
,
2tp|X|p

p!

)]
.
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En effet, on a ∣∣∣∣∣ϕX(t)−
p∑

k=0

iktk

k!
E[Xk]

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣E[exp(itX)]−
p∑

k=0

iktk

k!
E[Xk]

∣∣∣∣∣
≤ E

[∣∣∣∣∣exp(itX)−
p∑

k=0

(itX)k

k!

∣∣∣∣∣
]

≤ E
[
min

(
tp+1|X|p+1

(p+ 1)!
,
2tp|X|p

p!

)]
.

Démonstration :[lemme] On utilise la formule de Taylor avec reste intégral :

eix =

p∑
k=0

(ix)k

k!
+
ip+1

p!

∫ x

0

(x− s)peis ds

dont on déduit ∣∣∣∣∣eix −
p∑

k=0

(ix)k

k!

∣∣∣∣∣ ≤ 1

p!

∣∣∣∣∫ x

0

(x− s)pds
∣∣∣∣ ≤ |x|p+1

(p+ 1)!
.

Puis, par un calcul simple à partir d’intégrations par parties

eix −
p∑

k=0

(ix)k

k!
=

ip

(p− 1)!

∫ x

0

(x− s)p−1eisds− (ix)p

p!

d’où ∣∣∣∣∣eix −
p∑

k=0

(ix)k)

k!

∣∣∣∣∣ ≤ |x|pp! +
|x|p

p!
= 2
|x|p

p!

ce qui donne la conclusion du lemme. �

Lemme 8.1.2 Soient ai, bi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n, avec |ai|, |bi| ≤ 1, alors∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|ai − bi|.

Démonstration : On procède par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident. On suppose
le résultat vrai pour n. On écrit alors∣∣∣∣∣

n+1∏
i=1

ai −
n+1∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n+1∏
i=1

ai − an+1

n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣an+1

n∏
i=1

bi −
n+1∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣
≤ |an+1|

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ |an+1 − bn+1|
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≤ |an+1|
n∑
i=1

|ai − bi|+

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ |an+1 − bn+1|

≤
n+1∑
i=1

|ai − bi|,

ce qui donne le résultat pour n+ 1 et achève la récurrence. �

Théorème 8.1.2 (LGN faible L1) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires iid
avec un moment d’ordre 1 (E[|X1|] < +∞) et soit Sn = X1 + · · ·+Xn. Alors

Sn
n

P−→ E[X1], n→ +∞.

Démonstration : Quitte à écrire Xi = m+X ′i, puis Sn/n = m+S ′n/n avec S ′n =
∑n

k=1X
′
i,

on se ramène sans perte de généralité à m = 0 et à montrer Sn
n

P−→ 0. Pour cela, on se
contente de montrer une convergence en loi (Proposition 7.4.3) et on l’établit à l’aide des
fonctions caractéristiques (théorème de Paul Lévy, Th. 7.4.4).
Comme X ∈ L1, la fonction caractéristique ϕX de X est dérivable et on a ϕX(0) = 1,
ϕ′X(0) = iE[X]. On a donc le développement limité suivant pour t proche de 0

ϕX(t) = 1 + itE[X] + o(t).

Comme les variables aléatoires Xn, n ≥ 1, sont iid, la fonction caractéristique de Sn est

ϕSn(t) = ϕX1+···+Xn(t) = ϕX1(t) . . . ϕXn(t) = ϕX(t)n

et donc

ϕSn
n

(t) = ϕSn

( t
n

)
= ϕX

( t
n

)n
=

(
1 + i

t

n
E[X] + o(t/n)

)n
.

Il faut contrôler correctement le reste o(t/n). Pour cela, on va appliquer le Lemme 8.1.2
avec ai = ϕX(t) et bi = 1, 1 ≤ i ≤ n (on a bien |ai| ≤ 1). On a alors∣∣∣∣ϕX( tn)n − 1n

∣∣∣∣ ≤ n

∣∣∣∣ϕX( tn)− 1

∣∣∣∣ .
Pour montrer que ce majorant tend vers 0, on estime

∣∣∣ϕX( t
n
)−1

∣∣∣ avec le Lemme 8.1.1 avec

p = 1 (et E[X1] = 0) :

n

∣∣∣∣ϕX( tn)− 1

∣∣∣∣ = n
∣∣E[eit/n − 1]

∣∣ = n

∣∣∣∣E[eit/n − 1− i t
n
X]

∣∣∣∣
≤ nE

[∣∣∣∣eit/n − 1− i t
n
X

∣∣∣∣] ≤ E
[
nmin

(
t2X2

2n2
,
2t|X|
n

)]
.
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On observe alors que

nmin

(
t2X2

2n2
,
2t|X|
n

)
≤ 2t|X| ∈ L1 et nmin

(
t2X2

2n2
,
2t|X|
n

)
≤ t2X2

n
→ 0, n→ +∞.

Par le théorème de convergence dominée, il vient

lim
n→+∞

n

∣∣∣∣ϕX( tn)− 1
)∣∣∣∣ = 0 (8.3)

c’est à dire
lim

n→+∞
nϕSn/n(t)→ 1 = ϕE[X](t).

On a établi Sn/n ⇒ E[X] = 0. Comme la limite est constante, la convergence en loi se
renforce en une convergence en probabilité comme souhaité, cf. Proposition 7.4.3. �

8.1.2 Version forte (presque sûre) de la LGN

La loi des grands nombres s’énonce aussi pour la convergence presque sûre (ou en norme
Lp). On parle alors de LGN forte. Comme la convergence ps (ou en norme Lp) implique
la convergence en probabilité, la LGN forte implique la LGN faible déjà prouvée. On
propose dans cette section plusieurs preuves de la LGN forte pour des variables iid avec
des conditions d’intégrabilité L4, L2, L1. Bien sûr, plus les hypothèses d’intégrabilité sont
faibles, meilleur est le résultat mais souvent plus difficiles sont les preuves.

Théorème 8.1.3 (LGN forte ps) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires iid. Il
y a équivalence entre

1. X1 ∈ L1 ie. E[|X1|] < +∞.

2. (LGNF ps)

1

n

n∑
i=1

Xi
ps−→ c ∈ R, n→ +∞. (8.4)

Dans ce cas, c = E[X1].

Remarque 8.1.2 la LGN ps reste vraie sous l’hypothèse d’indépendance par paires, cf.
la deuxième preuve ci-dessous.

La LGN s’énonce encore de la façon suivante : si E[|X1|] < +∞ alors Sn
n

= E[X1] +
o(1) ps lorsque n → +∞. Le TCL donne en un certain sens un terme de plus dans le
développement asymptotique en précisant le comportement en loi du terme o(1) sous une
hypothèse supplémentaire sur la loi des Xi. On a ainsi une estimation très précise de l’erreur
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commise en approchant l’espérance mathématique par la moyenne empirique. Le résultat
permet en plus d’approximer la loi de Sn

n
lorsque n est grand.

Démonstration de 2)⇒ 1). Si la suite Sn
n

= 1
n

∑n
i=1Xi converge presque sûrement vers

c, alors
Xn

n
=
Sn − Sn−1

n
=
Sn
n
− Sn−1

n− 1
× n− 1

n
→ c− c× 1 = 0

donc Xn/n converge presque sûrement vers 0. Comme les variables aléatoires (Xn)n≥1 sont
iid, par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout (ou pour un) ε > 0 on a nécessairement :∑

n≥1

P
(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > ε

)
< +∞

sinon on aurait ps |Xn/n| > ε infiniment souvent. Mais∑
n≥1

P
(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > ε

)
=
∑
n≥1

P(|Xn| ≥ εn) =
∑
n≥1

P(|X1| ≥ εn).

La Proposition 3.2.3 garantit alors que E[|X1|] < +∞ puisque∑
n≥0

P
(
|X| > n

)
≤ E

[
|X|
]
≤
∑
n≥1

P
(
|X| > n

)
.

�

Pour le sens direct 1) ⇒ 2) du Théorème 8.1.3, on commence par donner une preuve de
la LGNF sous l’hypothèse E[X4

1 ] < +∞ (existence d’un moment d’ordre 4). Dans ce cas,
il suffit d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli en vérifiant l’hypothèse de la convergence
d’une série de probabilité en les majorant par l’inégalité de Tchebychev. L’existence de
moment d’ordre 4 permet d’avoir de bonnes majorations de ces probabilités, cf. (8.5).

Démonstration de 1) ⇒ 2) dans le cas L4. Il suffit de prouver le théorème quand
E[X1] = 0, le cas général s’obtenant par soustraction de l’espérance E[X1]. Posons

Mn =
1

n

n∑
i=1

Xi, Sn =
n∑
i=1

Xi.

Soit ε > 0 et Dε = lim supn→+∞{|Mn| ≥ ε}. On utilise le lemme de Borel-Cantelli pour
montrer que P(Dε) = 0. Il suivra que l’ensemble D =

⋃
n≥1D1/n est un évènement de pro-

babilité nulle, ce qui prouvera le résultat car D = {Mn 6−→ 0}, cf. le détail des explications
ci-dessous.
Afin d’utiliser le lemme de Borel-Cantelli, on montre la convergence de la série de terme
général P(|Mn| ≥ ε). Or

P(|Mn| ≥ ε) = P(|Sn| ≥ nε) = P(S4
n ≥ n4ε4) ≤ E[S4

n]

n4ε4
.
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en utilisant l’inégalité de Markov. Il reste à estimer E[S4
n].

S4
n = (X1 +X2 + · · ·+Xn)4

=
∑

k1,k2,k3,k4∈{1,...,n}4
Xk1Xk2Xk3Xk4

=



M(4)
n∑
i=1

X4
i + M(1, 3)

∑
1≤i<j≤n

X3
iXj

+ M(2, 2)
∑

1≤i<j≤n

X2
iX

2
j + M(2, 1, 1)

∑
1≤i<j<k≤n

X2
iXjXk

+ M(1, 1, 1, 1)
∑

1≤i<j<k<l≤n

XiXjXkXl

où M(4) =
(

4
4

)
= 1, M(1, 3) =

(
4
3

)
= 4 M(2, 2) =

(
4
2

)
= 6, M(2, 1, 1) =

(
4
2

)(
2
1

)
= 12,

M(1, 1, 1, 1) =
(

4
1

)(
3
1

)(
2
1

)
= 24. La linéarité et l’indépendance des Xi donnent alors E[S4

n] =

M(4)
n∑
i=1

E[X4
i ] + M(1, 3)

∑
1≤i<j≤n

E[X3
i ]E[Xj]

+ M(2, 2)
∑

1≤i<j≤n

E[X2
i ]E[X2

j ] + M(2, 1, 1)
∑

1≤i<j<k≤n

E[X2
i ]E[Xj]E[Xk]

+ M(1, 1, 1, 1)
∑

1≤i<j<k<l≤n

E[Xi]E[Xj]E[Xk]E[Xl]

Comme E[Xi] = 0, les deuxième, quatrième et cinquième termes sont nuls. Comme on
montre que M(4) = 1, M(2, 2) = 6, on obtient

E[S4
n] =

n∑
i=1

E[X4
i ] + 6

∑
1≤i<j≤n

E[X2
i ]E[X2

j ]

= nE[X4
1 ] + 6

(
n

2

)
(E[X2

1 ])2

= nE[X4
1 ] + 3n(n− 1)(E[X2

1 ])2

≤ nE[X4] + 3n(n− 1)E[X4]

≤ 3n2E[X4] < +∞

car E[X2]2 ≤ E[X4] par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On a alors

P(|Mn| ≥ ε) ≤ E[S4
n]

n4ε4
≤ 3E[X4]

n2ε4
. (8.5)

Comme 3E[X4]/n2ε4 est le terme général d’une série convergente, P(|Mn| ≥ ε) aussi. Le
lemme de Borel-Cantelli s’applique et donne P(Dε) = 0. Posons alors

D =
+∞⋃
p=1

D1/p.
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On a P(D) = 0 car D est réunion dénombrable d’ensembles D1/p de probabilités nulles.
Prenons alors

Ω0 := Dc =
⋂
p≥1

Dc
1/p =

⋂
p≥1

⋃
k≥1

⋂
n≥k

{|Mn| ≤ 1/p}.

On a P(Ω0) = 1 et pour tout ω ∈ Ω0, par traduction dans le langage logique des symboles
ensemblistes, pour tout p ∈ N∗, il existe un entier k tel que pour tout n ≥ k : |Mn| ≤ 1/p.
On a donc Mn qui converge presque sûrement vers 0 ; ce qui achève la preuve de la LGN
forte. �

On donne maintenant une preuve de la LGN forte avec pour seule hypothèse l’existence du
moment d’ordre 1 (cadre optimal). Cette preuve est due à Etemadi. Elle est plus subtile
et fondée sur une troncature des variables aléatoires Xn. Noter que dans cette preuve, on
ne suppose que l’indépendance deux à deux des variables aléatoires Xn.

Démonstration de 1)⇒ 2) dans le cas L1 et avec indépendance par paires. Comme
X+
n et X−n vérifient les mêmes hypothèses que Xn, on peut supposer sans restriction que

Xn ≥ 0. On note Yn = Xn1{Xn≤n} et S∗n =
∑n

i=1 Yi. Soient ε > 0, α > 1 et kn = [αn]. Par
l’inégalité de Tchebychev, on a

+∞∑
n=1

P
(∣∣∣∣S∗kn − E[S∗kn ]

kn

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1

ε2

+∞∑
n=1

Var(S∗kn)

k2
n

=
1

ε2

+∞∑
n=1

kn∑
i=1

Var(Yi)

k2
n

(par indépendance deux à deux)

=
1

ε2

+∞∑
n=1

+∞∑
i=1

1{i≤kn}
E[Y 2

i ]

k2
n

=
1

ε2

+∞∑
i=1

E[Y 2
i ]

+∞∑
n=1

1{i≤kn}
1

k2
n

(8.6)

Noter que {i ≤ kn} = {i ≤ αn} = {n ≥ ln i/ lnα} et donc

+∞∑
n=1

1{i≤kn}
1

k2
n

=
∑
n≥ ln i

lnα

1

k2
n

≤
∑
n≥ ln i

lnα

1

α2(n−1)

et ∑
n≥n0

α−2n ≤
∑
n≥n0

∫ n

n−1

α−2xdx =

∫ +∞

n0−1

α−2xdx =
α−2(n0−1)

2 lnα
.

donc
+∞∑
n=1

1{i≤kn}
1

k2
n

≤ α4α
−2(ln i/ lnα)

2 lnα
=

α4

2i2 lnα
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On peut poursuivre (8.6) en

+∞∑
n=1

P
(∣∣∣∣S∗kn − E[S∗kn ]

kn

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ α4

2(lnα)ε2

+∞∑
i=1

E[Y 2
i ]

i2
=

α4

2(lnα)ε2

+∞∑
i=1

1

i2

∫ i

0

x2PX(dx)

=
α4

2(lnα)ε2

+∞∑
i=1

1

i2

i−1∑
k=0

∫ k+1

k

x2PX(dx)

≤ α4

2(lnα)ε2

(
+∞∑
k=1

1

k + 1

∫ k+1

k

x2PX(dx) +
π2

6

∫ 1

0

x2PX(dx)

)

(car
∑
i≥k+1

1

i2
≤ 1

k
≤ 2

k + 1
pour k ≥ 1 et

∑
i≥1

1

i2
=
π2

6
)

≤ α4

2(lnα)ε2

(
+∞∑
k=1

∫ k+1

k

xPX(dx) +
π2

6

∫ 1

0

x2PX(dx)

)

=
α4

2(lnα)ε2

(
E[X1] +

π2

6

∫ 1

0

x2PX(dx)

)
< +∞.

D’après le lemme de Borel-Cantelli, ps, pour n assez grand∣∣∣∣S∗kn − E[S∗kn ]

kn

∣∣∣∣ ≤ ε

et donc ps

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣S∗kn − E[S∗kn ]

kn

∣∣∣∣ ≤ ε.

Comme c’est vrai pour tout ε > 0, en prenant ε ∈ Q arbitrairement proche de 0 on a

lim
n→+∞

S∗kn − E[S∗kn ]

kn
= 0. (8.7)

À partir de ce résultat, il reste à obtenir la bonne limite (E[X1]), pour la bonne suite Skn
plutôt que S∗kn et pour toute la suite Sn et pas seulement pour une sous-suite.

D’abord,

E[X1] = lim
n→+∞

∫ n

0

xPX(dx) = lim
n→+∞

E[Yn] = lim
n→+∞

E[S∗kn ]

kn

donc (8.7) donne ps

lim
n→+∞

S∗kn
kn

= E[X1]. (8.8)

Puis

+∞∑
n=1

P(Yn 6= Xn) =
+∞∑
n=1

P(Xn > n) =
+∞∑
n=1

∫ +∞

n

PX(dx) =
+∞∑
n=1

+∞∑
i=n

∫ i+1

i

PX(dx)
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=
+∞∑
i=1

i

∫ i+1

i

PX(dx) ≤
+∞∑
i=1

∫ i+1

i

xPX(dx) = E[X1] < +∞.

À nouveau, par le lemme de Borel-Cantelli, on a P(Xn 6= Yn i.s.) = 0, soit ps Xn = Yn
pour n assez grand et donc ps

Sn − S∗n
n

→ 0, n→ +∞.

On déduit donc de (8.8) que ps

lim
n→+∞

Skn
kn

= E[X1]. (8.9)

Pour conclure soit n ≥ 1 et m(n) ≥ 0 tel que km(n) ≤ n ≤ km(n)+1. Comme n 7→ Sn est
croissante et n ≥ km(n), on a

lim sup
n→+∞

Sn
n
≤ lim sup

n→+∞

Skm(n)+1

km(n)+1

km(n)+1

km(n)

≤ α lim
n→+∞

Skm(n)+1

km(n)+1

= αE[X1]

car
Skm(n)+1

km(n)+1

=
[αm(n)+1]

[αm(n)]
≤ αm(n)+1

αm(n) − 1
.

De la même façon,

lim inf
n→+∞

Sn
n
≥ lim inf

n→+∞

Skm(n)

km(n)

km(n)

km(n)+1

≥ 1

α
lim

n→+∞

Skm(n)

km(n)

=
1

α
E[X1].

Comme α > 1 est arbitraire, en faisant α↘ 1, on a ps

lim sup
n→+∞

Sn
n
≤ E[X1] ≤ lim inf

n→+∞

Sn
n

ce qui assure ps

lim
n→+∞

Sn
n

= E[X1].

�

8.1.3 Applications de la LGN

Méthode de Monte Carlo

Soient B un domaine mesurable borné, f : B → R une application mesurable et (Xn)n≥1

une suite de variables aléatoires iid uniformes sur B. On suppose que f(X1) ∈ L1 (par
exemple, il suffit d’avoir f bornée sur B). On a alors

1

n

n∑
k=1

f(Xk)
ps−→ 1

λ(B)

∫
B

fdλ, n→ +∞.
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En effet, E[f(X1)] =

∫
f(x)PX1(dx) =

∫
f(x)

1B(x)dx

λ(B)
. Le résultat s’obtient donc en

appliquant la LGN forte aux variables f(Xi) iid L1.

La méthode de Monte-Carlo permet donc de faire un calcul approché d’intégrale en utilisant
la LGN. L’avantage par rapport aux méthodes classiques d’analyse numérique (trapèze,
Simpson, interpolation) est qu’aucune régularité n’est à supposer pour f . L’inconvénient
est que la convergence n’est que presque sûre (pas vraiment gênant en pratique) mais
surtout qu’il n’y a pas facilement de contrôle de l’erreur commise dans l’approximation.

Estimateurs de la moyenne, de la variance

Définition 8.1.1 (Moyenne et variance empiriques) Étant donnée une suite de va-
riables aléatoires (Xn)n≥1 iid, on définit :

— la moyenne empirique X̄n = 1
n

∑n
k=1Xk.

— la variance empirique S2
n = 1

n

∑n
k=1(Xk − X̄n)2 = 1

n

∑n
k=1X

2
k − X̄2

n.

Proposition 8.1.1 (Moyenne et variance empiriques) Soit (Xn)n≥0 une suite de va-
riables aléatoires iid de même loi Q. On suppose que Q admet un moment d’ordre 2 fini.
Alors les moyenne et variance empirique X̄n, S2

n de l’échantillon (X1, . . . , Xn) estiment
l’espérance et la variance de Q, ie. quand n→ +∞, on a

X̄n
ps−→ E[X1] =

∫
R
x Q(dx),

S2
n

ps−→ Var(X1) =

∫
R
x2 Q(dx)−

(∫
R
x Q(dx)

)2

.

De plus, E[X̄n] = E[X1] et E[S2
n] = n−1

n
Var(X1).

On préfère parfois considérer la variance empirique corrigée S2
n,c = n

n−1
S2
n qui vérifie

E[S2
n,c] = Var(X1). Dans ce cas, on obtient un estimateur sans biais. La moyenne empi-

rique, elle, est toujours sans biais. Dans le cas gaussien, on peut préciser le comportement
de Mn et de S2

n, cf. Théorème 9.3.2.

Démonstration : Il s’agit d’une application immédiate de la LGN. Pour la moyenne
empirique X̄n : c’est immédiat. Pour la variance empirique, on a

S2
n =

1

n

(
n∑
k=1

X2
k − 2

n∑
k=1

X̄nXk + nX̄2
n

)
=

1

n

(
n∑
k=1

X2
k − 2nX̄2

n + nX̄2
n

)

=
1

n

(
n∑
k=1

X2
k − X̄2

n

)
=

(
1

n

n∑
k=1

X2
k

)
− X̄2

n

→ E[X2]− E[X]2 = Var(X) (par la LGN).
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Puis E[S2
n] = 1

n

(
nE[X2]− nE[X̄2

n]
)

= E[X2]− E[X̄2
n]. Or

E[X̄2
n] =

1

n2
E

( n∑
k=1

Xk

)2
 =

1

n2

(
nE[X2] + n(n− 1)E[X]2

)
car les variables aléatoires sont iid. On a donc

E[S2
n] =

1

n

(
nE[X2]− (E[X2]− (n− 1)E[X]2)

)
=
n− 1

n
Var(X)

et E[S2
n,c] = Var(X1). �

On renvoie à [Dress] pour de nombreux exemples simples d’estimation.

8.2 Théorème central limite (TCL)

Le TCL est un résultat fondamental qui explique que les fluctuations autour de leur
moyenne des effets cumulés de phénomènes répétés indépendamment, après normalisa-
tion, se comporte comme la loi N (0, 1). Autrement dit (et grossièrement dit), la somme
d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes (et de variance finie) suit, à peu
près, une loi normale. On propose le TCL classique (pour des variables aléatoires iid) dans
la Section 8.2.1 avant de le généraliser à des variables indépendantes non identiquement
distribuées dans la Section ??.

8.2.1 TCL classique et applications

La première version du TCL (théorème de Moivre-Laplace) concerne les lois de Bernoulli
et est due à De Moivre (1733) qui l’a intuitée et Laplace (1809) qui l’a prouvée. La version
standard du TCL date du 20ème siècle et est prouvée par Pòlya (1920) 1.

Théorème 8.2.1 (TCL) Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles iid L2,
d’espérance m ∈ R et de variance finie σ2 > 0. Soit Sn = X1 + · · ·+Xn la somme partielle.
Alors quand n→ +∞

Sn − nm√
nσ2

=⇒ N (0, 1).

Remarque 8.2.1 — D’un certain point de vue ce résultat complète la loi des grands
nombres : la LGN dit que la moyenne arithmétique

Sn
n

=
X1 + · · ·+Xn

n

1. Über den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Momentenproblem [Sur
le théorème central du calcul probabiliste, parmi ceux ayant rapport à la notion de limite, et le problème
des moments]
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converge quand n → +∞ vers l’espérance m = E[X1] (la moyenne probabiliste)
en probabilité ou presque sûrement selon la version de la LGN. On sait donc que
Sn = nm+ o(n). Le TCL précise le comportement du o(n) et indique que la vitesse
de la convergence Sn/n → 0 est en 1/

√
n (en un sens faible car la convergence du

TCL est une convergence en loi soit une convergence assez faible).
— En plus dans le TCL, apparait à la limite la loi N (0, 1) alors que les variables
aléatoires Xi sont de lois arbitraires (avec une variance finie) : ce résultat justifie
le rôle universel de la loi normale. Elle modélise les petites variations de n’importe
quelle loi (avec un moment d’ordre 2) par rapport à sa moyenne.

Démonstration :[TCL] En remplaçant Xj par
Xj−E[Xj ]√
Var(Xj)

=
Xj−m
σ

, on peut se ramener à

E[Xj] = 0 et Var(Xj) = 1. Comme X ∈ L2, sa fonction caractéristique est C2 et la formule
de Taylor à l’ordre 2 s’écrit

ϕX(t) = 1 + tϕ′X(0) +
t2

2
ϕ′′X(0) + o(t2) = 1− t2

2
+ o(t2) lorsque t→ 0.

Puis comme les Xk sont iid, on a ϕSn(t) =
∏n

k=1 ϕXk(t) = ϕX(t)n, et donc

ϕSn/
√
n(t) = ϕSn(t/

√
n) = ϕX(t/

√
n)n =

(
1− t2

2n
+ o
(t2
n

))2

lorsque n→ +∞.

On applique le Lemme 8.1.2 avec ai = ϕX(t/
√
n), bi = (1− t2

2n
), 1 ≤ i ≤ n :∣∣∣∣ϕX( t√

n

)n
−
(

1− t2

2n

)n∣∣∣∣ ≤ n

∣∣∣∣ϕX( t√
n

)
−
(

1− t2

2n

)∣∣∣∣ .
Puis le Lemme 8.1.1 assure

n

∣∣∣∣ϕX( t√
n

)
−
(

1− t2

2n

)∣∣∣∣ ≤ nE
[
min

(
t3|X|3

6n3/2
,
t2|X|2

n

)]
= E

[
min

(
t3|X|3

6n1/2
, t2|X|2

)]
avec de plus

min

(
t3|X|3

6n1/2
, t2|X|2

)
≤ t2|X|2 ∈ L1, et min

(
t3|X|3

6n1/2
, t2|X|2

)
≤ t3|X|3

6
√
n
→ 0.

Le théorème de convergence dominée assure donc

lim
n→+∞

ϕSn/
√
n(t) = lim

n→+∞

(
1− t2

2n

)n
= exp(−t2/2),

ie. Sn/
√
n⇒ N (0, 1) par le théorème de Paul Lévy (Théorème 7.4.3). �
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Remarque 8.2.2 (Utilisation pratique du TCL) En général, lorsque n est grand, on
approxime la loi d’une somme de variables aléatoires iid de L2(Ω) par une loi normale grâce
au TCL de la façon suivante. Soit Sn = X1 + · · ·+Xn la somme de variables aléatoires iid
Xi avec σ2 < +∞, on a d’après le TCL

X1 + · · ·+Xn − nE[X1]

σ
√
n

=⇒ N (0, 1).

Quand n est grand on approxime alors la loi de
X1 + · · ·+Xn − nE[X1]

σ
√
n

par celle de

Y = N (0, 1). Si bien que la loi de la somme Sn = X1 + · · · + Xn est approximée par celle
de

nE[X1] + σ
√
nY ' N (nE[X1], σ2n).

Règle statistique : La somme Sn d’une suite de variables aléatoires iid L2 de moyenne
m et de variance σ2 s’approxime par

Sn ≈ N (nm, σ2n).

Théorème de Moivre-Laplace. En particulier comme une loi binomiale B(n, p) peut
se voir comme la loi d’une somme Sn de n variables aléatoires Xi, 1 ≤ i ≤ n, de loi de
Bernoulli b(p) indépendantes, on a l’approximation d’une loi binomiale par une loi normale

B(n, p) ≈ N (np, np(1− p)).

Exemple. Un joueur lance une pièce équilibrée : lorsqu’il obtient pile, il gagne 100 Euros,
lorsqu’il obtient face, il perd 100 Euros. Estimer le nombre maximal de lancers à effectuer
pour que ce joueur ait plus de 95 chances sur 100 de perdre au plus 2000 Euros.

Notons n le nombre de lancers effectués, la variable aléatoire Sn égale au nombre de piles
obtenus sur les n premiers lancers suit une loi B(n, 1/2) et le gain (algébrique) vaut :

Gn = 100× Sn − 100× (n− Sn) = 200Sn − 100n.

On cherche alors n tel que P(Gn ≥ −2000) ≥ 0, 95. Or {Gn ≥ −2000} = {Sn−n/2 ≥ −10}.
Comme Sn de loi binomiale, peut être vue comme une somme Sn = ε1 + · · ·+εn de variables
aléatoires de loi b(1/2), d’après le TCL

S∗n =
Sn − n/2√

n/4
=⇒ N (0, 1).

Si bien qu’on approxime la loi de S∗n par N (0, 1) et donc celle de Sn par la loi normale

N
(n

2
,
n

4

)
.

Chercher n tel que P(Gn ≥ −2000) = P(Sn − n/2 ≥ −10) ≥ 0, 95 revient à estimer n tel
que

P(N ≥ −20/
√
n) ≥ 0, 95 ou P(N ≤ 20/

√
n) ≥ 0, 95
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où N ∼ N (0, 1) et par symétrie de la loi N (0, 1). La table de la loi N (0, 1) donne alors

20√
n

= 1, 65 c’est à dire n =

(
20

1, 65

)2

= 146.

Remarque 8.2.3 (Autres applications statistiques) Le TCL est fondamental en sta-
tistique pour établir des intervalles de confiance (asymptotiques) ou pour faire des tests
d’hypothèses à partir d’échantilllons aléatoires (test du χ2 (chi-deux), test de Student ou
autres).



Chapitre 9

Vecteurs gaussiens

Le TCL justifie l’importance de la loi normale. En effet, on approxime (en loi) de nom-
breuses variables aléatoires par des variables aléatoires normales ou des vecteurs gaussiens
en dimension d ≥ 2. Il importe donc de savoir manipuler correctement ce type de vecteurs.
Ces vecteurs sont caractérisés par leur (vecteur) moyenne et leur (matrice de) covariance
et la plupart des calculs liés utilisent abondamment la structure hilbertienne de L2.

9.1 Variables aléatoires gaussiennes

Définition 9.1.1 (Variable aléatoire gaussienne (normale)) Une variable aléatoire
réelle X suit la loi normale standard N (0, 1) si elle admet pour densité

t 7→ 1√
2π
e−t

2/2.

De façon générale, si m ∈ R et σ2 > 0, une variable aléatoire réelle X suit la loi normale
N (m,σ2) si elle admet pour densité

t 7→ 1√
2πσ2

exp

(
−(t−m)2

2σ2

)
.

Si σ2 = 0, la loi est dégénérée et la variable aléatoire X est constante égale à m. Sa loi est
un Dirac en m : PX = δm.

On rappelle que
∫ +∞
−∞ e−x

2/2dx =
√

2π justifie la normalisation de la loi N (0, 1). Par
ailleurs, rappelons que :

Proposition 9.1.1 Une variable aléatoire X ∼ N (m,σ2) peut se voir comme la translatée
et dilatée d’une variable aléatoire X0 de loi normale standard N (0, 1) par

X = m+ σX0.

147
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Autrement dit si X ∼ N (m,σ2), σ2 > 0, on définit la variable centrée réduite X̃ =
X −m
σ

.

Elle suit la loi N (0, 1). Rappelons encore que :

Proposition 9.1.2 Une variable aléatoire X de loi N (m,σ2) a pour
— Espérance : E[X] = m.
— Variance : Var(X) = σ2.
— Fonction caractéristique : ϕX(t) = exp

(
imt− σ2t2/2

)
.

Proposition 9.1.3 Soient X1 ∼ N (m1, σ
2
1) et X2 ∼ N (m2, σ

2
2) indépendantes. Alors X1+

X2 ∼ N (m1 +m2, σ
2
1 + σ2

2).

Démonstration : Cf. Proposition 6.3.2. Une fois prouvé que la loi est normale N (m,σ2),
on retrouve facilement les paramètres de la loi de X1 +X2 puisque

m = E[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = m1 +m2

σ2 = Var(X1 +X2) = Var(X1) + Var(X2) = σ2
1 + σ2

2

où on utilise l’indépendance pour le calcul de la variance. �

9.2 Vecteurs gaussiens

Dans la suite, pour simplifier la présentation, on note sous la forme de transposée de
vecteurs lignes les vecteurs colonnes : X = (X1, . . . , Xd)

t. On considère le produit scalaire
euclidien : pour x = (x1, . . . , xd)

t, y = (y1, . . . , yd)
t ∈ Rd, on a 〈x, y〉 = xty =

∑d
i=1 xiyi.

On étudie maintenant la version multidimensionnelle des variables normales.

Définition 9.2.1 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd)
t est gaus-

sien ssi toutes les combinaisons linéaires de ses coordonnées 〈a,X〉 = a1X1 + · · · + adXd

suit une loi gaussienne dans R (pour tout a = (a1, . . . , ad)
t ∈ Rd).

Proposition 9.2.1 L’image linéaire d’un vecteur gaussien est encore un vecteur gaussien :
soit X = (X1, . . . , Xd)

t un vecteur gaussien de dimension d et A ∈Mp,d(R). Alors AX est
un vecteur gaussien en dimension p.

Démonstration : En effet si a ∈ Rp alors 〈a,AX〉 = 〈Ata,X〉 suit une loi normale car
combinaison linéaire des marginales du vecteur gaussien X. �

De façon générale, un vecteur X = (X1, . . . , Xd)
t est dit L1, resp. L2, si E[[Xi|] < +∞, resp.

E[X2
i ] < +∞, pour tout 1 ≤ i ≤ d. Un vecteur gaussien est nécessairement L2 puisque,

par définition, chacune de ses marginales Xi est gaussienne donc L2.
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Définition 9.2.2 La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd)
t

L2 est la matrice carrée symétrique, positive

K =
(

Cov(Xi, Xj)
)

1≤i,j≤d.

L’espérance d’un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd)
t L1 est le vecteur des espérances de

ses marginales
E[X] =

(
E[X1], . . . ,E[Xd]

)t
.

Si E[X] = 0, le vecteur X est dit centré.

Fonction caractéristique gaussienne en dimension d

Si X = (X1, . . . , Xd)
t est un vecteur gaussien alors 〈a,X〉 =

∑d
i=1 aiXi suit une loi normale

de paramètres

E[〈a,X〉] = E[a1X1 + · · ·+ adXd] = a1E[X1] + · · ·+ adE[Xd] = 〈a,E[X]〉

Var(〈a,X〉) = Var(a1X1 + · · ·+ adXd) =
d∑

i,j=1

aiaj Cov(Xi, Xj) = at Cov(X)a

en utilisant des notations matricielles. Ces égalités caractérisent la moyenne m = E[X] et
la covariance K = Cov(X) de X. La variable aléatoire gaussienne 〈a,X〉 suit donc la loi
N
(
〈a,E[X]〉, at Cov(X)a

)
, sa fonction caractéristique est alors donnée par

ϕ〈a,X〉(x) = exp

(
ix〈a,E[X]〉 − 1

2
(at Cov(X)a)x2

)
. (9.1)

D’après les définitions des fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire et d’un vecteur
aléatoire

ϕX(x) = E[ei〈x,X〉] = ϕ〈x,X〉(1).

On déduit alors de l’expression (9.1) :

Proposition 9.2.2 La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X = (X1, . . . , Xd)
t

est donnée par

ϕX(x) = exp

(
i〈x,E[X]〉 − 1

2
〈x,Cov(X)x〉

)
. (9.2)

La loi d’un vecteur gaussien est donc connue dès qu’on a le vecteur moyenne E[X] et la
matrice de covariance Cov(X). On note alors :

Définition 9.2.3 Dans la suite, on note X ∼ Nd(m,K) où m ∈ Rd et K est une matrice
carrée d× d symétrique positive pour signifier que X est un vecteur gaussien de moyenne
m ∈ Rd et de matrice de covariance K.
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Remarque 9.2.1 — On identifie les paramètres m et K d’une loi Nd(m,K) à l’aide
de l’expression de la fonction caractéristique par exemple si

ϕX(s, t) = exp
(
2is+ 3it− 1

2
s2 + st− t2

)
alors X ∼ N2(m,K) avec

m = (2, 3)t et K =

(
1 −1
−1 2

)
.

— On parle du vecteur gaussien standard en dimension d lorsque E[X] = 0 et
Cov(X) = Id. Sa fonction caractéristique est alors

ϕX(x) = exp(−〈x, x〉/2) = exp(−‖x‖2/2).

— Pour un vecteur gaussien centré, E[X] = 0 et on montre que

〈x,Cov(X)x〉 = E[〈x,X〉2],

la fonction caractéristique devient alors

ϕX(x) = exp

(
−1

2
〈x,Cov(X)x〉

)
= exp

(
−1

2
E[〈x,X〉2]

)
.

— En prenant x = (x1, 0, . . . , 0)t, on a

ϕX(x) = ϕX1(x1) = exp(iE[X1]x1 − Var(X1)x2
1/2).

On retrouve que X1 ∼ N (E[X1],Var(X1)). De même, pour tout 1 ≤ i ≤ d, on a
Xi ∼ N (E[Xi],Var(Xi)).

Proposition 9.2.3 Soit X ∼ Nd(m,K) un vecteur gaussien de dimension d et A ∈
Mp,d(R) alors AX ∼ Np(Am,AKAt).

Démonstration : D’après la Proposition 9.2.1, AX est gaussien. Si a ∈ Rp, on a
— pour la moyenne :

E[〈a,AX〉] = E[〈Ata,X〉] = 〈Ata,m〉 = 〈a,Am〉

ce qui assure que la moyenne de AX est E[AX] = Am ;
— pour la covariance, on a :

Var(〈a,AX〉) = Var(〈Ata,X〉) = (Ata)tK(Ata) = at(AKAt)a

ce qui garantit que la covariance de AX est AKAt.
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�

Comme pour les variables normales dans la Prop. 9.1.3, pour des vecteurs on a :

Proposition 9.2.4 Soient X1 ∼ N (m1, K1) et X2 ∼ N (m2, K2) des vecteurs indépen-
dants. Alors X1 +X2 ∼ N (m1 +m2, K1 +K2).

Démonstration : Il suffit d’utiliser l’expression (9.2) des fonctions caractéristiques :

ϕX1+X2(x) = ϕX1(x)ϕX2(x)

= exp

(
i〈x,m1〉 −

1

2
〈x,K1x〉

)
exp

(
i〈x,m2〉 −

1

2
〈x,K2x〉

)
= exp

(
i〈x, (m1 +m2)〉 − 1

2
〈x, (K1 +K2)x〉

)
.

�

Corollaire 9.2.1 Un vecteur gaussien standard X ∼ N (0, Id) est de loi invariante par
rotation.

Démonstration : La matrice d’une rotation est U ∈ Od(R) (matrice orthogonale :
UU t = U tU = Id). D’après la Prop. 9.2.1, si X ∼ N (0, Id) alors UX ∼ N (0, UIdU

t) =
N (0, UU t) = N (0, Id). �

Définition 9.2.4 (Vecteur gaussien dégénéré) Un vecteur gaussien X ∼ Nd(m,K)
est dit dégénéré si sa matrice de covariance est non inversible, ie. detK = 0.

En fait si X ∼ Nd(m,K) est dégénéré en dimension d ssi il existe a ∈ Rd \ {0} tel que
Ka = 0. On a alors Var(〈a,X〉) = atKa = 0 et donc 〈a,X〉 = E[〈a,X〉]. Par conséquent,
le vecteur X prend ses valeurs dans l’hyperplan d’équation 〈a, x〉 = b où on a noté b =
E[〈a,X〉]. Le vecteur X vit donc dans un sous-espace (affine) de dimension strictement plus
petite que d (il vit peut être même dans un espace affine encore plus petit que l’hyperplan
affine exhibé, en fait il vit dans un espace de dimension le rang de K). Des exemples simples
de vecteurs gaussiens dégénérés sont fournis par

— X = (N1, N2, . . . , Nn−1,−N1−· · ·−Nn−1) où N1, . . . , Nn1 sont des variable aléatoires
normales indépendantes : il est clair que X est gaussien car

〈A,X〉 =

n1∑
i=1

(ai − an)Ni est normale

et X vit dans l’hyperplan d’équation x1 + · · ·+ xn = 0.
— X = (N, . . . , N) où N ∼ N (0, 1) : c’est bien un vecteur gaussien car 〈a,X〉 =(∑d

i=1 ai

)
N suit une loi normale et X vit sur la droite d’équation x1 = · · · = xd.
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Dans le cas non dégénéré, comme pour les variables aléatoires gaussiennes, on peut se
ramener à un vecteur gaussien standard en centrant et en réduisant un vecteur gaussien
quelconque non dégénéré :

Proposition 9.2.5 Soit X ∼ Nd(m,K) un vecteur gaussien non dégénéré de moyenne
m ∈ Rd et de matrice de covariance K. Alors

√
K
−1

(X −m) ∼ Nd(0, Id). (9.3)

Démonstration : D’abord, comme le vecteur X est non dégénéré, sa matrice de covariance
K est définie (c’est à dire inversible). Il existe donc une matrice notée

√
K inversible telle

que K =
√
K(
√
K)t. Il est donc légitime d’utiliser

√
K
−1

dans (9.3). Par la Prop. 9.2.1,√
K
−1

(X −m) est un vecteur gaussien, puis par la Prop. 9.2.3, ses moyenne et matrice de
covariance sont

E
[√
K
−1

(X −m)
]

=
√
K
−1(

E[X]−m
)

= 0,

Var
(√

K
−1

(X −m)
)

= Var
(√

K
−1
X
)

=
√
K
−1
K(
√
K
−1

)t = Id.

Finalement,
√
K
−1

(X −m) ∼ Nd(0, Id). �

Remarque 9.2.2 (Centrer-réduire un vecteur gaussien) Comme en dimension 1, on
peut centrer-réduire une loi gaussienne : une variable aléatoire X ∼ Nd(m,K) avec K
inversible peut se voir comme une translatée et dilatée du vecteur gaussien standard N ∼
Nd(0, Id) :

X ∼
√
KN +m.

Indépendance de variables aléatoires gaussiennes

Proposition 9.2.6 Soit (X, Y ) un couple gaussien. Alors X et Y sont indépendantes ssi
Cov(X, Y ) = 0.

Démonstration : Le sens direct est vrai quelque soit les lois de X et de Y , carrés in-
tégrables. Pour la réciproque, on sait que X et Y sont indépendantes ssi ϕ(X,Y )(t1, t2) =
ϕX(t1)ϕY (t2). Or (X, Y ) est un vecteur gaussien de matrice de covariance diagonale[

σ2
X 0
0 σ2

Y

]
car Cov(X, Y ) = Cov(Y,X) = 0. On déduit de (9.2) que

ϕ(X,Y )(t1, t2) = exp
(
im1t1 + im2t2 −

1

2
(t21σ

2
X + t2σ

2
Y )
)



Chapitre 9. c©JCB – L3/M1 math – Université de Rennes 1 153

= exp
(
im1t1 −

1

2
t21σ

2
X

)
× exp

(
− im2t2 −

1

2
t22σ

2
Y

)
= ϕX(t1)ϕY (t2),

ce qui justifie l’indépendance. �

De la même façon, pour des vecteurs gaussiens, on a :

Proposition 9.2.7 Soit (X1, . . . , Xd1 , Y1, . . . , Yd2)t un vecteur gaussien de dimension d1 +
d2. Les deux vecteurs aléatoires gaussiens X = (X1, . . . , Xd1)t et Y = (Y1, . . . , Yd2)t sont
indépendants ssi les covariances Cov(Xi, Yj), 1 ≤ i ≤ d1, 1 ≤ j ≤ d2, sont toutes nulles.

Densité gaussienne en dimension d

Soit X ∼ Nd(0, Id) un vecteur gaussien standard en dimension d. Comme Cov(X) = Id,
les marginales X1, . . . , Xd sont toutes indépendantes. La loi du vecteur X = (X1, . . . , Xd)

t

est donc la loi produit de ses lois marginales

PX = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd .

On a donc pour A ∈ B(Rd) :

P(X ∈ A) =

∫
A

PX(dx) =

∫
A

PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd(dx)

=

∫
A

PX1(dx1) . . .PXd(dxd)

=

∫
A

fX1(x1)dx1 . . . fXd(xd)dxd

=

∫
A

fX1(x1) . . . fXd(xd)dx1 . . . dxd.

La densité de X est donc donnée par

fX(x1, . . . , xd) = fX1(x1)× · · · × fXd(xd)

=

(
1√
2π
e−x

2
1/2

)
× · · · ×

(
1√
2π
e−x

2
d/2

)
=

1
√

2π
d

exp
(
− (x2

1 + · · ·+ x2
d)/2

)
.

On peut énoncer :

Proposition 9.2.8 (Densité gaussienne standard) La densité d’un vecteur gaussien
standard Nd(0, Id) en dimension d est

fX(x) =
1
√

2π
d

exp
(
− (x2

1 + · · ·+ x2
d)/2

)
=

1
√

2π
d

exp
(
− ‖x‖2/2

)
.
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Pour passer au cas général d’un vecteur gaussien X ∼ Nd(m,K), on suppose X non
dégénéré sinon, c’est que X vit dans un sous-espace affine strict de Rd, de mesure nulle
pour λd et il n’y a pas de densité dans Rd. Il faut alors étudier un tel vecteur en dimension
inférieure.
On considère donc X ∼ Nd(m,K) non dégénéré, c’est à dire avec K = Cov(X) inversible.
On utilise le vecteur centré-réduit donné en (9.3) : on a X ∼

√
KN+m avec N ∼ Nd(0, Id).

P(X ∈ A) = P(
√
KN +m ∈ A)

=

∫
Rd

1{
√
Ky+m∈A}f(y) dy

=

∫
Rd

1{x∈A}f(
√
K
−1

(x−m))
dx

det
√
K

=

∫
A

exp(−‖
√
K
−1

(x−m)‖2/2)

((2π)d detK)1/2
dx

=

∫
A

exp(−〈(x−m), K−1(x−m)〉/2
((2π)d detK)1/2

dx

où on a fait à la 4ème ligne le changement de variable y =
√
Kx+m. On a prouvé :

Proposition 9.2.9 (Densité gaussienne général) La densité d’un vecteur gaussien X ∼
Nd(m,K) non dégénéré est

fX(x) =
exp

(
− 〈(x−m), K−1(x−m)〉/2

)
((2π)d detK)1/2

.

Vecteurs non gaussiens avec des variables marginales gaussiennes

On a déjà vu que si un vecteur X = (X1, . . . , Xd)
t est gaussien alors ses marginales Xi le

sont aussi, de même les combinaisons linéaires de ses marginales le sont. La réciproque
est fausse : si des variables aléatoires sont gaussiennes alors le vecteur formé par ces
variables n’est pas nécessairement gaussien. En effet, prenons X une variable aléatoire de
loi N (0, 1) et Y de loi donnée, pour a > 0 fixé, par

Y =

{
X si |X| ≤ a,
−X si |X| > a.

Alors Y est de loi N (0, 1) en effet

ϕY (t) = E[eitY ] = E[eitX1|X|≤a] + E[e−itX1{|X|>a}]

= E[eitX1{|X|≤a}] + E[eitX1{|−X|>a}] = E[eitX1{|X|≤a}] + E[eitX1{|X|>a}]

= E[eitX(1{|X|≤a} + 1{|X|>a})]

= E[eitX ] = e−t
2/2
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car la loi de X est symétrique : L(X) = L(−X). Puis, la variable X + Y est donnée par

X + Y =

{
X +X = 2X si |X| ≤ a
X −X = 0 si |X| > a

= 2X1{|X|≤a}.

La combinaison linéaire X + Y a un atome en 0 car P(X + Y = 0) ≥ P(|X| > a) > 0.
Elle ne suit donc pas une loi gaussienne. Le couple aléatoire (X, Y ) n’est donc pas gaussien
(sinon on devrait avoir X + Y de loi gaussienne).

De plus, cet exemple montre aussi que dans la Proposition 9.2.6, l’hypothèse (X, Y ) gaus-
sien est nécessaire et il ne suffit pas de supposer que X et Y sont des variables aléatoires
gaussiennes. En effet,

Cov(X, Y ) = E[XY ] = E[X21|X|≤a]− E[X21{|X|>a}]

= E[X2]− E[X21{|X|>a}]− E[X21{|X|>a}]

= 1− 2E[X21{|X|>a}].

La fonction u(a) = E[X21{|X|>a}] tend vers 0 en +∞ par convergence dominée, est continue
et vaut E[X2] = 1 en 0. Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe donc a tel que
u(a) = 1/2 et Cov(X, Y ) = 0. Pourtant, X et Y sont non indépendantes sinon la loi du
couple (X, Y ) serait

P(X,Y ) = PX ⊗ PY = N (0, 1)⊗N (0, 1) = N
((

0
0

)
,

(
1 0
0 1

))
qui est gaussienne, ce qui est faux. Pour cette valeur de a, on a donc des variables aléatoires
gaussiennes X et Y non corrélées mais non indépendantes.

Un autre exemple simple est donné par X = (N, εN) où N ∼ N (0, 1) et ε est indépendante
de N et de loi P(ε = −1) = P(ε = 1) = 1

2
. On a εN ∼ N (0, 1) car

ϕεN(t) = E
[
eitεN

]
= E

[
E[eitεN |ε]

]
= E

[
ϕN(tε)

]
= E

[
exp(−(tε)2/2)

]
= exp(−t2/2).

Mais X n’est pas gaussien car par exemple la combinaison linéaire de ses marginales N+εN
ne suit pas une loi normale (il y a un atome en 0). Pourtant,

Cov(N, εN) = E
[
N2ε

]
= E

[
N2
]
E[ε] = 0.

9.3 Applications

9.3.1 TCL multidimensionnel

Le théorème central limite se généralise pour des vecteurs aléatoires iid L2 non dégénérés.
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Théorème 9.3.1 (TCL multidimensionnel) Soit (X(n))n≥1 une suite de vecteurs aléa-
toires de Rd iid L2 de vecteur espérance m = E

[
X(1)

]
∈ Rd et de matrice de covariance

K = Cov
(
X(1)

)
non dégénérée. Alors en notant S(n) =

∑n
i=1X

(i) la somme partielle des
vecteurs, on a

n−1/2
√
K
−1(

S(n) − nm
)

=⇒ Nd(0, Id) (9.4)

ou n−1/2
(
S(n) − nm

)
=⇒ Nd(0, K). (9.5)

Démonstration : On note Zn = n−1/2
√
K
−1

(Sn−nm). D’après le théorème de Paul Lévy
(Théorème 7.4.4), il s’agit de montrer que pour tout x ∈ Rd, on a

lim
n→+∞

ϕZn(x) = ϕNd(0,Id)(x) = exp(−‖x‖2/2).

Pour cela, on observe que

〈Zn, x〉 = n−1/2
〈√

K
−1

(Sn − nm), x
〉

= n−1/2〈(Sn − nm), y〉 = n−1/2

(
n∑
i=1

Yi − n〈m, y〉

)

où on a noté y = (
√
K
−1

)tx et Yi = 〈X i, y〉. On a

E[Yi] = E[〈X i, y〉] = 〈m, y〉

Var(Yi) = Var(〈X i, y〉) = ytKy = xt
√
K
−1
K(
√
K
−1

)tx = xtx = ‖x‖2.

Le TCL usuel en dimension 1 (Théorème 8.2.1) appliqué aux variables aléatoires iid Yi =
〈X i, y〉 donne alors

‖x‖−1〈Zn, x〉 = n−1/2‖x‖−1

(
n∑
i=1

Yi − nE[Y1]

)
=⇒ N (0, 1).

D’où

lim
n→+∞

ϕZn(x) = lim
n→+∞

E
[

exp(i〈Zn, x〉)
]

= lim
n→+∞

E
[

exp(i‖x‖(〈Zn, x〉/‖x‖)
]

= lim
n→+∞

ϕ‖x‖−1〈Zn,x〉(‖x‖) = ϕN (0,1)(‖x‖) = exp(−‖x‖2/2)

comme souhaité pour (9.4). Pour (9.5), on applique le continuous mapping theorem (Th.
7.4.5) avec l’application linéaire x ∈ Rd 7→

√
Kx où

√
K est la matrice telle que K =√

K
√
K
t
. D’après la Proposition 9.2.3, l’image par cette application linéaire de Nd(0, In)

est Nd
(
0,
√
K
√
K
t)

= Nd(0, K) ce qui prouve (9.5). �
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9.3.2 Estimations : moyenne, variance empiriques

D’abord, on précise avec le TCL le comportement asymptotique de la moyenne empirique
Xn et de la variance empirique S2

n.

Proposition 9.3.1 Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires iid L2 de moyenne m,
de variance σ2 < +∞.

1. On a
√
n
(
Xn −m

)
=⇒ N (0, σ2).

2. Si E[X4
1 ] < +∞ alors en notant µ4 = E[(X1 −m)4], on a :

√
n(S2

n − σ2)⇒ N (0, µ4 − σ4).

Démonstration : 1) C’est une application directe du TCL pour les variables aléatoires
(Xi)i≥1 iid :

√
n
(
Xn −m

)
= σ

Sn − nm√
nσ2

=⇒ σN (0, 1) = N (0, σ2).

2) Pour simplifier on prend m = 0. Comme

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − 2Xn

∑n
i=1 Xi

n
+
n

n
X

2

n =
1

n

(
n∑
i=1

X2
i

)
−X2

n.

on a
√
n
S2
n − σ2√
µ4 − σ4

=

∑n
i=1 X

2
i − nσ2√

n(µ4 − σ4)
−
√
nX

2

n√
µ4 − σ4

. (9.6)

Le TCL appliqué aux variables aléatoires iid X2
i , i ≥ 1, de moyenne σ2 et de variance

E[X4
1 ]− E[X2

1 ]2 = µ4 − σ4, on a∑n
i=1X

2
i − nσ2√

n(µ4 − σ4)
⇒ N (0, 1).

Puis comme par la LGNf, on a Xn
P−→ 0 et par le TCL, on a

√
nXn ⇒ N (0, 1). En les

combinant, le théorème de Slutsky assure
√
nX

2

n
P−→ 0. Finalement, on déduit de (9.6),

encore avec le théorème de Slutsky, que

√
n
S2
n − σ2√
µ4 − σ4

=⇒ N (0, 1).

�

Pour un échantillon de variables aléatoires iid gaussiennes, on peut préciser la Proposition
8.1.1 et la loi (non asymptotique) de l’espérance et de la variance empiriques :

Théorème 9.3.2 (Fisher sur les moyenne, variance empiriques) Soit (Xn)n≥1 une
suite de variables aléatoires iid de même loi gaussienne N (m,σ2). Alors
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1. Xn ⊥⊥ S2
n

2. Xn ∼ N (m,σ2/n) et n
σ2S

2
n ∼ χ2(n− 1).

3. De plus,
√
n− 1

Xn −m√
S2
n

∼ T (n− 1) (loi de Student à n− 1 degrés de liberté).

Démonstration : La première étape consiste à vérifier qu’on peut se ramener au cas
m = 0 et σ2 = 1. Pour cela, on pose

X ′i =
Xi −m

σ
⇐⇒ Xi = σX ′i +m, 1 ≤ i ≤ n,

et on observe que les variables aléatoires X ′1, . . . , X
′
n sont indépendantes, de loi N (0, 1).

Notons X
′
n leur moyenne empirique et S

′2
n leur variance empirique. On a alors Xn =

σX
′
n + m et comme (Xi − Xn) = σ(X ′i − X

′
n), on a aussi S2

n = σ2S
′2
n . Si le résultat est

établi pour m = 0, σ = 1, il reste donc vrai dans le cas général.

On suppose chaque variable aléatoire Xi ∼ N (0, 1). Soit u1 = ( 1√
n
, . . . , 1√

n
) ∈ Rn de norme

1. On complète ce vecteur u1 en base orthonormée (u1, . . . , un) de Rn et on considère U la
matrice carrée changement de base, ie. la matrice dont les colonnes sont u1, . . . , un. Comme
U est une matrice changement de base d’une base orthonormée (la base canonique) à une
autre (u1, . . . , un), U est orthogonale, ie. UU t = U tU = In. Notons Y = U tX et Y t =
(Y1, . . . , Yn). Le vecteur Y est gaussien de covariance KY = U tKX(U t)t = U tInU = U tU =
In puisque, les variables Xi étant indépendantes centrées-réduites, KX = In. En particulier,
les variables aléatoires Y1, . . . , Yn sont indépendantes et de loi N (0, 1). La première ligne
de U t étant ut1 = ( 1√

n
, . . . , 1√

n
), on a

Y1 =
1√
n

(X1 + · · ·+Xn) =
√
nXn.

On exprime de la même façon S2
n en terme de Y :

nS2
n =

n∑
k=1

(Xk −Xn)2 =
n∑
k=1

(X2
k − 2XkXn +X

2

n)

=

(
n∑
k=1

X2
k

)
− 2Xn

(
n∑
k=1

Xk

)
+ nX

2

n.

Par conséquent,

nS2
n =

(
n∑
k=1

X2
k

)
− 2Xn(nXn) + nXn =

(
n∑
k=1

X2
k

)
− nX2

n.

Mais comme U t est orthogonale, elle conserve la norme si bien que Y = U tX a pour
norme (au carré)

∑n
k=1 Y

2
k =

∑n
k=1 X

2
k . On déduit alors nS2

n =
∑n

k=2 Y
2
k . Puis comme

Y est un vecteur gaussien de matrice de covariance identité, les variables Y1, . . . , Yn sont
indépendantes et de loi N (0, 1). On en déduit
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— l’indépendance de Xn = Y1/
√
n et de S2

n = 1
n

∑n
k=2 Y

2
k ;

— Xn ∼ N (0, 1
n
) et S2

n ∼ χ2(n− 1) car somme de n− 1 carrés de variables aléatoires
N (0, 1) indépendantes.

Le 3) vient de ce que lorsque X ∼ N (0, 1) ⊥⊥ Y ∼ χ2(n), on a l’identité en loi :

X√
Y/n

∼ T (n). (9.7)

�
Preuve de (9.7). On utilise les densités gn et hn des lois χ2(n), T (n) :

gn(x) =
1

2n/2Γ(n
2
)
x
n
2
−1e−

x
2 x ≥ 0, hn(x) =

1√
nπ

Γ(n+1
2

)

Γ(n
2
)

(
1 +

x2

n

)−n+1
2
, x ∈ R.

On montre que T = X√
Y/n

admet hn pour densité. D’abord

P(T ≤ t) = P
(
X ≤ t

√
Y/n

)
= E

[
P
(
X ≤ t

√
Y/n|Y

)]
= E

[ ∫ t
√
Y/n

−∞
e−x

2/2 dx√
2π

]
.

Comme ∣∣∣ ∂
∂t

(∫ t
√
Y/n

−∞
e−x

2/2 dx√
2π

)∣∣∣ =
∣∣∣√Y

n
exp

(
− t2Y/(2n)

)∣∣∣ ≤√Y

n

avec
√
Y/n intégrable, on peut dériver par convergence dominée et obtenir :

fT (t) =
∂

∂t
P(T ≤ t) =

1√
2π

E
[√Y

n
exp

(
− t2Y

2

)]
=

1√
2π

∫ +∞

−∞

(y
n

)1/2 1

2n/2Γ(n
2
)
y
n
2
−1e−y/2e−(t2y)/(2n) dy

=
1√

2πn2n/2Γ(n
2
)

∫ +∞

−∞
y
n+1

2
−1 exp

(
− 1

2

(
1 +

t2

n

)
y
)
dy

=
1√

2πn2n/2Γ(n
2
)

∫ +∞

−∞

u
n+1

2
−1(

1 + t2

n

)n+1
2

exp
(
− u/2

)
du

(
avec u =

(
1 +

t2

n

)
y
)

=
1√

2πn2n/2Γ(n
2
)

2
n+1

2 Γ(n+1
2

)(
1 + t2

n

)n+1
2

=
1√
πn

Γ(n+1
2

)

Γ(n
2
)

(
1 +

t2

n

)−n+1
2
,

en utilisant la normalisation de la densité hn+1. �
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9.3.3 Décomposition de vecteurs gaussiens et test du χ2

Le théorème de Cochran donne les lois des projections d’un vecteur aléatoire gaussien.

Théorème 9.3.3 (Cochran) Soit X un vecteur gaussien de loi Nd(0, Id). Soit une dé-
composition orthogonale Rd = F1 ⊕ · · · ⊕ Fk avec dim(Fi) = di, i = 1, . . . , k et Fi ⊥ Fj,
i 6= j. Alors les vecteurs PF1(X), . . . , PFk(X), où PFi est la projection orthogonale sur Fi,
sont gaussiens indépendants et∥∥PFi(X)

∥∥2 ∼ χ2(di), i = 1, . . . , k.

On peut interpréter le théorème de Cochran comme une sorte de théorème de Pythagore,
en loi, pour les vecteurs gaussiens : si X est un vecteur gaussien standard dans E = F⊕F⊥,
espace de dimension d alors

PF (X) ∼ N (0, IF ) ⊥⊥ PF⊥(X) ∼ N (0, IF⊥)

et ∥∥PF (X)
∥∥2 ∼ χ2

(
dim(F )

)
,
∥∥PF⊥(X)

∥∥2 ∼ χ2
(
dim(F⊥)

)
.

Pour avoir un résultat analogue pour un vecteur gaussien général X ∼ Nd(m,Γ) non
dégénéré (det Γ 6= 0), il faut considérer des sous-espaces Fi orthogonaux pour un produit
scalaire lié à Γ : 〈x, y〉Γ = 〈x,Γy〉 = xtΓy, x, y ∈ Rd.

Démonstration : Soit (ei,j) 1≤i≤k
1≤j≤di

une base orthonormée de Rd adaptée à la décomposition

Rd = F1 ⊕ · · · ⊕ Fk, ie. {ei,j : j = 1, . . . , di} est une base orthonormée de chaque Fi. Soit
X =

∑
1≤i≤k
1≤j≤di

〈X, ei,j〉ei,j la décomposition de X dans cette base orthonormée. Les variables

aléatoires 〈X, ei,j〉, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ di, sont normales puisqu’elles forment le vecteur
gaussien X et indépendantes puisque leur covariance sont (pour (i, j) 6= (k, l)) :

Cov
(
〈X, ei,j〉, 〈X, ek,l〉

)
= eti,jIdek,l = 〈ei,j, ek,l〉 = 0,

en utilisant pour un vecteur X ∈ Rd et a, b ∈ Rd :

Cov
(
〈a,X〉, 〈b,X〉

)
= at Cov(X)b.

On peut écrire

X =
k∑
i=1

PFi(X) avec pFi(X) =

di∑
j=1

〈X, ei,j〉ei,j.

On note que le vecteur (PF1(X), . . . , PFk(X)) est gaussien : en effet des combinaisons li-
néaires de ses marginales en sont de 〈X, ei,j〉, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ di, qui sont des gaussiennes
indépendantes. On a ensuite immédiatement avec la Prop. 9.2.3 en notant aussi PFi la ma-
trice de la projection PFi

PFi(X) ∼ N
(
pFi(0), PFiIdP

t
Fi

)
= N (0, IFi)

carPFiIdP
t
Fi

= P 2
Fi
Id = IFi . Puis ‖pFi(X)‖2 est donc une somme de carrés de variables

normales standard indépendantes, et suit donc une loi χ2(di). �
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Test d’adéquation du χ2

On observe une variable aléatoire discrète X, de support connu S(X) = {a1, . . . , ar} ⊂
Rr avec les probabilités ponctuelles pj = P(X = aj) = Q({aj}) ∈]0, 1[, j = 1, . . . , r incon-
nues. On note p = (p1, . . . , pr) le vecteur de ses probabilités.
Soit, par ailleurs, une probabilité Q0 =

∑r
j=1 πjδaj de même support mais avec les proba-

bilités π = (π1, . . . , πr) connues (πi > 0, 1 ≤ i ≤ r). On souhaite étudier la possibilité que
Q soit égal à Q0, c’est à dire tester l’égalité de vecteurs de Rr : p = π. L’hypothèse à tester
est alors

(H) : Q = Q0 contre (A) : Q 6= Q0.

On observe un échantillon X = (X1, . . . , Xn)t de la loi Q de taille n, ie. n variables aléatoires
iid de loi Q et on compte le nombre de fois que la valeur aj, j = 1, . . . , r, est prise dans
l’échantillon :

Nj =
n∑
i=1

1{Xi=aj}= le nombre des Xi égaux à aj.

On peut voir que N = (N1, . . . , Nr)
t suit la loi multinomiale M(n, p1, . . . , pr) donnée par

P
(
(N1, . . . , Nr) = (n1, . . . , nr)

)
=

n!

n1! . . . nr!
pn1

1 . . . pnrr , avec n1 + · · ·+ nr = n.

Soient p̂j = Nj/n, j = 1, . . . , r, les fréquences empiriques. Par la loi forte des grands
nombres, lorsque n → +∞, on a p̂j → pj = E[1{X=aj}] = P(X = aj) ps. Pour déterminer
si p = π, on considère la distance entre p̂, qui approche p lorsque n est grand, et π. En
pratique, pour des fréquences d’apparition fi de chaque atome ai, on note f = (f1, . . . , fr) =
(n1

n
, . . . , nr

n
) le vecteur des fréquences empiriques et on définit la « distance » de Karl Pearson

entre f et π = (π1, . . . , πr) par

ρ(f, π) =
r∑
j=1

(fj − πj)2

πj

(ce n’est pas vraiment une distance puisque ρ(f, π) n’est pas symétrique). Avec les fré-
quences empiriques p̂, on considère alors la quantité :

Tn = nρ(p̂, π) = n

r∑
j=1

(ρ̂j − πj)2

πj
=

r∑
j=1

(Nj − nπj)2

nπj

dont le comportement permet de décider laquelle des deux hypothèses (H) ou (A) est la
plus vraisemblable :

— Sous l’hypothèse (H) : Tn est proche de 0 ;
— par contre sous l’hypothèse (A) (ρ̂ 6= π), on a ρ(p̂, π) → ρ(p, π) > 0 ps et donc

Tn → +∞ ps.
Avec ces observations, on peut alors formaliser le test du χ2 (chi-deux) :



Chapitre 9. c©JCB – L3/M1 math – Université de Rennes 1 162

Théorème 9.3.4 (Test d’adéquation du χ2) Soient π1, . . . , πr > 0. Alors :
— sous l’hypothèse (H) : Tn =⇒ χ2(r − 1), n→ +∞ ;
— sous l’hypothèse (A) : Tn −→ +∞ ps, n→ +∞.

Démonstration : D’abord, sous (A), il existe j tel que πj 6= pj et donc par la LGN forte

(Th. 8.1.3) lim infn→+∞(ρ̂j−πj)2 > 0 ps. On a alors lim infn→+∞ Tn ≥ lim infn→+∞ n
(ρ̂j−πj)2

πj
=

+∞ ps, ce qui prouve le résultat sous l’hypothèse (A).

On suppose maintenant l’hypothèse (H) en vigueur. On voit que N s’écrit N =
∑n

i=1 Zi où

Zi =

 Zi,1
...
Zi,r

 =

 1{Xi=a1}
...

1{Xi=ar}


sont des vecteurs iid. Sous (H), l’espérance commune des Zi est le vecteur π et la matrice
de covariance de leur loi est Γ donnée par

Γj,k = Cov(Z1)j,k = Cov(Z1,j, Z1,k) = δj,kπj − πjπk =

{
−πjπk si j 6= k
πj(1− πj) si j = k.

Le TCL multidimensionel (Théorème 9.3.1) donne

1√
n

(N − nπ) =⇒ X ∼ Nr(0,Γ), n→ +∞

et, en notantD = diag
(
1/
√
π1, . . . , 1/

√
πr
)
, par le continuous mapping theorem (Th. 7.4.5),

on a

D
1√
n

(N − nπ) =⇒n→+∞ DX.

Mais

D
1√
n

(N − nπ) =


N1−nπ1√

nπ1

...
Nr−nπr√

nπr


et, par la Proposition 9.2.3, DX ∼ Nr(0, DΓDt) = Nr(0, DΓD) où la matrice

Σ = DΓD = (δj,k −
√
πjπk)j,k = Ir − (

√
π)(
√
π)t où (

√
π) =


√
π1
...√
πr

 .

On peut constater que ‖
√
π‖2 = 1 et

Σ2 = Ir − (
√
π)(
√
π)t − (

√
π)(
√
π)t + (

√
π)(
√
π)t(
√
π)(
√
π)t = Ir − (

√
π)(
√
π)t = Σ
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et Σt = Σ. La matrice Σ est la matrice de la projection orthogonale sur V = (Vect
√
π)⊥.

En effet, on a Im Σ ⊥
√
π car pour x ∈ Rr :

〈Σx,
√
π〉 = 〈x− (

√
π)(
√
π)tx,

√
π〉 = 〈x,

√
π〉 − 〈(

√
π)(
√
π)tx,

√
π〉

avec
〈(
√
π)(
√
π)tx,

√
π〉 = 〈x, (

√
π)(
√
π)t(
√
π)〉 = 〈x, (

√
π)Ir〉 = 〈x,

√
π〉

soit 〈Σx,
√
π〉 = 0 et Ker Σ = Vect(

√
π) puisque Σx = 0 ssi x = (

√
π)(
√
π)tx ∈ Vect (

√
π)

car (
√
π)tx ∈ R.

De plus si Y ∼ Nr(0, Ir) alors ΣY ∼ Nr(0,ΣΣt) = Nr(0,Σ) ∼ DX (Prop. 9.2.3).

Ainsi, sous (H), lorsque n→ +∞,
N1−nπ1√

nπ1

· · ·
Nr−nπr√

nπr

 =⇒ ΣY. (9.8)

Mais

Tn = nρ(p̂, π) =

∥∥∥∥∥∥∥


N1−nπ1√
nπ1

· · ·
Nr−nπr√

nπr


∥∥∥∥∥∥∥

2

et par le théorème de Cochran (Th. 9.3.3) ‖ΣY ‖2 = ‖ΠV (Y )‖2 ∼ χ2(r − 1) car dim(V ) =
r − 1. Finalement, (9.8), combiné avec le continuous mapping theorem (Th. 7.4.5) pour
l’application continue x ∈ Rr 7→ ‖x‖2, donne

nρ(p̂, π) =⇒ χ2(r − 1)

ce qui prouve le test d’adéquation du χ2. �

Le test du χ2 se décline sous d’autres formes : test d’homogénéité (pour tester que deux
échantillons sont gouvernés par la même loi), test d’indépendance (pour tester que deux
quantités issues d’un même échantillon sont indépendantes). Pour des détails et des exemples
simples, on renvoie à [Dress] ou à tout cours de statistique de base.
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