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Introduction

Ces notes sont un support (enrichi) d’un cours de probabilités de base. Elles sont rede-
vables de plusieurs sources d’inspiration, parmi elles : [?] et [Gra]. Ce cours ne nécessite que
des notions de théorie de la mesure et d’intégrale de Lebesgue. Des références classiques
pour compléter un cours de probabilités de ce niveau sont [?], [?] (en francais) et [Chung],
[?], [Dur], [Kal] (en anglais). (La référence [Kal| est complete mais plus difficile d’acces.)
D’autres références en ligne sont [?], [?].

Le contenu de ces notes est le suivant :

Dans le Chapitre 1, on donne quelques rappels de théorie de la mesure. On définit un espace
de probabilité, une mesure de probabilité et on en rappelle les principales propriétés.

La notion de variable aléatoire est définie dans le Chapitre 2. On y décrit la loi d’une
variable aléatoire, sa fonction de répartition et on donne les exemples de lois classiques
(discretes et a densité).

Dans le Chapitre 3, on présente les notions d’espérance, de variance et plus généralement
de moments de variables aléatoires.

La fonction caractéristique est un outil tres utile qui caractérise la loi d’une variable aléa-
toire. Cet outil est introduit au Chapitre 4 ou on en étudie les principales propriétés.

Le concept d’indépendance est fondamental en probabilités. Il est introduit au Chapitre 5
ou on en donne aussi plusieurs caractérisations.

Dans le Chapitre 6, on étudie la somme de variables aléatoires indépendantes et on en
détermine la loi a ’aide de convolution.

Il existe plusieurs modes de convergence en probabilités. Il sont présentés dans le Chapitre 7
ou leurs propriétés et relations sont étudiées.

Dans le Chapitre 8, on s’intéresse aux sommes de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées et a leur comportement limite. On y présente les deux premiers
résultats fondamentaux des probabilités : la loi des grands nombres (LGN) et le théoreme
central limite (TCL).

On termine dans le Chapitre 9 avec la description de vecteurs aléatoires gaussiens pour
lesquels beaucoup de calculs se ramenent a des calculs matriciels, on parle alors de calcul
gaussien.

v



Chapitre 1

Espace de probabilité

Introduction

Quelques jalons historiques formalisent le concept de probabilités. D’apres I'article dédié

de wikipedia :

— La notion de probabilité remonte a Aristote (4deme siecle avant J.-C.), il ne s’agit
pas alors de quantifier I’aléa, le terme probabilité désigne plutot 'adhésion a une
idée : ce qui est probable est ce qui est généralement admis comme vrai.

— Au 16eme et 17eme siecles, la notion de probabilité est une notion morale. D’abord
théologie morale catholique, le terme désignera par glissement sémantique le carac-
tere vraisemblable d’une idée.

— Le traitement mathématique des probabilités remonte a Blaise Pascal (17éme siecle)
notamment avec sa correspondance avec Pierre de Fermat (1654). Avec ce traitement
mathématique, la notion de probabilité ne concerne plus seulement les idées ou les
opinions mais aussi les faits. Le concept de probabilité se rapproche alors de la
notion de hasard.

— Le calcul des probabilités se développe autour de questions liées a la théorie des jeux.
Des contributions marquantes sont celles de Christian Huygens (espérance, 1657),
Jacques Bernoulli (variable aléatoire, LGN, 1713 posthume), Abraham de Moivre
(combinatoire, 1718), Pierre-Simon de Laplace (TCL, 1812).

— La théorie classique des probabilités se développe avec le début du 20eme siecle et
le fondement de la théorie de la mesure par Emile Borel (1897), Henri Lebesgue
(1902-1904).

— Andrei Markov (1902) introduit les chaines de Markov pour généraliser la LGN dans
un cadre sans indépendance.

— La théorie moderne des probabilités est axomatisée par Andrei Kolmogorov (1933),
considéré comme le pere des probabilités modernes.

— Les probabilités se développent encore dans les années 1940 avec Paul Lévy et Kiyo-
shi Ito qui relient les probabilités avec I'analyse et les EDP. C’est I'apparition du
calcul stochastique et de ’analyse stochastique.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Probabilit%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Probabilit%C3%A9
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Quelques références classiques pour compléter ce cours de Probabilités sont [Bill], [Chung],
[Fel], [FF], [Kal], [Ouv].

1.1 Rappel de théorie de la mesure

Dans cette section, on se borne a rappeler quelques concepts et outils fondamentaux de la
théorie de la mesure nécessaires pour ce cours de Probabilités. On renvoie a [Rud] ou & un
cours de théorie de la mesure complet pour des détails.

1.1.1 Tribus
Pour un ensemble X, on note P(X) = {A: A C X} 'ensemble de ses parties.

Définition 1.1.1 (Tribu) A C P(X) est une tribu (ou une o-algébre) si
— X eA;
— Si pour tout i € N, A; € A alors | J,cy Ai € A : A est stable par réunion dénom-
brable ;
— Si Ae A alors A° € A : A est stable par complémentaire.

Si la condition sur I'union est remplacée par la stabilité par union finie, on définit alors
une algebre (ou algebre de Boole).

La plus petite tribu est {(), X} (tribu grossiere), la plus grande est P(X) (tribu totale).
En général, les tribus intéressantes sont intermédiaires entre les deux.
On appelle (ensemble) mesurable tout ensemble A élément d’une tribu A. Un ensemble
muni d’une tribu (X, .A) s’appelle un espace mesurable.

Définition 1.1.2 (Tribu borélienne) Lorsque X est un espace topologique (c’est a dire
muni d’une famille d’ouverts), la plus petite tribu contenant tous les ouverts est appelée la
tribu borélienne. Elle est notée B(X).

Les mesurables A € B(X) s’appelent aussi les boréliens. Les boréliens typiques sont les
ouverts, les fermés.

En général, pour un ensemble X dénombrable, une bonne tribu a considérer est P(X) et
pour un espace X topologique, c’est la tribu borélienne B(X).

Définition 1.1.3 (Mesurabilité) Une application f : (X, A) — (Y, B) est dite mesu-
rable siVB € B, f~1(B) € A.

Exemples.
— La fonction 14 est mesurable ssi A € A.
— Lorsqu’on travaille avec les tribus boréliennes, les fonctions f : X — Y continues
sont mesurables (implicitement par rapport aux tribus boréliennes B(X) de X et
B(Y) de Y), cf. Proposition 2.1.1.
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— Les applications mesurables sont stables par la plupart des opérations : addition,
multiplication, multiplication par un scalaire, inverse, quotient, composition, max,
min, sup, inf, parties positive et négative, passage a la limite simple, cf. Proposition

2.1.2.
Définition 1.1.4 (Tribu engendrée) — Soit M une famille de parties de X. La
tribu engendrée par M, notée (M), est la plus petite tribu de X contenant M :

— Soit f une application de X dans (Y, B), espace mesurable. La tribu engendrée par
f sur X est la plus petite tribu Ay sur X rendant f : (X, Ay) — (Y, B) mesurable.
C’est la tribu formée des {f~*(B) : B € B}. On la note Ay ou o(f).

Définition 1.1.5 (Tribu produit) Soient (X,.A) et (Y,B) des espaces mesurables. La
tribu produit A @ B sur l'espace produit X xY = {(z,y) : * € X,y € Y} est la tribu
engendrée par les produits de mesurables A x B, A€ A, B € B.

Cf. Section 3.1 pour plus de rappels sur les espaces produits en liaison avec les Théoremes
de Fubini-Tonelli et Fubini (Théoremes 3.1.1 et 3.1.2).

Remarque 1.1.1 Sur R? = R ® R, on peut considérer la tribu borélienne associée a la
topologie produit sur R? et le produit des tribus boréliennes sur chaque espace R. En
utilisant que tout ouvert de R? peut s’écrire comme une réunion dénombrable de pavés
d’intervalles ouverts, on montre que les deux coincident : B(R?) = B(R) @ B(R) = B(R)®?.
Plus généralement, on montre pour R” qu’on a B(R") = B(R)®".

1.1.2 Mesures

On considere (X,.4) un espace mesurable.

Définition 1.1.6 (Mesure) Une mesure i sur (X, A) est une application de A — [0, 4+00]
telle que

- :u(@) =0;

— 1 (Ap)n>1 est une suite dénombrable d’ensembles de A deux a deuz disjoints alors

+o0 “+o0o
1 (U An> = Z,u(An) o-additivité.
n=1 n=1

Le triplet (X, A, ) est appelé un espace mesuré (espace mesurable + mesure).

Exemples de mesure.
— Mesure de Dirac sur (X, P(X)) : soit a € X,

5a(A)={1 sia€e A

0 siadgA.
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— Mesure de Lebesgue sur (R,B(R)) : c’est la mesure qui généralise la notion de
longueur des intervalles. Elle est invariante par translation :

Ma b)) =b—a, AA+z)=A(A).

— Mesure finie : mesure p de poids total (ou masse) fini(e) : u(X) < +oc.

— Mesure o-finie : p est o-finie sur (X, A) si X = J,~; An avec 4, € A et pu(A,) <
400 (exemple : la mesure de Lebesgue sur R = |, .y[—n,n]) car A([—n, n]) = 2n).

— Mesure de probabilité : une mesure p est dite de probabilité sur (X, A) si pu(X) = 1.
Traditionnellement, pour un espace de probabilité, on note (Q, F,P) au lieu de
(X, A, ), cf. ci-dessous.

— Mesure image : Soit f : (X, A, u) — (Y, B) une fonction mesurable. On définit sur
(Y, B) la mesure image de f notée s par :

— Mesure produit : si p et v sont des mesures sur (X,.A) et (Y, B), on considere la
mesure produit sur 'espace produit X x Y muni de la tribu produit A @ B. C’est
la mesure pu ® v, défini sur les produits de mesurables par

(u@v)(Ax B)=u(A)xv(B), Ac A BeB

et s’étend sur toute la tribu produit A ® B par un argument classique (par exemple
de classe monotone, cf. Section 1.3 ou par le théoreme de Carathéodory).

1.2 Espace de probabilité

On définit une probabilité P sur un espace mesurable qu’on note traditionnellement (€2, F).
Dans ce contexte, les ensembles mesurables A € F s’appellent les évenements.

Définition 1.2.1 (Probabilité) Soient (2, F) un espace mesurable. On appelle probabi-
lité sur (2, F) toute mesure P sur (Q, F) de poids total 1, c’est a dire P est une application
de F dans [0, 1] qui vérifie :

(1) P(Q) =1,

(ii) (Propriété de o-additivité) Pour toute suite (Ap)nen+ d’évenements, deux a deux dis-

joints, on a
+oo
P ( U An> => P(A).
n=1

neN*

Le triplet (2, F,P) s’appelle un espace probabilisé ou espace de probabilité.
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Remarque 1.2.1 — Lorsque I'espace Q) est discret (c’est a dire fini ou dénombrable,
par exemple N ou une partie de N), on utilise F = P(2) et tous les ensembles sont
évenements. C’est la raison pour laquelle cette restriction aux évenements n’apparait
pas lors de cours de Probabilités en espaces finis ou discrets.

— Lorsque l'espace est R, pour les évenements typiques sont les intervalles (fermés
ou ouverts ou mixtes).

Exemples.

6

n>1
— Soit f(z) = eI, montrer que

MMW=/f@M

définit une mesure de probabilité sur B(R).

Finalement, par événement, on pourra se contenter de comprendre en pratique (en premiere
approximation) : n’importe quel ensemble si I'espace 2 est discret et les intervalles si
I’espace est R.

Propriétés des probabilités
Une probabilité satisfait un certain nombre de propriétés de base qu’il faut connaitre et

pouvoir manipuler facilement.

Toute probabilité P sur (2, F) vérifie les propriétés suivantes :
e VAe F,P(A°) =1—-P(A).

En effet Q = AU A€ avec une réunion disjointe. Par additivité, on a donc

1 = P(Q) = P(A) + P(A°).

e P(0) = 0.
En effet ) = Q¢ donc P()) =1 -P(Q)=1-1=0.

e Additivité (cas particulier du point (ii) de la définition d’une probabilité) :
— SiANB=0,P(AUB) =P(A) + P(B),
— Siles A; (1 <7< n)sont deux a deux disjoints,

e VA, Be F, AC B=P(A) <P(B).
En effet B = (B \ A) U A ou la réunion est disjointe. On a donc

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).
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e VA, Be F,P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
En effet AUB = (B\A)U(ANB)U(A\ B) ot les ensembles sont deux a deux disjoints.
On a donc

P(AUB)=P(B\ A)+P(ANB)+P(A\ B). (1.1)
Or A= (A\ B) U (AN B) avec une réunion d’ensembles disjoints donc

P(A) =P(A\ B)+P(AN B).
Et de méme B = (B \ A) U (AN B) avec une réunion d’ensembles disjoints donc
P(B)=P(B\ A)+P(ANB).

On adonc P(B\ A) =P(B)— P(ANB) et P(A\ B) =P(A) — P(AN B) et on conclut en
reportant dans (1.1).

e Sous-additivité :
— VA, Be F:P(AUB) <P(A)+P(B);
— VA, Ag, . A EF i P(AAUAU---UA,) <P(A) +P(Ay) +--- +P(A4,);
— VA, Ay, A, - € F

“+o0o
P (U An> <> P(Ay).
n>1 n=1

En effet, pour une réunion de deux ensembles AU B, cela vient du point précédent ; puis,

pour le cas d’une réunion finie, d'une récurrence ; et, pour le cas d’une réunion dénombrable,
d’un passage a la limite avec la propriété suivante.

e Propriétés de continuité monotone séquentielle

(i) Si (Ay)nen+ est une suite croissante d’évenements (ie. pour tout n A, C A,41) alors

lim P(A,) = P(4) ot A = U 4. (1.2)
neN*

(ii) Si (By)nen+ est une suite décroissante d’évenements (ie. pour tout n B,y C By,)
alors

lim P(B,) =P(B) o B = g B,. (1.3)

En effet dans le cas croissant (i), on note que | J,_, A = A,. Soit C,, = A, \A,-1n>1
(avec Ag = 0). On montre facilement que Up_,Cy = U}_, A, : une inclusion vient de ce que
Cr C A, pour tout k, 'autre de ce que si w € U}_, A,, alors en notant k le plus petit entier
tel que w € Ay alors on a w € C}, et donc w € U}_,Cy. De plus les Cf, k > 1, sont deux a
deux disjoints : si w € Cy alors w &€ Ap_1 et donc w & C) pour [ < k.

Jlim P(A,) = lim P <kU1 Ak> = lim P (H Ck> = ngglm;mck) (additivité)
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— SP(OU =P (DO C’k> (o-additivité) =P (tj Ak) :

k=1

Dans le cas décroissant (ii), comme on est en mesure finie, il suffit de passer aux complé-
mentaires.

Remarque 1.2.2 En général, on ne peut pas calculer P(A U B) a partir de P(A) et de
P(B) comme le montre la formule P(AU B) = P(A) + P(B) —P(AN B) : il faut connaitre
AN B, on verra que ceci est 1ié a I'indépendance ou non des évenements A et B.
Attention, cette formule ne se généralise pas immédiatement pour plus de deux éveénements,
par exemple pour A, B, C', on a :

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB) —P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
Plus généralement, on a le résultat suivant (exercice : il se montre par récurrence sur n) :

Proposition 1.2.1 (Formule de Poincaré) Pour tout entier n > 2, et tous événements
Ay, Ay, AL, On A

P (O AZ-) = En:IP(AZ») + zn:(—l)’““ Z P(A;, N A, N--NA).
=1 =1 k=2

1<i1 <2< <1 <n

Démonstration : On prouve la formule par récurrence. Si n = 2, cela est du a 'additivité
usuelle. On admet la formule pour n et on la montre pour n+ 1 : soient A;, 1 <7 <n-+1.
On a

n+1 n

p( L_Jl 4) = IP((ZulAi) U Auis)

= B(U) + B (U 4) 0 40)

— IP’( Lnj Ai) FP(Any) — IP’( Ui An+1)).

i=1 =1

Mais par récurrence

P(OAi) - ilP’(A» + i(-gkﬂ Y P(ALNAL NN A

k=2 1<i) <ig<-<ig<n

et

n n

P(U(AmAnH)):iP(AmAnHHZ(—l)M S P(A,NAN AN A,
=1

1=1 k=2 1< <ia << <n
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On reforme alors 37 P(A4;) + P(A, 1) = 7 P(A;) et

n

> (=1 > P(A, N A, N---NA;,) + i]P(Ai N Api1)

k=2 1< <ig << <n =1

+> (=1 o PALNA, NN AL N Any)
k=2

1< <t << <n

n+1
= ) (- > P(A;, N A, N---NA;)
k=2 1< <tg <<t <n+1
ce qui prouve la formule pour n + 1 et acheve la récurrence. O

1.3 Classe monotone

Dans cette section on rappelle un procédé d’extension des définitions de certains objets sur
les tribus apres les avoir définis sur des classes restreintes d’ensemble.

Définition 1.3.1 (Classe monotone ou \-systéme) Une famille M de parties de Q
est appelée classe monotone si

1. Qe M;

2. lorsque A,B € M et BC A, alors A\ Be M;

3. M est stable par réunion croissante (A; e M, j € N, A; C Ay = U,y 45 € M).
Pour & C P(Q2), on appelle classe monotone engendrée par &, la plus petite classe monotone
contenant &, c’est a dire l'intersection de toutes les classes monotones contenant £. On la

note M(E).

JeEN

Remarque 1.3.1 — Une classe monotone est stable par complémentaire : il suffit
d’écrire A°=Q\ A pour Q, A € M.

— Une classe monotone est stable par intersection décroissante : si (B;);>1 est une
suite de M telle que B; D B;y1, i > 1, alors A; = Bf € M car A; = Q\ B;
et (A;);>1 forme une suite croissante de M pour laquelle | J,~, 4; € M mais alors

(&
ﬂiZI B; = <Ui21 Ai) € M.
Une classe monotone est donc stable par limite monotone d’ensembles (croissante
ou décroissante), cela justifie la terminologie.

Exemple :

1. Une intersection d’un nombre quelconque de classes monotones est encore une classe
monotone.

2. Une tribu est une classe monotone. 11 suffit pour cela de voir que A\ B = AN B°.
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3. Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.
En effet cette classe sera aussi stable par réunion finie en vertu de I'axiome 2) de la
Définition 1.3.1 on utilise alors la reécriture d’une réunion dénombrable comme une
réunion croissante (U;en 45 = Ujen (| Ui<; Ak> pour toute famille 4;, j € N).

Théoréme 1.3.1 (des classes monotones) Soit £ une famille de parties de Q2 stable
par intersection finie. Alors M(E) = o(E).

Remarque 1.3.2 Ce résultat s’énonce (et s’utilise) encore sous la forme suivante : si M
est une classe monotone contenant la famille de parties £, stable par intersection finie (ie.
& est un m-systeme), alors o(€) C M.

Démonstration : En vertu de I'exemple 2) ci-dessus, o(€) est une classe monotone qui
contient £ et donc M(E) C o(&€). Pour prouver I'inclusion réciproque, on montre que M(E)
est stable par intersection finie car alors, d’apres 'exemple 3) ci-dessus, M(E) sera une
tribu contenant &, et on aura (&) C M(E). 1l suffit donc de prouver que si A, B € M(E),
alors AN B € M(E). Pour cela, soit

My ={AeM(&):VBe &, ANB e M(E)}.

Comme &, m-systeme, est stable par intersection finie, on constate que M contient £. Puis
on vérifie facilement que M, est une classe monotone car

— QeMicarQeM(E)etpour BEE, BNQ=Be&C M(E).

— st A, Ay € My avec Ay C A; alors Ay \ Ay € M(E) car M(E) est une classe
monotone puis pour B € £ on a (A; \ A;) N B = (A; N B) \ (A2 N B); mais
AiNB,A,N B € M(E) car A1, Ay € M;j; puis comme M(E) est stable par
différence monotone, on a (A; \ A2) N B € M(E); finalement A; \ Ay € M;.

— si Aj, j >0, est dans M, avec A; C Ajyy alors |J; A € M(E) car M(E) est stable
par réunion croissante ; puis, pour B € &, (UJ A]-) NB=;(A4;NB) e M(E) car
A;N B e M(E) et stabilité par réunion monotone.

Finalement, M; est une classe monotone contenant £ donc contient aussi M(E) et, par

définition est contenu dans M(E), ce qui donne M; = M(E).
Soit maintenant

My :={AeM(E):VYBeM(E),ANB e M(E)}.

L’ensemble M, est aussi une classe monotone (faire comme précédemment avec M; a la
place de &). De plus il contient £ : on doit pour cela montrer que si A € £, alors pour
tout B € M(E) ona AN B € M(E). Mais comme B € M(E) = M, et A € &, on a
ANB=BNAe M(E) (défintion de M;). On a donc M, classe monotone contenant £
et donc M(E) C My. Comme par définition on a aussi My C M(E), il vient My = M(E)
ce qui montre que M (E) est stable par intersection finie.

D’apres 'argument qui commence la preuve, le théoréeme des classes monotones (Th. 1.3.1)
est prouvé. O
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Applications des classes monotones

Théoréme 1.3.2 (Dynkin) Si deuz probabilités Py et Py coincident sur A stable par
intersections finies alors Py et Py coincident sur o(A).

Démonstration : Soit M = {A € F : P;(A) = Py(A)}. Alors, & nouveau, on constate
facilement que M est une classe monotone qui contient A :

— Qe M car P1(Q) =1 =DPy(0).

— Si A, B € M avec B C A alors

Pi(A\ B) = P(A) = P1(B) = P2(A) — P2(B) = P2(A\ B).

— SiAj € Mavec A; C Ajyq, j > 1, alors par croissance séquentielle (1.2)

Pl(UAj)_ lim Py(4;) = lim_Py(4, PQ(UA)

Jj——4oo
i>1 i>1

Comme A est un 7m-systeéme, le Théoreme 1.3.1 garantit que o(A) C M ce qui conclut. [J

En anticipant sur le Chapitre 5, on dit que deux événements A, B sont indépendants (et on
écrit A L B)siP(ANB) = P(A)P(B). Plus généralement deux parties A et B d’évenements
sont indépendantes si pour tout A € Aet B € B alors A I B.

Proposition 1.3.1 Si une famille A d’ensemble est stable par intersections finies et est
indépendante d’une tribu G alors o(A) est indépendante de G.

Démonstration : Soit M = {A € F: A L G}. Alors on constate facilement que M est
une classe monotone qui contient A.

— OnaQeMecar QL G:P(GENQ)=PG)=P(G)P() pour tout G € G.
— Soit A, B € M avec B C A, alors pour tout G € G, on a

P(A\B)NG) = P((ANG)\ (BNG))

= P(ANG) - P(BNG) = P(AB(G) — P(B)F(G)
= (P(4) - ]P(B))IP’(G) = P(A\ B)P(G)

c’est a dire (A\ B) L G et donc (A\ B) L G.

— Soit A; € G avec A; C A;4; alors par convergence monotone
= = j—>+oo Jj—+oo
= P(Uj214)) P(G)
c’est a dire U;>1A4; L G et donc Uj>1A; L G.

Comme A est un 7-systeme, le Théoreme 1.3.1 garantit que o(A) = M(A) C M ce qui
conclut la preuve de la proposition. [l
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Proposition 1.3.2 Soient A; et Ay deux familles d’ensemble stables par intersection finie
(deuz algébres) indépendantes dans (Q, F,P). Alors les tribus engendrées o(A;) et o(As)
sont indépendantes.

Démonstration : Soit A; € A;. Considérons la famille
Ml = {A2 € O'(.A.Q) . ]P(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)}

des évenements indépendants de A;. Comme pour la preuve précédente, il s’agit d’une
classe monotone qui contient, par hypothese, A,. Elle contient donc la classe monotone
engendrée par Ay, qui coincide par le théoreme de classe monotone avec o(Az) puisque A,
est un m-systéme. Soit maintenant Ay € o(Az). Considérons la famille

M2 = {Al € 0'(./41) : ]P(Al N AQ) = P(AI)P(AQ)}

des évenements indépendants de A,. Il s’agit encore d’une classe monotone qui contient A,
et d’apres ce qui précede o(.A;) puisque A; et un m-systeme. O

1.4 Extension de mesure

Le Théoreme de Carathéodory permet de prolonger des mesures (ou des ersatz de
mesure) sur des familles d’ensemble en de vraies mesures sur des tribus engendrées par ces
familles. On en donne plusieurs formulations dans cette section.

Définition 1.4.1 (Anneau d’ensemble) Un anneau d’ensemble R sur un ensemble X
est une famille de parties de X qui vérifie

— R n’est pas vide : R # 0 ;

— R est stable par différence ensembliste : si A, B € R alors A\ B€R;

— R est stable par union finie : si pour 1 <i<mn onaA; € R alors | J._, A; € R.

Théoréme 1.4.1 (Extension de Carathéodory 1) Toute mesure sur un anneau d’en-
semble R admet au moins un prolongement a la tribu o(R) engendrée par l’anneau. De
plus, si la mesure sur l’anneau est o-finie alors ce prolongement est unique.

Définition 1.4.2 (Semi-algebre) Soit Q # () un ensemble quelconque. Une famille de
sous-ensembles S de §) est une semi-algébre si

— 0,Q9€eS;

— &S est stable par intersections finies;

— st A € § alors il existe n fini et des ensembles C1,...,C,, € S disjoints tels que
Ac=CLU---UC,.

Les semi-algebres sont des structures a partir desquelles on peut étendre une probabilité.
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Théoréme 1.4.2 (Extension de Carathéodory 2) Soit S une semi-algébre sur Q # ().
On considére P une fonction o-additive définie sur S et a valeurs dans [0,1] telle que
P(Q) = 1. Alors il existe une unique mesure de probabilité P définie sur o(S) qui prolonge
P (ie. P(A) = P(A) pour A € S).

Définition 1.4.3 (Mesure d’algebre) Soit B une algébre sur un ensemble E. Une me-
sure d’algebre sur (E,B) est une application m : B — [0, +00] telle que
— m(0)=0;
— m est additive : pour A, B € B tels que ANB = 0 alors m(AUB) = m(A)+m(B) ;
— 1l existe une suite croissante (E,),>1 de B qui croit vers E telle que m(E,) < 400
et, pour tout A € B, lim,, ;o m(AN E,) = m(A);
— (propriété de Carathéodory) Pour toute suite décroissante (A,,), de B convergeant
vers () et telle que m(Ay) < 00 on a lim, . m(A,) =0.

On montre facilement qu’une mesure d’algebre m sur (E, B) vérifie pour tout A, B € B :
— additivité finie : m(A) = m(A\ B) + m(AN B);
— additivité forte : m(AU B) + m(AN B) = m(A) + m(B);
— sous-additivité : m(AU B) < m(A) +m(B);
— croissance : si A C B alors m(A) < m(B).

Théoréme 1.4.3 (Extension de Carathéodory 3) Soit B une algébre sur un ensemble
E. Sim est une mesure d’algébre sur (E,B) alors il existe une mesure . sur la tribu o(B)
qui coincide avec m sur B.

1.5 Vocabulaire probabiliste

D’un point de vue modélisation, dans la suite, I’ensemble de base €2 va nous permettre
de décrire une expérience aléatoire. Cet ensemble va représenter I’ensemble des résultats
possibles de I'expérience (aléatoire) que 'on étudie. Nous I'appellerons ["univers des pos-
sibles ou espace probabilisé. Lorsque ) est dénombrable, ses parties seront appelées des
évenements (ou évenements composés), les éléments w € §2 seront les évenements élémen-
taires, c’est a dire les évenements les plus simples qui ne peuvent pas étre exprimés par des
évenements encore plus simples.

Exemple : On lance un dé a six face. Le résultat a priori est aléatoire et les résultats pos-
sibles sont 1,2,3,4,5,6. L’espace Q = {1,2,3,4,5,6} décrit bien I’ensemble des résultats.
La partie A = {1,4} est un éveénement composé : il s’agit de « le résultat est un 1 ou un
4 ». Par contre {3} est un évenement élémentaire, « observer un 3 » ne peut pas étre décrit
par des évenements plus simples.

Avec ce mode de représentation, les opérations logiques sur les évenements que sont « ou »,
« et », « négation » se traduisent par des opérations ensemblistes : réunion U, intersection

N, complémentaire { }°. Voici le tableau des correspondances entre ces deux langages :
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Notations | Vocabulaire ensembliste | Vocabulaire probabiliste
0 ensemble vide évenement impossible
Q ensemble plein évenement certain
w ¢lément de (2 évenement élémentaire
A sous-ensemble de (2 évenement
weA w appartient a A le résultat w est une des
réalisations possibles de A
ACB A inclus dans B A implique B
AUB réunion de A et B AouB
ANB intersection de A et B Aet B
A° complémentaire de A dans {2 | évenement contraire de A
ANB =10 | Aet B sont disjoints A et B sont incompatibles

Pour un Q général, les évenements sont seulement les éléments de F, la tribu associée.

Remarque 1.5.1 Il faut retenir que
— une réunion U s’interprete comme un « ou »,
— une intersection N s’interprete comme un « et »,
— un complémentaire { }¢ s’interpréte comme « le contraire de ».

Noter enfin qu’en mathématiques le « ou » est un ou inclusif alors que dans le langage
usuel il s’agit d'un ou exclusif (dessert ou fromage ? c’est I'un ou 'autre mais pas les deux
alors qu’avec le « ou » mathématiques, ¢a pourrait étre les deux).

Les opérations sur les ensembles (ou sur les événements) peuvent faire intervenir plus de
deux évenements. Ainsi si Ay, ..., A, sont des évenements,

UAi:AluAQU---UAn

=1

est 'ensemble des w qui sont dans au moins un des A;. De méme

i=1

est ’ensemble des w qui sont dans tous les A;. On étend encore ces définitions aux réunions
et intersections dénombrables (ie. en nombre infini mais qu’'on peut énumérer) :

+o0
U A = U A; = {réalisation d’au moins un A},

1€N =1
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+o0o

ﬂ A = ﬂ A; = {réalisation de tous les A;}.

ieN i=1
Rappel (dénombrabilité) : une partie infinie est dénombrable si elle peut étre mise en
bijection avec N, c’est a dire si on peut énumérer tous ses éléments. L’ensemble N, bien
str, est dénombrable mais Z, Q le sont aussi. Par contre [0, 1] ou R ne le sont pas.
Comme on peut énumérer aussi les éléments d’une partie finie, il est usage d’inclure le cas
fini dans le cas dénombrable, méme si d’ordinaire, le terme dénombrable est utilisé pour
les parties infinies dénombrables.

Ces opérations logiques sur des suites d’évenements sont tres utiles pour analyser les évene-
ments complexes : il s’agit de les réexprimer comme réunion, intersection, complémentaire
d’évenements plus simples. Il importe donc de bien traduire en langage ensembliste un
énoncé et ses enchainements logiques.

Etant donnée une suite d’éveénements (4;);>1, deux évenements assez complexes mais fort
utiles sont

la limite supérieure : limsup A; = ﬂ U A,

i——+00

i>0j>i
et la limite inférieure :liminf A; = U ﬂ A;.
i—+00
i>0 j>i

Leur intérét vient de l'interprétation suivante qui permet de « traduire » en langage en-
sembliste une assertion en frangais.

1.6 Liminf et limsup d’ensembles

‘Etant donnée une suite d’évenements (4;);>1, deux événements assez complexes mais
fort utiles sont la limite inférieure et la limite supérieure. Leur intérét vient de l'inter-
prétation qui permet de « traduire » en langage ensembliste une assertion en francais, cf.
Proposition 1.6.1.

Définition 1.6.1 (liminf et limsup) Soit (A, )n>0 une suite d’événements observables d’un
espace de probabilité (2, F,P). On pose

limsup A,, = ﬂ U A, et léliligofA" = U ﬂ Ap.

norteo n>1k>n n>1k>n
On parle respectivement de limites supérieure et inférieure de la suite d’ensembles (Ay)n>0-
Noter que
liminf A,, C limsup 4,,. (1.4)

n—+00 n—+o0o
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En effet (,.,, Ax C A, pour tout ¢ > n. On a donc (., Ar C U
On a alors pour tout n :

o>p Aq poOUr tout p.

ﬂ A, C ﬂ UAq = limsup A,,.

k>n p>1g>p =00

Finalement

U m Ap C limsup A,,.

n>1k>n n—-+o0o

C’est a dire (1.4).
Puis, les régles élémentaires sur les | J, [ et ¢ donnent sans difficulté :

<1im sup An) = liminf A?.

n—-+o0o n—+00

De plus, les limites supérieure et inférieure d’ensembles ont les interprétations suivantes :

Proposition 1.6.1 Soit A;, i > 0, une collection infinie d’ensembles. Alors
— « A partir d’un certain rang, w est dans tous les A; » s’écrit

welJN4, (=liminfA,).

n—-+4oo
>0 j5>1

— «w est dans une infinité de A; »s’écrit

weﬂUAj (:limsupAn).

>0 j>i n—+0o

On écrit parfois {A, i.s} ot i.s. signifie « infiniment souvent ».

Démonstration :

e Pour le premier point : Soit w qui, a partir d'un certain rang, est dans tous les A;. On
traduit cela de la fagon suivante : il existe un rang ¢ tel que pour tout rang j > i, w est
dans A;. D’apres la signification des symboles V,3, N, U, cela revient a écrire

wE U m A,

>0 j>i ~-
A ~—~ dw est

il existe pour tout 9ans 4;.
>0 i>i

e Pour le second point, dire que w est dans une infinité de A; est équivalent a dire que
« pour tout p, il existe ¢ > p avec w dans A,. »

En effet, si tel est le cas, w est bien dans une infinité de A; car, d’apres cette propriété,
— avec p = 0, il existe p; > p tel que w est dans A,
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— avec p = py, il existe ps > p; tel que w est dans A,
— avec p = po, il existe p3 > po tel que w est dans A,,

— avec p = Py, il existe pp1 > py, tel que w est dans A, |

et finalement, w est dans chaque A, , n € N*, c’est a dire dans une infinité de A;. Récipro-
quement, sil est dans une infinité de A;, alors pour tout p, on trouve ¢ > p tel que w € A,
sinon, ce serait qu'il existe p tel que pour ¢ > p, w n’est pas dans A,. Ou encore : w ne
peut appartenir qu’aux A; d’indice ¢ < p, c’est a dire seulement a un nombre fini d’entre
eux, ce qui est faux.

Donc, pour ce deuxieme point, pour tout p, on trouve g > p, tel que w € A,, en langage

V, d, cela s’écrit
w € ﬂ U A,

p=>0 q>p "

~ dw est
pour tout il existe @S Aq:

p>0 q>p

Lien entre liminf, limsup d’ensembles et de fonctions

Rappel. Pour une suite réelle © = (uy,),>0, on définit ses limites supérieure et inférieure

liminfu, = supinf u,
n—-+o0 n>0 k=>n
limsupw, = inf supuy.
n—+o0 n20 p>p

Ce sont les plus petite et plus grande valeurs d’adhérence de la suite u. On a toujours

lim inf u,, < limsup u,,
n—+00 n——4o00

et il y a égalité ssi la suite u converge ; de plus si tel est le cas

lim w, = liminf u, = limsup u,.
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

En plus, en changeant le signe, les limites inférieure et supérieure s’échangent :

liminf(—u,) = —limsupu,,
n—r+o0 n—+00

limsup(—u,) = -—liminfu,.
n—+00 n—r+o0

Pour une suite de fonctions (f,,)n>0, on définit des fonctions limites inférieure et supérieure
de la facon suivante :

(lim inf fn) () = liminf f,(z), (lim sup fn) () = limsup f,(x).

n—+0o0 n—r+00 n—+00 n—+00
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Proposition 1.6.2 Soit (A,),>0 une suite d’ensembles mesurables, on a

lrlbr—r}—l{gj ]-An = 1{lim infr,—too An}s lggigop ]-An = 1{lirn SUD;, s 100 An} e

Démonstration : Il suffit de le faire pour limsup, ., 14,. Or w € limsup,_, A,
si Vk, In > k tel que w € A,. On a donc Vk, In > k avec 14, (w) = 1 ou encore
infj>osup,>, 1a,(w) = 1, c’est a dire limsup,_,,  14,(w) = 1. Manifestement, il s’agit
d’une équivalence. O

De plus, on a :

Proposition 1.6.3
liminf{fn <t} ={limsup f, <t}, limsup{f, <t} = {liminf f, <t},
n—-—+0oo

n—-+o0o n—-+oo0 n—-+4o0o
liminf{f, >t} = {liminf f, > ¢}, limsup{f, >t} = {limsup f,, > t}.
n—+00 n—+0o0 n—+o0 n—+o0o

Démonstration : exercice.

Définition 1.6.2 (Convergence d’ensembles) On dit qu’une suite d’ensemble (Ay)n>0
converge vers A et on note A, = A, n — +00, si

limsup A,, = liminf A,, = A.

n——+o00 n—+00
On montre alors aussi :

Proposition 1.6.4
IP’(lim inf An) <liminf P(A,) < limsupP(A4,) < ]P’(lim sup An>.

n—+o0 n—r+00 n—+o0 n—+o0
On en déduit que si A, — A alors P(A,) — P(A), n — +oo.

Démonstration : Soient B, = J,.,, Ar et C, = (o, Ak- Alors B, est une suite dé-
croissante d’ensembles, de limite limsup,, A,, et C,, est une suite croissante d’ensembles,
de limite liminf, ;. A,. D’apres la propriété de convergence monotone des mesures (de
probabilités, cf. Chapitre 1), on a

P(A,) < ]P’(Bn)—>IP’<limsupAn>

n—-+o00

P(A,) > P(Cn)—ﬂP(limiann)

n—-+o0o

On en déduit
IP’( lim inf An> <liminfP(A,) et limsupP(A,) < IP’( lim sup An> :

n—r+0oo n—+00 n—+oo n—+o0

Le second point est clair car les limites supérieure et inférieure coincident lorsque A, — A,
n — +00. O



Chapitre 2

Variables aléatoires

Les variables aléatoires sont ’objet de base de ce cours. Il s’agit de fonction du hasard
dont nous présentons dans ce chapitre les outils clef pour leur étude : loi, fonction de
répartition (les moments sont étudiés au Chapitre 3). Nous donnons la plupart des lois
usuelles (discretes et continues) et insistons sur leur interprétation en terme de modele.
Dans tout le chapitre, on considere un espace de probabilité (€2, F,P).

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 (Variable aléatoire) On appelle variable aléatoire (va) toute applica-
tion mesurable X d’un espace de probabilité (Q, F,P) dans un espace mesurable (B, B).
— En général, une variable aléatoire est a valeurs réelles, ie. (B,B) = (R, B(R)).
— Si (B,B) = (R",B(R")), on parle de vecteur aléatoire de dimension n. Dans
ce cas, on peut écrire X = (X1,...,X,) ou X; : (, F,P) — (R,B(R)) est une
variable aléatoire appelée i-eme marginale.
— Si (B, B) = (R? B(R?)), on parle en particulier de couple aléatoire.
— Si (B, B) = (RY, B(RY)), on parle de suite aléatoire.

Une variable aléatoire est donc tout simplement une application mesurable sur un espace
de probabilité.

En pratique, lorsque la tribu de l'espace d’arrivée B est engendrée par un systeme de
générateurs, pour vérifier qu'une fonction est mesurable (en particulier, variable aléatoire),
il suffit de vérifier la propriété caractéristique sur les générateurs. Cela justifie 'importance
de connaitre les familles de générateurs les plus petites d’une tribu.

Proposition 2.1.1 1. Soient X : (Q,F) — (B,B) et C C P(B), famille qui engendre
la tribu B de B. Alors

X7H(B)=X"(0(C)) =o(X7H(C)) (=o(XH(C):CeC}).

2. En particulier pour qu’une fonction X : (Q, F) — (B, (C)) soit mesurable, il faut et
suffit que X *(C) C F.

18
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3. Une fonction X : Q0 — R est une variable aléatoire réelle ssi pour tout t € R,
{X <t} eF.

Démonstration : 1) 1l est clair que X~ !(c(C)) est une tribu qui contient X ~1(C). Par
conséquent X (a(C)) D o(XH(C)).

Pour l'inclusion inverse, on considere

T={AeB:X"'(4) ea(X ')}
On vérifie facilement que 7 est une tribu. Par sa définition X (7)) € o(X(C)). De plus
C CT car X 1(C) Co(X1(C)) et donc o(C) C T. On déduit que

XY o(C)) c X HT) Co(X'(C)).

On peut traiter de la méme facon le cas d’'un nombre quelconque de fonctions.

2) Si X71(C) c F alors o(X1(C)) C F car F est une tribu. Comme par 1) X 1(B) =
a(X71(C)), la conclusion en découle.

3) Cela vient de 2) et du fait que la tribu borélienne B(R) est engendrée par les demi-droites
| —o0,t], t €R. O

Proposition 2.1.2 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires de Q0 dans un espace
métrique (E,d). Si cette suite de variable aléatoire converge ponctuellement vers X (c’est
a dire pour tout w € Q,lim, . X,(w) = X(w)) alors X est une variable aléatoire a
valeurs dans E.

Démonstration : D’apres la Proposition 2.1.1, il suffit de montrer que si O est un ouvert
de F alors X 1(0O) € F. Pour cela, on pose

O,={x€0:d(z,E\O)>1/r}, reN".
L’ensemble O, est ouvert donc borélien de E et

Jor={z€0 : dx,E\O)>0}=0.

X10) = {weQ: X(w)eOt={weQ: ngrfooXn(w) € 0}

= {w €N: nl_l)IEOOXn(w) € UO”}

r>1

= {wEQ:EITZLElle,Van : Xn(w)GOT}

= U Nx'o)

r,meN* n>m

est un événement de F. O
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Définition 2.1.2 (Variable aléatoire simple ou étagée) On appelle variable aléatoire
étagée ou simple (a valeurs dans R?) une variable aléatoire définie sur Q de la forme
X =>7_1a;1a, oules Aj € F sont disjoints et o1l a; € R4,

Proposition 2.1.3 (Approximation) Toute variable aléatoire X est limite simple de
variables aléatoires étagées. Si de plus X est réelle positive, la limite peut étre choisie
croissante.

Démonstration : Soit d’abord X réelle positive. On définit pour tout n et k € N*

k—1 k
An,k = {WQ—HSX(UJ)<2—”}, k < n2"

B, = {w:X(w)>n}.

Les ensembles A, et B,, sont des images réciproques par la variable aléatoire X d’inter-
valles. Ils sont donc dans F. La suite

n2"

k—1
Xo(w)=>" o LA, (@) + 11, (@)
k=1

converge en croissant vers X (w). En effet, comme

k—1 k 2k—2 2k —1 2k—1 2k
omn ’2_n - on+1 ’ on+1 on+1 ? on+1
ona A, r = Api12k-1UA, 41 9k Ainsi pour X, (w) = % on a soit X, 41 (w) = % = X, (w)
soit X1 (w) = 3’2111 > X, (w) donc en tout cas X, 1 (w) > X, (w).
Puis si X (w) > n alors soit X (w) > n+1 et alors X,,11(w) =n+1> X, (w), soit X(w)
est dans

271 (n+1)
E—1 k
[n,n+ 1= U [ l

2n+1 ’ 2n+1
k=2ntln41
Pour k € 2""'n+1,2""(n+1)], on a alors X, (w) = &4 > % =n = X, (w) et donc
Xni1(w) > X, (w).
Pour la convergence : si X(w) = +oo alors on a clairement X, (w) = n — +oo soit
lim,, 100 Xp(w) = X(w). Tandis que si X (w) < 400 alors pour n > [X(w)] +1, on a

> |
X(w) < n et done X, (w) = &L pour X(w) € [, £, ie. [X(w) — X,(w)] <27 On a
donc lim,, o X, (w) = X (w).
Si X, réelle, est de signe quelconque, on écrit X = X* — X~ avec X = max(X,0),

X~ =max(—X,0) et on approxime X et X~ comme précédemment.
Si X est & valeurs dans R?, on applique la stratégie précédente & chaque marginale. O
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2.2 Lol d’une variable aléatoire

Définition 2.2.1 (Loi) Soit X : Q — (B, B), on appelle loi de X la mesure Px, mesure
image sur (B,B) de P par X :

Px(A)=P(X € A)=Pwe : X(w)eA), AcB.
En effet, on vérifie facilement que Px est o-additive : pour des ensembles A;, i« > 1,
mesurables disjoints, on a :

60) - (e G

- iop(x € A) = io]P’X(AZ-)

en utilisant la o-additivité de P. En fait, la loi Py d’une variable aléatoire X définit une
mesure de probabilité sur (B,B) : Px(B) =P(X € B) = 1.
— En général, pour une variable aléatoire on a (B,B) = (R,B(R)) et Px est une
mesure sur R.
— S X = (Xy,...,X,) est un vecteur, ie. (B,B) = (R",B(R")), la loi P(x,, . x,)
s’appelle la loi jointe des variables aléatoires X, ..., X,,. C’est une loi sur R". Les
lois des variables marginales s’appelent les lois marginales.

Proposition 2.2.1 Si (X,Y) est un couple de loi Pxy = p alors les lois marginales Px
et Py de X etY s’obtiennent par

Px(A) =pn(AxR), PYeA=uRxA4), AecBR).
De méme pour un vecteur X = (Xy...,X,) :
Px,(A) =P, x) )R x AxR"™), A€ B(R).

Démonstration : C’est évident si on remarque par exemple que {X € A} = {(X,Y) €
A x R}. De méme pour un vecteur. U

Ly

Définition 2.2.2 (Atome) Soit X une variable aléatoire. On appelle atome de X (ou de
sa loi) tout x € B tel que P(X = z) # 0.

Si x est un atome de X, on lui associe la probabilité P(X = x), dite probabilité ponctuelle
associée a ’atome .

Définition 2.2.3 (Support) On appelle support (topologique) d’une variable aléatoire
X : Q — B le plus petit ensemble F' fermé de B tel que P(X € F) = 1. Avec un abus de
notation, on notera dans la suite S(X) ce support.

Pour une variable aléatoire réelle, la connaissance de la loi est importante : dans la
suite, la plupart des calculs de probabilité pour X seront transférés en des calculs sur R
ou il faut utiliser la mesure Px (cf. Théoréme de transfert). Dans la suite, on considere en
général des variables aléatoires a valeurs réelles (ie. B = R).
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2.3 Fonction de répartition

Définition 2.3.1 (Répartition) On appelle fonction de répartition d’une variable aléa-
toire réelle X : Q0 — R la fonction Fx définie sur R par

Proposition 2.3.1 (Propriétés de la fonction de répartition)
1. Fx est croissante.
2. lim, o Fx(z) =0 et lim, o Fx(x)=1.

3. Fx est continue a droite et admet une limite a gauche :

lim  Fx(z) =P(X < x9).

r—x0,r<T0

On dit que la fonction Fx est cadlag (continue & droite avec une limite a gauche).

4. En fait si x n'est pas un atome de X, alors Fy est continue a gauche (donc continue)
en x. L’ensemble des points de discontinuité de Fx est [’ensemble des atomes de X.

Démonstration : 1) est di a la croissance de la mesure de probabilité P : pour x < y,
on a:

Fx(r) =P(X <z) <P(X <y) = Fx(y)
car {X <z} C {X <y}

2) et 3) s’obtiennent en appliquant les propriétés de monotonie séquentielle des mesures.
Dans ces arguments, on utilise systématiquement la monotonie de F'x pour justifier que les
limites de F' coincident avec les limites le long de sous-suites spéciales.

e Pour 2), prendre d’abord A,, =] — 0o, —n], on a ()5, A, = 0, ensemble de mesure Py
nulle, si bien que N

lim Fy(z)= lim Fx(—n)= lim P(X < —n)= lim ]P’X(An):IP’X<ﬂAn> ~ 0.

T—r—00 n—-+00 n—-4o0o n—-+4o0o
n>1

Puis prendre B, =] — oo,n| de réunion |J,5, B, =] — o0, +oo[= R de mesure Px(R) =
P(X € R) =1 si bien que

lim Fy(z) = lim Fy(n)= lim P(X <n)= lim Px(B,) = ]PX( U Bn> = Pyx(R) = 1.

T—r+00 n—-+o0o n—-+00 n—-+00

n>1
e Pour le 3), prendre d’abord A, =| — 0o,z + 1/n] d’intersection (5, A, =] — 00, 7],
ensemble de mesure Py ( ﬂn21 An> = F'x(z) si bien que
lim Fx(y) = lim Fx(x+1/n)= lim P(X <z+1/n)= lim Px(A4,)

y—at n—-+o00 n—+0o0 n—+0o0
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- IPX< N An> — Fy(x).

Ensuite, prendre B,, =] — 00,z —1/n] de réunion | J,», B, =| — 00, z[, ensemble de mesure

Py ( Ui Bn> = P(X < ).

Attention : P(X < z) peut étre distinct de P(X < z) car
PX<z)-PX<z)=PH{X <z} \{X <z})=P(X =2x)

qui peut étre non nul si la loi de X a un atome en x. On a alors

. L B . o
yli}g Fx(y) nl_l}I}_loo Fx(z —1/n) nl_l}I}_loo P(X <z —1/n)
— lim Px(B,) = ]PX<UBn> —P(X < ).

e Pour le 4), on constate que si P(X = z) = 0 alors P(X < x) = P(X < z) et la continuité
a gauche manquante vient. Réciproquement si x est un atome alors P(X < z) # P(X < )
et lim, ~, Fx(y) < F(z) et il y a une discontinuité de Fy en . O

Théoréeme 2.3.1 Une fonction F': R — [0, 1] croissante cadlag avec limy—,_ F'(t) = 0
et limy, o F'(t) = 1 est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. De plus
I’ensemble des points ot la fonction F a un saut est I’ensemble des atomes de X.

Démonstration : Soit I’ une fonction croissante et continue a droite de limites O et
1 respectivement en —oo et en 4+o00. On définit la fonction d’ensemble m par m(A) =
S, (F(b;) — F(a;)) pour une union disjointe A = [JI_,]a;, b;]. Notons que la fonction m
est bien définie car si on a aussi A = (J;_,]c;, d;], alors on vérifie que 7, (F(d;)—F(cj)) =

>y (F(bi) = F(ay)).
On note C la classe des ensembles qui sont unions disjointes finies d’intervalles du type

Ja,b]. Comme C est stable par union (finie) disjointe et comme si Ja,b]N]c,d] # 0, on a
la,b)Ule,d] =la A e,bV d] € C, on déduit que C est stable par union finie. Puis

n p
(U]al,bl]> N (U]Cj7dj]> = U (]&i,bi]ﬂ]Cj,dj]) = U ]ai\/cj,bi/\dj] c C,
i=1 j=1 1<i<n 1<i<n

1<5i<p 1<j<p

C est donc stable par intersection finie. Enfin, notons que
la,b\e,d] = Ja,b]N (] — 00, duld, +oo[> —Ja,bAdUlaVd,b €C

et de méme pour des réunions finies d’intervalles A = J",]a;, b;] si bien que C est stable
par différence. Notons que la restriction C,, de C a chaque intervalle | —n, n] est une algebre
de | — n,n].
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On montre maintenant que m est une mesure d’algebre sur C,, cf. Définition 1.4.3. On
pourra alors prolonger m en une mesure sur | — n, n|.

Pour cela, on voit d’abord aisément que m est additif : si A, B € C sont disjoints on a
m(AU B) = m(A) +m(B).
Soit A =la,b] et € > 0 fixé. Comme F est continue a droite, il existe 0 < § < b — a tel que
m(la,a+6]) = F(a+0) — F(a) <e. Alors [a+ 6,b] Cla,b] et

m(la,b]) = m(Ja,a + 8]) + m(la + 3,0]) < m(Ja+ ,b]) + €.
On procede de la méme fagon si A = (J;_]a;, b;] € C est une réunion finie et on montre
qu'il existe B € C tel que B C A et m(A) < m(B) +e¢.

Soit (A,)n>1 une suite décroissante de C telle que (), ~, A, = 0. Comme précédemment
on associe B, a A, pour /2", Alors (-, Bn C),>; An = 0. Les ensembles B,, sont des
réunions finies d’intervalles fermés bornés donc compacts. Par compacité, il existe ng tel

que (Np<p, Bn =0 . On a

no

Ang = Apy \ ﬂ B, = U (Ano\Bn> C U(An\Bn)

n=1
Ainsi o o
m(An) <Y m(A,\B,) <Y 2" =¢
n=1 n=1

On a donc lim,,_,, m(A,) = 0, autrement dit m vérifie la propriété de Carathéodory et
finalement m est une mesure d’algebre sur I'algebre donnée par la restriction de C a chaque
] - n, TL]

Par le théoreme de Carathéodory (Théoreme 1.4.3), my_, ) s’étend de maniere unique en
une mesure (i, sur | —n,n|. Par unicité, on déduit une mesure p sur B(R) telle que

plla, b)) = F(b) — F(a).

Par convergence monotone pour la mesure p et d’apres la limite de F' en —oo, avec a — —o0
et b=x,on a u(] —oo,z]) = F(z). Puis, encore avec convergence monotone pour la mesure
W avec x — 400 et d’apres la limite de F' en 400, on a pu(R) = lim, o F(z) = 1 et p
est une probabilité. L’expression (] — 0o, x]) = F(x) justifie alors que F' est la fonction de
répartition de .

Pour finir, on déduit que les atomes de la loi p sont les sauts de F' comme on 'a déja fait
précédemment en partant d'un loi Py.

Alternativement, C est non vide, stable par différence et union finie. Il s’agit donc
d’un anneau d’ensemble au sens de la Définition 1.4.1. Puis m est additive et vérifie
m(Ny>14,) = 0 pour toute suite décroissante (A,,),>1 de C telle que N,>1 A, = (). D’apres
le Lemme 2.3.1 suivant, m est o-additive sur C : en fait, on applique la Remarque 2.3.1 : si
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A,, € C sont deux a deux disjoints avec Ao, = J,~; A, € C alors nécessairement A, s’écrit
sous la forme d’une réunion finie | J;_ ]a;, bi] et m(As) = >.i | F(b;) — F(a;) est finie.

Comme m est o-finie (R = U,,;>1] —n,n] et m(] —n,n]) = F(n) — F(—n) < +00, la version
Théoreme 1.4.1 du Théoreme de Carathéodory s’applique : il existe une unique extension
i a o(C). On montre ensuite comme précédemment que p est une probabilité et que F' et

sa fontion de répartition.

Lemme 2.3.1 Soient E un ensemble muni d’une famille £ C P(E) et m : £ — [0, +o0]
une application additive (c¢’est-a-dire m(AUB) = m(A)+m(B) pour A,B € £ et ANB =)
et telle que m(E) < 4+o00. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. m est o-additive ;

2. m est continue sur les suites croissantes :

(An)neN C 87 An C An+1 = m( U An) = lim m(An>7

n—-+o0o
neN

3. m est continue sur les suites décroissantes :

(Awhners € € A D Angy = m( () An) = Tim m(A,)

n—-+o0o
neN

4. m est continue sur les suites décroissantes vers () :

(An)nen CE, Ay D Ay et [ Ay =0= lim m(A,) =0.

n—-+o00
neN

Démonstration : Il est clair que (1) = (2) & (3) = (4). (L’équivalence (2) < (3)
est due au fait que m(F) < 400 permet de passer au complémentaire). On a (4) = (3)

car si on a A, D A, 41, en notant A, = NyenA,, la suite A, N AS est décroissante vers
Np>1 A, NAS, = Ao N AS, = 0. D’apreés le (4), on a m(A, N AS) — 0 et on a alors

m(As) = m(A,NAL) = lim m(A,NAy)+ lim m(A4,NAL)

n—-+oo n— 0o
= lim m(A,N(AxUAS)) = lim m(4,).

n—-+oo n—-+o0o

Puis (2) = (1) car pour une suite de A; disjoints, en notant C,, = [J;_; A; on a une suite
(Cn)n>1 croissante a laquelle (2) s’applique et (J,,5, Cn = U5, Ai- Ainsi

m(UAZ) = m( U Cn> = ngrfmm(Cn).

Mais par additivité, m(C,) = m( U, 4i) = 1, m(4;) de limite > m(4;). O
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Remarque 2.3.1 Dans le équivalences précédentes, ’hypothese m(E) < +oo ne sert que
pour voir (2) < (3). Si ce n’est pas le cas, on a quand méme : Soit (A, ),en est une suite
croissante de € de réunion A, = (J A, alors on déduit (2) pour ces suites de (4) sans
supposer m(FE) finie : on pose B,, = A \ An; (By)n>1 est alors une suite décroissante de

limite ﬂn21 B, =Ax\ Uzz A, = 0. Dapres (4), lim,,_, oo m(B,,) = 0 et donc de
m(As) = m(Ax \ 4,) + m(A4,) = m(A4,) + m(B,)

on déduit lim, ;. m(A,) = m(As). On déduit encore comme dans la preuve précédente
que pour des A, disjoints de réunion A, = :er A, telle que m(Ay) < +o0, on a

m(Ax) = Z:g m(An).

Théoreme 2.3.2 La fonction de répartition caractérise la loi, c’est a dire Fx = Fy ssi
Pyx = Py.

Démonstration : Si Fx = Fy alors Px(] — 00,t]) = Py (] — 00,t]) pour tout t € R.
La famille C de ces intervalles | — 0o, t], t € R, est stable par intersection finie (c’est un
m-systeme) et engendre B(R). Par le Théoreme de Dynkin (Théoréme 1.3.2, conséquence
du Théoréme 1.3.1 de classes monotones), 1'égalité Px(A) = Py (A) s’étend a A € o(C), ie.
]P)X = ]P)y. O

Proposition 2.3.2 La fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité. Une variable aléatoire réelle a donc un nombre au plus dénombrable
d’atome.

Démonstration : Désignons par D,, I'ensemble des points de discontinuité avec un saut
d’amplitude plus grande que 1/n :

D, = tGR:Ft—FfZl.
{ 0~ F) 2]

n

Comme 0 < F(t) < 1, on a nécessairement card(D,,) < n. L’ensemble des points de dis-

continuité D = |J,,cy. Dn est donc lui aussi dénombrable. U

Définition 2.3.2 Soit X = (X1,..., Xy) un vecteur aléatoire a valeurs dans R. On ap-

pelle fonction de répartition de X ou de sa loi Px, la fonction définie sur RY par
Fx(tl,...,td) = Px(] — OO,tl] X X] — OO,th = ]P)(Xl < tl,...,Xd < td).

La loi de la j-eme marginale X; est donnée par

FXj (t]) = lim Fx<t>

t1,e5tj—1,t541,tg—>+00
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La loi d'un vecteur aléatoire détermine chacune de ses marginales mais la réciproque est
fausse en général comme le montre le contre-exemple suivant : Soit (X,Y) de loi
1 1 1

5
P = 1) 1) —0 —0
XY 000 + 3 01 T 1 (1,0) T oy

1 1 1
P = -4 -0 =0(1.1)-
Les lois marginales sont alors

PX:PU:%(SO"i_%(Sl
Les lois jointes sont distinctes mais elles partagent donc les mémes marginales. A partir des
marginales, on ne connait donc pas la loi jointe. Il manque la connaissance de la fagon dont

les lois marginales s'imbriquent pour connaitre la loi jointe. Un cas particulier d’imbrication
est I'indépendance. Ce cas tres fréquent est étudié dans la suite.

2.4 Fonction quantile et simulation par inversion

Définition 2.4.1 (Fonction quantile) Soit F' une fonction de répartition. On appelle
fonction quantile la fonction définie sur ]0,1[ par

G(u) =inf (t e R: F(t) > u), u€]0,1].

On considere dans le résultat suivant la loi uniforme sur ]0,1[ : une variable aléatoire U
suit cette loi si P(U € A) = A(A) pour tout A € B(]0,1[). En particulier, on peut noter
que cette loi n’a pas d’atome : pour tout z € R, on a P(U = z) = A({z}) = 0.

Proposition 2.4.1 Soit U une variable aléatoire uniforme sur]0,1[. Alors G(U) a pour
fonction de répartition F.

Démonstration : Notons que pour tout t € R, si F(t) > U alors G(U) < t, ie.
{U< Ft)} c{G(U) < t}. (2.1)
Puis si G(U) = inf (s € R: F(s) > U) < ¢ alors par croissance de la fonction F, F(s) > U

pour tout s >, ie.
{GU) <t} c{U < F(s)} Vs>t. (2.2)
Comme U suit la loi uniforme, on obtient pour tout s >t :

F(t)=P(U < F(t) =P(U < F(t)) <P(GU) <t) <PU < F(s)) =P(U < F(s)) = F(s).

en utilisant respectivement la définition de la loi uniforme, le fait qu’elle n’a pas d’atome
et les inclusions (2.1) et (2.2). Comme F' est continue a droite lims; F'(s) = F(t) et les
inégalités précédentes sont toutes des égalités. En particulier, P(G(U) < t) = F(t) pour
tout t € R, ce qui est le résultat annoncé. O
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Remarque 2.4.1 La fonction quantile GG est croissante et continue a droite.

Remarque 2.4.2 (Simulation par inversion) Cette Proposition 2.4.1 permet de géné-
rer des lois de probabilité a partir de la loi uniforme en inversant les fonctions de réparti-
tions. Ainsi

— si X ~ E(N) alors Fx(t) = (1 — e )50 et Gx(u) = +In— u €]0,1]. On a

donc . . ) .
T valng e

— si X ~ b(p) alors Fx(t) =0sit <0, (1 —p)site[0,1[et 1sit>1. On a alors
Gx(u)=0si0<z<l—petlsil—-p<az<l, ie Gx(u)=1y_p. On a donc

quand U ~ U(]0, 1]).

Lipa((U) ~ b(p) quand U ~ U(]0, 1]).

Le résultat suivant complete la Proposition 2.4.1.
Proposition 2.4.2 Si la loi de X est sans atome alors F(X) ~ U([0, 1]).
Démonstration : Par définition de F', pour s > ¢ dans |0, 1[, on a
{F(X) <t} c{G(t) > X} C{F(X) < s}.
Soit, par convergence monotone des probabilités, avec s \ 1 :
P(F(X)<t)<P(G(t) > X)<P(F(X)<t).

Comme la variable aléatoire F'(X) a un nombre dénombrable de discontinuités, on a égalité
presque partout précédemment :

P(F(X)<t)=P(X <G(t)) pp. (2.3)

Ensuite, comme avec U ~ U([0, 1]), on a d’apres la Proposition 2.4.1 G(U) ~ X, il vient
P(X < G( )) =P(G(U) < G(t)). Et par croissance de G :

(G(U) < G(t)} C{U <t} c {U <t} C {GU) < G(t)}. (2.4)

X est sans atome, on a P(G(U) < G(t)) = P(G(U) < G(t)) et donc

Comme G(U) ~
A)P(GU) < G(t)) = (U <t)=tet (2.3) donne

d’apres (2
B(F(X) < 1) = B(X < G(t)) = P(G(U) < G(t) =B(U <t) =t pp.

Pour conclure, on note que les fonctions P(F'(X) < t) et ¢ sont cadlag et coincident presque
partout, elles coincident donc partout. Il

Proposition 2.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. On
2
aEBF(X)] =1+, % ot AF (o) = F(a) — F(a™) avec F(a™) = lim, » F(z).



Chapitre 2. (©JCB — L3/M1 Math — Université de Rennes 1 29

La somme précédente est dénombrable car ' n’a qu'un nombre dénombrable de disconti-
nuité d’apres la Proposition 2.3.2.

Démonstration : Notons que (2.4) montre que
— si G(t) n’est pas un saut de X ~ G(U) :

P(X <G(t)=P(GU) <Gt)=PU <t)=t.
— Si G(t) est un saut v de X, on a G(t) = «v et
PX <G(t)=P(X <a)=F(a).

De plus, G(t) est un saut a de X sit € [F(a™), F(a)], ie. t est sauté par X.
En général, en notant « les dates de sauts de F' et en utilisant pour une variable aléatoire
Z positive :

E[Z] /;OO P(Z > 1) dt

on a avec (2.3) :
E[F(X)] = /1 (1-P(F(X)<t))dt= /1 (1-P(X <G(t)) dt

F(a)
= 1-PX <a))d 1—-PU d
S aerercayas [ [F(af)wﬁ w <) a

o JF(a7)
= AF(a)(1—-F (1—1t)dt+ (1—1t)dt
> 03 o]
t2 F(a) 1
= ZAF(@)(l—F(oﬁ))— Z (AF(&)— [51 ( ))—1—5
o saut o ACh
1 AF(a)?

2.5 Exemples de variable aléatoire

2.5.1 Variables aléatoires discretes

Définition 2.5.1 (Variable aléatoire discréte) Une variable aléatoire X : (Q, F,P) —
B, B) est discréte si son support (tel que défini dans la Définition 2.2.3) est au plus dé-
nombrable. Autrement dit, X est a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable.
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Notons que S(X) est 'adhérence de I’ensemble des atomes de X (les atomes et leurs points
d’accumulation).

En effet si on note A I'ensemble de ses atomes, on a A C S(X) car si x € A n’est pas
dans S(X) alors S(X) C B\ {z} serait de probabilité Px(B\ {z}) =1-P(X =2x) < 1,
ce qui est absurde. Comme S(X) est fermé, on a aussi A C S(X) et il y a donc I'égalité
A =8(X) car A est fermé et de mesure Py égale a 1.

Rappel (Mesure de Dirac). La mesure de Dirac §, en a est définie par

1 sia€e A
0a(A) = { 0 sinon.

Si X est une variable aléatoire discrete alors sa loi est une somme de mesures de Dirac en
ses atomes :

Px= Y PX=2z)d,.

z€S(X)

En effet pour A € B, comme S(X) = (J,c5(x){#} est une union dénombrable, on a

Py(A) = P(X € A)=P(X € AnS(X)) = IP’(X e U “n {x}))

zeS(X)
= IP( U {XeAﬂ{a:}}> = > P(XeAn{z})= > PX ==zzcA)
zeS(X) z€S(X) zeS(X)
= ) P(X =2)6,(A)
ze€S(X)

car {X e An{z}} ={X=z}n{r e A}

Le cas générique est une variable aléatoire X qui prend les valeurs {z; : i € I}, i € I, avec
les probabilités respectives p;, i € I, avec ), p; = 1 (ol I est fini ou dénombrable). On a

S(X)={zi:iel}, Px(x)=PX =x)=p

et
Px = Zpi O,
iel
La loi est donc donnée par I'ensemble des atomes (le support, aux points d’accumulation
des atomes prés) et leur probabilité ponctuelle. Pour une variable aléatoire réelle on précise
la forme de la fonction de répartition :

Proposition 2.5.1 Soit X une variable aléatoire réelle discréte de support S(X) = {x; :
i € I} supposé ordonné (x; < x;y1). La fonction de répartition Fx de X est croissante de
0 en —oo a1 en 400, constante sur chaque intervalle [xy, xy 1| avec un saut py, en chaque
atome xy,.
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Il est clair que la fonction Fxy détermine completement la loi de X : les points du support
sont les points de sauts de Fx et la probabilité associée est donnée par

pi = Fx(x;) — Fx(zi-1).

Autrement dit Px([a,b]) = Fx(b) — lim, ,,- Fx(z) = Fx(b) — Fx(a™). On retrouve donc
la loi a partir de Fx.

Démonstration : D’abord Fx est a valeurs positives car une probabilité est toujours
positive. Si s < t,

F(t)—F(s) = P(X <t)—P(X <s)
= PX<s)+P(s< X <t)—P(X <5s)
= Ps< X <t)= Z pi >0

1 s<z; <t
donc Fx est croissante. Puis si s < ¢ sont dans [z, zx41] alors
Fit)-F(s)= 3 pi=0
i s<z; <t

car la somme est vide : il n’y a pas d’atome z; entre s et t. S’il y en avait un, il serait a
fortiori entre xy et x5y 1, ce qui est exclu, car par 'indexation, les atomes xj et xjy1 sont
consécutifs.

Puis avec s =z} et t = 141, On a

Flap) — Flar) = Z bi = Z Di = Pk+1

1<z <Tpi1 1T €T, Th41]

car ox41 est le seul atome dans |z, xg41]. Il y a donc un saut pgi en x541. Enfin,

tleOOFX = hrjloo Z pi =0

by <t

car pour t < infg(zy), la somme est vide donc —par convention— nulle. Et

Jim Fx(®) = lim ) pi=) pi=1

1y <t

car pour ¢ > supy (), la somme devient 37, gy pi = 1. 0

Exemples :[Variables aléatoires réelles discretes usuelles]
e Si X = c est une variable aléatoire constante, alors sa loi est Px = d. et S(X) = {c}. En
effet

Px(A)=P(X € A) =P(c€ A) =4.(A).
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e Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs x1,...,z, avec les probabilités res-
pectives pi,...,pn €t py + -+ + p, = 1. Alors son support est S(X) = {z1,...,x,} et sa
loi est donnée par :

]P)X - p15$1 + Tt +pn61’n'
Ici p; = P(X = ;). Clest le cas général d’une loi discrete a support fini.

e Lorsque tous les atomes ont méme probabilité on obtient une loi équirépartie : X est

équirépartie sur un ensemble fini {z1,...,z,} si S(X) ={z1,...,2,} et

i=1
Exemple : la variable aléatoire X qui indique la face 1,...,6 obtenue par le lancer d’un dé
suit la loi équirépartie (ou uniforme) sur {1,...,6}.

e Si A € F est un évenement, alors X = 1, est une variable aléatoire. Elle vaut 1 si
I'évenement A est réalisé 0 sinon, son support est donc S(X) = {0, 1} et sa loi :

PX = p51 + (1 —p)50.

Il s’agit de la loi de Bernoulli b(p) ou p = P(A).
De fagon générale, une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1]
si elle ne prend que deux valeurs, la plupart du temps 0 et 1 avec :

PX=1)=p, PX=0=1-p:=q.

Exemple : pile ou face avec p = 1/2 si la piece est équilibrée, p # 1/2 si elle est truquée.

e Une variable aléatoire X binomiale B(n,p) si S(X) = {0,...,n} et

Py = 2”: (Z)pk(l —p)"" .

k=0

Exemple : la loi qui indique le nombre de succes dans une suite de n épreuves chacune
ayant une probabilité p de succes est la loi B(n, p).

|
On rappelle que (£ [ L est le coefficient binomial. Il s’agit bien d'une loi de
k kl(n — k)!

probabilité car la formule du binome de Newton (d’ou le nom de la loi) donne :

i (Z)Pk(l -p)" =+ (1-p) =1"=1

k=0

e Une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p €]0,1[ notée G(p) si
S(X)=N-et
+oo
Py = Z(l — )" 'p b,.

n=1



Chapitre 2. (©JCB — L3/M1 Math — Université de Rennes 1 33

Exemple : soit X la variable aléatoire qui indique le numéro du premier lancer ou on
obtient un 6 lors d’une suite infinie de lancer de dé. La variable X est discrete suit la loi
géométrique G(1/6).

De facon générale, dans une suite infinie d’épreuves indépendantes avec probabilité p de
succes a chacune, elle modélise le rang du premier succes.

e Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson P()\) donnée par S(X) = N et

100 _Xyn
e A
Py = g . O
n=0

Il s’agit donc d’une variable aléatoire discrete puisque S(X) = N. Cette loi sert a modéliser
le temps d’attente dans les files d’attente. Elle sert aussi souvent a modéliser des effectifs
de petite taille.

Proposition 2.5.2 Soit X une variable aléatoire réelle discréte dont la loi est donnée par
P(X = ;) =p;, j € J et soit g: R — R une application mesurable (dont le domaine
contient au moins S(X)). Alors Y = g(X) est une variable aléatoire réelle discréte dont la
loi est donnée par le support {y; :i € I} = g(X{z;:j € J}) et de probabilités ponctuelles

g =PY =y;) = Z Dj-
jeJ:g(zs)=y:

Démonstration : Les valeurs prises par Y sont les g(z;) pour z; € S(X). Puis si y; est
'une de ces valeurs alors g~ !(y;) est 'ensemble des valeurs que X doit prendre pour avoir
Y =y, par g et

POY = i) = B(Y 7' (00) = P(X (o7 () = Bxlg () = > P(X =)
zi€9~ ({i})
O
A partir de la loi d’un vecteur aléatoire discret, on récupere facilement la loi des mar-

ginales. Le résultat suivant ’explique pour un couple aléatoire, le cas d'un vecteur général
est analogue.

Proposition 2.5.3 Si (X,Y) est un couple aléatoire de variables aléatoires discrétes de
support S(X,Y) = {(z;,y;),1 € I,j € J}, les domaines des marginales X, Y s’obtiennent
par projection :

S(X)=pi(S(X,Y)) ={aii €I}, SY)=p(S(X,Y)) ={ysi €}

ot Py, p2 sont les premiéere et seconde projections

{ R? — R { R*> — R
PV @y = o2 PP @) » oy
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Les lois marginales Px, Py (ie. les lois de X et de Y, ses marginales) sont données par :

Vo, € S(X), Px(z) =P(X =z) = Y P(X =z,Y =y),

jeJ

Vg € S(Y), Py(y) =P(Y =y;) = Y P(X =u,Y =y).

el

Démonstration : Il suffit de faire la preuve pour le support et les probabilités ponctuelles
de X. Or pour i fixé {X = z;} est la réunion de la famille dénombrable d’évenements deux
a deux disjoints {X = z;,Y = y;} pour tous les j tels que y; € S(Y) car {w € Q : S(Y) =
y;j}; est une partition de . On conclut alors par o-additivité de P :

PX =2) = P({X =z} n Y =u})
_ P(U{X:xi,Y ) Y OP(X =2,V = ).

jeJ

Puis {x; : i € I} et {y; : j € J} sont bien d’une part les projections de S(X,Y’) sur les
premier et second facteurs de R? = R x R et d’autre part les domaines de X et de Y. O

Exemples : Pour des variables aléatoires discretes.
On donne le tableau de P(X = z;,Y =y;) :

X\Y|y=—1|yp=2|y3=3|ys=5
x1 =0 0,1 0,05 | 0,15 0 0,3
xo=2| 0,05 0,2 0,05 0,1 0,4
r3 =3 0,1 0 0,1 0,1 (0,3
0,25 0,25 0,3 0,2 1
On en déduit la loi de X : S(X) = {0,2,3} et
P(X=0)=0,3 PX=2)=0,4 PX=3)=0,3

etcellede Y : S(Y) ={-1,2,3,5} et

P(Y =—-1)=0,25, P(Y=2)=0,25, P(Y =3)=0,3, P(Y =5)=0,2.

Notons qu’il n’y a pas unicité des couples (X,Y’) donnant les mémes marginales. Ainsi, le
couple suivant différent du précédent partage les mémes marginales.

X\Y y1:—1 y2:2 y3:3 y4:5
z,=0] 0,1 0,1 0 0,1 0,3
o=2] 0,1 0,1 | 0,1 | 0,1 [0,4
3=3| 0,05 | 0,05 | 0,2 0 0,3
0,25 10,25 0,3 | 0,2 || 1
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2.5.2 Variables aléatoires a densité
Rappels de théorie de la mesure

Définition 2.5.2 (Absolue continuité) Soit (X, .A) un espace mesurable muni de deux
mesures i et v. On dit que p est absolument continue par rapport a v si pour tout A € A,

e v(A)=0= u(A) =0.

On le note p <K v.

Théoréme 2.5.1 (Radon-Nikodym) Soit p et v des mesures o-finies. Si p < v, alors
il existe f: (X, A) = R mesurable telle que pour tout A € A

mm—Afw

La fonction f s’appelle la densité de p par rapport a v. Elle est positive si les mesures sont
positives. On la note f = Z—‘;. De plus

— Si ju est une mesure finie alors f € L*(v);

— On a le lien suivant entre les intégrales par rapport a v et celles par rapport a p :

/gduz/gfdv.

Les lois des variables aléatoires réelles sont des mesures sur I'espace (R, B(R)). Cet espace
a pour mesure de référence la mesure de Lebesgue A\. On peut donc se demander s’il y a
une relation d’absolue continuité entre la loi Px d’une variable aléatoire X et la mesure de
Lebesgue A sur R.

Ce n’est évidemment pas toujours vrai : aucune loi discrete n’est absolument continue par
rapport a A puisque qu'une telle loi Px a, par définition, des atomes :

Px(z) =P(X =2) >0, alorsque A({z})=0.

I1 suffit d’avoir un atome pour qu’une loi ne soit pas abolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. Par définition, les lois qui sont absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue sont les lois a densité :

Définition 2.5.3 (Variable aléatoire a densité) Une variable aléatoire X est une va-
riable aléatoire de densité f si Px < \ et

VA € BR), P(X € A) = / fd.

On a alors P(X € [a,b]) = fabf(:c)d:c pour tout a < b réels.
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Dans les calculs d’intégration, on a alors I’écriture symbolique dPx(z) = f(x)dz. Noter
qu’une variable aléatoire a densité n’a pas datome

POC=)= [ Ty =0

On a aussi P(X <) =P(X < z).

Dans ce cas, la loi est donnée par la densité. C’est une généralisation diffuse du cas discret :
le support de la densité {z : f(x) > 0} représente I’ensemble devenu continu des atomes et
la valeur de la densité f(x) en x représente la probabilité infinitésimale autour de x dans
le support de la loi :

P(X € (z,2 4+ dz)) = f(z)dz.

Remarque 2.5.1 On observe que la densité f doit vérifier f(z) > 0 et [, f(x)dz = 1.

Réciproquement, toute fonction f mesurable positive d’intégrale fj;o f(x)dx =1 est une
densité de probabilité. Par exemple,

e~/ 1, o1 (2) 1
Vor b—a @ ae R, (1 + 2?)

sont les densités respectivement des lois normale standard N (0, 1), uniforme U ([a, b]), expo-
nentielle £(«) et de Cauchy C(1). Plus généralement, la loi normale (ou de Gauss) N (m, 0?)

est de densité
e~ (z=m)?/(20?)

V2mo?
Proposition 2.5.4 (Support d’une variable aléatoire a densité) Soit X une variable

aléatoire réelle de densité f. Notons Sy = {z € R : VV () voisinage de x fv($) f(z)dz >0}
le support de f. Alors S(X) = 5.

fm,02 (QZ’) =

Démonstration : L’ensemble S§ = {z € R : 3V (z) voisinage de = fv(m) f(z)dz =0} est
un ouvert de R donc réunion | J,,|a;, b;[ de ses composantes connexes. Si ]a;, b;[ est bornée,
par compacité, on a [a;, bi] C Ui, V(x;) et 0 < fabz fly)dy <30, fv(mj) f(y)dy = 0. Si
la;, b;[ n’est pas bornée on procede de la méme fagon sur tout borné de Ja;, b;| pour avoir
fff(y)dy = 0. Finalement, on montre que fs; fy)dy = 0. On a alors P(X € S§) =
fs; f(y)dy =0 et donc S(X) C Sy car Sy est un fermé de probabilité 1.

Réciproquement, soit F' fermé avec P(X € F) = 1. Alors U = F* est ouvert et 0 = P(X €
U) = [, f(y)dy. Ainsi si x € U alors

T € {x € R: 3V (x) voisinage de z / f(y)dy = O}.
V(z)
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On en déduit U C S§ et donc Sy C F. Par définition de S(X), cela exige Sy C S(X) et
Iégalité. 0

Pour une variable aléatoire a densité, la densité f est reliée a la fonction de répartition Fx
de la facon suivante.

Proposition 2.5.5 i X est une variable aléatoire réelle de densité f, sa fonction de
répartition Fx vérifie :

1. Vz € R, Fy(z) = / £(t) dt.

2. Fx est continue sur R.

3. Si f est continue au point xo, alors Fx est dérivable en xo de dérivée F'(xg) = f(xo).

Remarque 2.5.1 (Escalier de Cantor) D’apres 2) de la Proposition 2.5.5, la fonction
de répartition d’une loi a densité est toujours continue. Attention, cependant toute loi
avec une fonction de répartition continue n’est pas a densité. L’escalier de Cantor offre
un célebre contre-exemple : il s’agit d'une fonction f : [0,1] — [0,1] continue, dérivable
presque partout et de dérivée presque partout nulle. On la construit a partir d’'un ensemble
(triadique) de Cantor K3 (on rappelle que K3 est sous-ensemble compact de [0, 1] d’intérieur
vide donc totalement discontinu; il est non dénombrable mais négligeable pour la mesure
de Lebesgue; il s’écrit K3 = { :g = x, €40, 2}} : il s’agit de I’ensemble des réels dont
le développement en base 3 n’admet pas de 1). La construction de 'escalier de Cantor est
la suivante :

— On considere fo(z) = x;

— La fonction f; est la fonction continue affine par morceaux qui vaut 0 en 0, 1 en
Let1/2sur [1/3,2/3];

— On passe de f,, & f,+1 comme suit : sur chaque [u, v] ou f,, n’est pas constante, on
remplace f, par la fonction linéaire par morceaux qui vaut M sur [2u/3 +
v/3,2v/3 +u/3|;

— On vérifie que | f,41(z) — fu(x)] <277, ce qui justifie que la série Y o (fot1 — fn)
converge uniformément et donc la suite (f,), aussi. -

— La limite f est donc continue, croissante avec f(0) = 0, f(1) = 1. De plus f a une
dérivée nulle sur le complémentaire du Cantor K3 puisque celui-ci est une réunion
d’intervalle sur lesquels par construction f est constante.

En fait les fonctions de répartition des lois a densité sont plus que continues, elles sont
absolument continues. On veillera donc a ce qu'une loi sans atome n’est pas nécessairement
a densité.

Démonstration : Puisque X a pour densité f, et comme

Fx(b) =P(X €] —00,b]) = P(X €] — 00,a]Ua, b)) = Fx(a) + P(X €la,b]),
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on a pour tous réels a < b :

b
Fx(b) — Fx(a) = P(X €]a,b]) = / F(t) dt. (2.5)

1) 11 suffit d’appliquer la monotonie séquentielle des probabilités avec b = x fixé et a = —n
pour chaque n € N tel que n > —x. La suite d’évenements

A, ={w: X(w) €] —n,z]}, n>-—x,

est croissante pour l'inclusion et de réunion A = {w : X(w) €] — 00, 2]} = {X < z}.
Par la propriété de continuité monotone séquentielle (ou par convergence dominée), on a
P(A,) " P(A), d’ou

n—-+40o n—-+4o0o

Fy(z) =P(X <2) =P(A) = lim P(A,)= lim / ") di = / .

2) On fixe zg € R quelconque. D’abord Flx est continue a droite en tout point car ¢’est une
fonction de répartition.

Il reste a voir la continuité a gauche. Par monotonie, il suffit de vérifier, pour une x,, < x
une suite croissante qui converge vers g :

lim Fx<$n) = Fx<x0).

n—-+0o0o

F(ao) = Fx(a) = [ 10t = [ #0101t

Or | f(t) 1,20 ()| < f(t), intégrable, puisque f est une densité, puis pour presque chaque

t e R, f(t)l[%“xo](t) — 0 puisque lim,, o 1[x7L7x0}(t) = Lzt (1).
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue s’applique et donne

i Fx(z) ~ Fx(r,) = /R 0dt =0,

ce qui est le résultat souhaité.

3) Comme par hypothese f est continue en xg, elle est définie sur tout un voisinage de xg
et donc sur un intervalle [a,b] qui contient xy. La continuité de f en xy s’écrit : Ve > 0,
36 > 0 tel que |xg — d, 29 + d[Cla, b] et

Vit €lxg — 6,20+ 0], |f(t) — f(xo)] < e.

zo+h
Pour tout h tel que 0 < |h| < 6, on a alors Fix(xg+ h) — Fx(zo) = / f(t) dt. D’ou

zo

Pl +1) = Fx(an) = i) = | [ (50~ ftan) af

Zo
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<

/ UG - £ dt| < Ihle.

o

En divisant par h puis en faisant h — 0, on constate que Fx est dérivable en xq, de dérivée
Fie(wo) = f(xo). -

Réciproquement a la Proposition 2.5.5, on peut déterminer si une variable aléatoire X a
une densité en fonction de sa fonction de répartition X.

Proposition 2.5.6 Si une variable aléatoire X admet pour une fonction de répartition F
de la forme

F(z) :/ f@t) dt (2.6)
ou f est mesurable positive alors X admet nécessairement f pour densité.

Une fonction satisfaisant (2.6) est dite absolument continue. En fait, la loi de X est absolu-
ment continue (en tant que mesure) ssi sa fonction de répartition est absolument continue
(en tant que fonction).

Démonstration : D’abord comme F' est une fonction de répartition, on montre facilement
que f est une densité puisque f > 0 et

“+o00

f(x)de = lim F(x)=1.

o0 T—+00

Si on note p la mesure définie par

u(A) = [ Jo) o, A€ BR)

alors p est une mesure de probabilité de densité f et d’apres la forme de F' en (2.6), les
mesures Px et p coincident sur la famille C = {] — oo, 2] : € R}. Comme cette famille
engendre B(R) et est un m-systeme (stable par intersection), par un argument de classe
monotone, Py = p sur B(R). Finalement, Px admet bien f pour densité. O

Cas des vecteurs aléatoires a densité

Définition 2.5.4 (Densité en dimension d) Une fonction f : R? — R mesurable est
appelée densité de probabilité (en dimension d) si

— [ est positive : en tout point ou elle est définie, f(tq,...,tq) >0,

— f est intégrable sur RY d’intégrale 1 :

+oo +oo
/ fty,... tg)dty ... dtg=1.
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Définition 2.5.5 (Vecteur aléatoire) Le vecteur aléatoire (Xi,...,Xy) suit la loi de
densité [ si pour tous les intervalles [a;, b;], i =1,...,d
by by by
IF’((Xl,...,Xd)E[al,b1]><~-~ ad,bd / / fthtg,...,td) dtl...dtd.

A nouveau, le sens des bornes dans les intervalles (ouvertes ou fermées) n’est pas important.
A nouveau encore, la densité caractérise la loi : si (Y1, ..., Yy;) a méme loi que (Xq,...,Xy)
alors ce vecteur a la méme densité et réciproquement.

Proposition 2.5.7 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R? de densité fx et soit
g : R4 — R4 un difféomorphisme de RY (bijection contintiment différentiable ainsi que son
inverse). Alors Y = g(X) est une variable aléatoire & valeurs dans R? qui admet pour
densité la fonction

fr(w) = fx(g7 W) |Jac g7} (y)], yeR?
ot Jac g(x) = det (89’ 1<4,j< d) est le jacobien de g.

Démonstration : On calcule pour B € B(R?)

P(g(X)eB) = P(X eg '(B)) = /Rd 1eg 1)y fx(2)d :/ 15(g9(z)) fx (v)dx

Rd

On pose y = g(z) & x = g~ '(y) et on applique le théoreme de changement de variable

P(g(X) € B) = / 1) fx (97 (v)) [Jac g~ ()] dy.

R4

Proposition 2.5.8 (Densité marginale) Si(X,Y) est un couple aléatoire de loi de den-
sité f, ses lois marginales Px, Py sont données par :

+o0
VA e B(R), Px(A)=P(X € A) = / f(z,y) dzdy,
VB € B(R), Py(B) = P(Y € B) — / " ey dyd.

Autrement dit, la loi de X est de densité fx(x f f(z,y)dy, celle de'Y est de densité
fry) = 72 fla,y) da.
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Démonstration : La preuve est une application directe du théoreme de Fubini-Tonelli
sur les intégrales doubles une fois qu’on a remarqué que

Px(A) = P(X€A)=P(X €AY €R) =Pxy)(AxR)

- Mf(scy dxdy—/(/fxydy)dx—/fx

avec la densité annoncée fx( f f(x,y)dy. 1l s’applique sans probleme car par défi-
nition d’une densité, f est posmve (et méme intégrable sur R?). Idem pour Y. [l

Exemples : o Considérons f(z,y) = 31p1)x[-1,2/(2, y). Il s’agit bien d’une densité car f
est positive et

1
/ 2f(.tz:,y) dxdy = —// Lo,y [-1,2 (7, y) dzdy
R
- // Lo, () X 1j-1,2(y) drdy

— g/Oo [01]()dw/oo 112)(y) dy = 1.

-~

=1 —2(C1)=3

Considérons un couple (X,Y) de loi de densité f. La loi de X est alors de densité donnée
par :

+o0 1 “+o0o 1 +oo
fx(z) = f(x,y)dy = 5/ Lio1x[-1,2 (2, y)dy = g/ 1o, (2) x L—1,9(y)dy
1 [T
= 1q(z) x 5/ 11 9(y)dy = 1p1(2).

-~

-1
De la méme facon, fy(y) = $1[_1.9(y).

e Montrer que f(z,y) = Ape "1t g+ (7, y) est la densité d’'un couple (X,Y) de R2.
Montrer que X est de loi £(A) et Y de loi E(u).

e Montrer que

22 2

e 202 2(c))2

flay) = 2roo’

est la densité d’un couple (X,Y) de R% Montrer que X est de loi N(0,0?) et Y de loi
N0, (0")?).

e Montrer que
[z, y) = ye ™ 1g+(2) 110,11 (y)
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est la densité d'un couple (X,Y") de R?. Montrer que X est de loi donnée par la densité

fx(z) = 5 1g+(7)
et Y de loi uniforme sur [0, 1].

e Soit f(z,y) = ==

_z 2:61/ y2 d d
/ fa,y)dedy = // e (TdY
R2 R2
/ / oty dxdy / / _rw? ol dady
e 2X e 2x
R2 R2 3
= / /6_(12-;1/3)2(11‘ e ;gi}@:/ /6 ngdz e %@
R \JR 3m r \JR 3

2 2
= \/27rx3e_§§3;l—y:/e_mL:
R R

™ 2 X 3/4

_ 2% 420y+5y2 . s
6 . 1l s’agit d’une densité car

2
en utilisant la normalisation de la loi normale N (0, 0?) : / e 22dt = V2mo?2.
R

Considérons un couple (X,Y) de densité f, alors X est de densité
oz +2zy+5y dy <ﬁz+\/gy)2+4m2/5 dy
r) = z,y)dy = e~ & =
fx(z) / f(z,y)dy = / 3 /R -

z4+/5y)2 /
— /6 %e 439002 d_ = e 4;02 672Z><23 dz = ef%M
R 3 R 375 37v5

1 422

= E—— 30

157 /2

La marginale Y est de densité :

fy(y) _ /f " y d.l’ _/ =z +2zy+5y2 dx B / o= (w+u) 21492 d; _ / 67(12-&;1/3)2 6_%61—1’
3r R 3 R 3T

/ <x+y)2 dx 42 /27 X 3 1 a2
= 6 = € 6 e 6
R 3 3 3m/2

Les marginales X et Y sont donc de lois A(0,15/4) et N'(0,3/4).

Généralisation au cas gaussien

Soit @ : R” — R une forme quadratique positive. Notons
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Alors tout vecteur aléatoire de densité

1
f(ml, . ,xn) = _67<I>(x17,_,’zn)

C

est dit gaussien. Ses marginales sont des variables aléatoires gaussiennes en dimension 1.
On traitera ce type de vecteur en détail dans le Chapitre 9.

2.5.3 Lois de probabilité usuelles

Dans cette section, nous présentons les principales lois de probabilités usuelles. Nous
donnons les atomes x; et leur probabilité pocntuelle p; dans le cas discret ou la densité avec
son support dans le cas a densité. En anticipant sur les Chapitres 3 et 4, nous donnons
également pour chaque loi son espérance, sa variance et sa fontion caractéristique. Pour
chaque loi, on décrit son interprétation pour un modele simple.

1. Loi de Bernoulli b(p), p € [0,1] : P = (1 —p)do + pds.
Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli b(p) si

P(X=0)=1-p, P(X=1)=p.

Sip = 0 (respectivement p = 1) X est presque surement égale a 0 (respectivement 1). Cette
loi modélise une expérience a deux issues possibles (succes et échec) dont la probabilité de
succes vaut p. Le résultat X de cette expérience suit la loi de Bernoulli de parametre p.

EX]=p, Var(X)=p(l—-p), ex(t)=1—p+pe’

n

2. Loi binomiale B(n,p), n € N,p €]0,1[: P=Y (Z)pk(l .
k=0
Une variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n, p) si

n

P(X =k)= (k>pk(1—p)”k, pour k=0,...,n

et P(X = k) = 0 sinon. Cette loi modélise le nombre de succes obtenus au cours de n
expériences indépendantes, chacune ayant une probabilité p de succes. Le nombre X de
succes obtenus suit la loi binomiale.

E[X] =np, Var(X)=np(l—p), ex(t)=(1—p+pe)"

1 T
3. Loi uniforme discréte (ou équirépartie) U(zy,...,x,), r € N* : P = — E Oz, -
r
=0

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme U(z1, ..., z,) si
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Cette loi modélise une expérience a r issues possibles, chacune ayant la méme probabilité
1/r. Le résultat X de cette expérience suit la loi uniforme (ou equirépartie).

E[X] = nito
r
Lorsque la loi est U(1,...,r), on peut préciser espérance, variance et fonction caractéris-
tique
r+1 r?—1 1 .,1— ¢t
E[X] = Var(X) = p = Tl
[ ] 2 ? a’r( ) 12 Y ()OX< ) Te 1 _ elt

400
4. Loi géométrique G(p), p €]0,1[ : P = Zp(l — p)F1g
k=1

Une variable aléatoire X suit la loi géométriq:ue G(p) si
P(X =k)=p(l—-p"' k>1

Cette loi modelise le rang du premier succes dans une suite d’expériences indépendantes,
chacune ayant la probabilité p de succes. Ce rang X suit la loi géométrique. Par exemple
X = 4 signifie que les trois premieres expériences ont échoué et la 4eme réussi.

it

1 1—- e
B[X] =, Var(X) = pr’ ox(t) = ﬁ.
Y’
5. Loi de Poisson P(A\), A>0:Q = Ze‘kyék.
Une variable aléatoire X suit la loi de P]é:igson P(N) si
)G
P(X =k) = e*AH, k €N.

Cette loi intervient pour modéliser les occurences d’éveénements peu probables.

E[X] =) Var(X) =), ox(t)=exp(\(e"—1)).

6. Loi hypergéométrique* H(N,n,m), N € N*, 1 <n,m < N, p €]0,1].
Une variable aléatoire X suit la loi hypergéométrique H (N, n,m) si

m\ (N—m
(%) i)
()
et = 0 sinon. Cette loi modélise le tirage en une seule fois et sans remise de n boules dans

une urne contenant N boules dont m sont blanches et N — m sont rouges. Le nombre X
de boules blanches tirées suit la loi hypergéométrique.

N—n mN-—m
N—1'N N

P(X =k) = pour max{0,n — (N —m)} <k < min{n,m}

E[X]=n—, Var(X)=
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7. Loi multinomiale* M(n,py,...,pn), n €Ny p1+---+pa=1, p1,...,ps € [0, 1].
Un vecteur aléatoire (X1, ..., X,) & valeurs dans N, suit la loi multinomiale M(n, py,...,p,)
si
n! n n
P((Xy, ..., Xq) = (n1,...,nq)) = — PPy pourmy+-e-4ng=n
niy:...Nng:

et = 0 sinon. Si on dispose de n boules que I'on jette une par une aléatoirement dans d
boites différentes, chaque boule ayant la probabilité p; d’étre jetée dans la i-eme boite, les
nombres (X7, ..., X ) de boules dans les boites suivent la loi multinomiale.

E[(Xy,...,Xa)] = (np1,...,npa), Var(X;) =np;(1 —p,), Cov(X;, Xx) = —np;px,
ox(ty, ... tg) = (Z?:l pjeitjpj>

8. Loi uniforme U([a,b]), —0co < a < b < co.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi uniforme U([a, b]) si sa densité par rapport a la

mesure de Lebesgue est
F) = = Aia(o).
Cette loi modelise des phénomenes dont les valeurs sont uniformément réparties sur un
intervalle.
a+b (b— a)? pith _ pita

E[X] = 5 Var(X) = T

9. Loi exponentielle £(\), A > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle £()) si sa densité par rapport a
la mesure de Lebesgue est

flz) = Ae’”l[oﬁrm[(x).

Cette loi modélise des temps d’attente ou des durées de vie.

1 1 A
— X)=— = .
)\ Var( ) A2’ ¥Yx (t> \ — it

E[X] =

On motre que la loi exponentielle est caractérirsée par la propriété d’absence de mémoire :

Proposition 2.5.9 Une variable aléatoire X positive est exponentielle i elle vérifie la pro-
priété d’absence de mémoire :

P(X >t+s|X >s)=P(X >t), pour tout t,> 0
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Démonstration : D’abord si X ~ &£()\) alors

P(X>t+sX>s) PX>t+s) e+ -
PX >t+s|X >s) = BX > 5) = PX > 5) = —= =e M

= P(X >1).

Ensuite, si on note f(t) = P(X > t) alors la propriété d’absence de mémoire s’écrit

ft+s) = ft)f(s). (2.7)

De plus, f(0) =P(X > 0) = 1. Comme f(t) € [0, 1], la seule solution de ce type d’équation
fonctionnelle (2.7) est f(t) = e *. En effet on a f(n) = f(n — 1)f(1) = f(1)"; puis
F() = () = FG) soit f(3) = f(1 >1/” On en déduit que f(2) = f(1)"/7 = ¢4 en
écrivant f(1) = e=*. On a donc f(z) = e~ pour tout z € Q. En effet, 'l existe x € Ry
tel que f(x) # e alors par exemple f(x) > e et on peut choisir 7 € Q tel que
f(x) > e > e ™ ce qui exige 7 < r; mais alors par déroissance de f, on a

fl@) < f@r) =" < f(a),

ce qui est aburde. Finalement, f(z) = e ** pour tout z € R, ie P(X > t) = e et
X ~ EN). O
10. Loi gamma™* ~v(p,\), p > 0 et A\ > 0.

Une variable aléatoire réelle X suit une loi gamma (p, ) si sa densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est

flx) =

p—1 7)\5(/‘1
F(p)x € ]0,+00[($)

ouI'(p) := f0+oo xP~le™®dzx est la fonction d’Euler de seconde espece.

E[X] = g, Var(X) = %, ox(t) = (Aiit) .

11. Loi du chi-deux* x?(n), n € N*.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de chi-deux x?(n) si sa densité par rapport a la

mesure de Lebesgue est
(l n/2

B 1
(1= 2t/
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12. Loi beta* §(p,q), p > 0,q > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi beta 3(p, ¢) si sa densité par rapport a la mesure

de Lebesgue est
P71 —x)a !
flry =)
B(p,q)

ott B(p,q) := [, 27~ *(1 — )7 'da est la fonction d’Euler de premitre espéce.

1[0,1](1,’).

B(p+1,q)
B(p,q)

pq

Var(X) = (p+q)?(p+q+1)

E[X] =

13. Loi de Laplace*.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Laplace si sa densité par rapport a la mesure

de Lebesgue est
1

flz) = §€_|m|~

1
142

E[X] =0, Var(X)=1, ox(t)=

14. Loi de Cauchy C(a), a > 0.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Cauchy C(a) si sa densité par rapport a la

mesure de Lebesgue est
a

f(l’):m‘

pas d’espérance, pas de variance finie, @x(t) = el

15. Loi de Gauss (ou normale) N(m,o?), m € R, 0% > 0.

Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Gauss (ou normale) N (m,c?) si sa densité
par rapport a la mesure de Lebesgue est

) = s exp (—%) |

E[X] =m, Var(X)=0% ox(t)=¢™" -

16. Loi de Gauss (ou normale) multidimensionnelle N'(m,Y), m € R%, ¥ matrice
symétrique définie positive.

Un vecteur aléatoire (Xi,...,X,) & valeurs dans R suit une loi de Gauss (ou normale)
N (m, ) si sa densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? est

—;ex —lx—m*_lx—m x d
1= oo (e - e ) rer
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, L,
E[(Xl, ce ,Xd>] =m, (COV(XZ', Xj))lgi,jgd = Z, @X(tla ce ,td) = eXp (@(m,t) - ét Zt) .

Plus de détails sont donnés sur ces lois multidimensionnelles au Chapitre 9.



Chapitre 3

Espérance d’une variable aléatoire

3.1 Rappels d’intégration

On commence dans cette section par des rappels d’intégration en théorie de la mesure.
On renvoie a [JCB-Leb] pour des détails ou des preuves.

Définition 3.1.1 (Espace produit) Soient (X, A, ) et (Y, B,v) deux espaces mesurés.
e Sur lespace produit X xY = {(z,y) : * € X,y € Y}, on appelle tribu produit AR B
la tribu de X XY engendrée par les produits A x B pour A € A, B € B. Il s’agit de la
tribu la plus naturelle sur X x Y.
o Sur l'espace produit X XY muni de la tribu produit A @ B, on définit la mesure
produit u ® v de la facon suivante

pRv(Ax B)=u(A)v(B).

En définissant p ® v sur la classe des pavés A x B, A € A, B € B, comme elle engendre la
tribu produit A ® B, par un argument de classe monotone, u ® v est bien définie sur tout

A®B.

Exemple. Sur R”, la tribu borélienne de R™ coincide avec la tribu produit des tribus
boréliennes des espaces facteurs R (cf. Remarque 1.1.1) :

BR") = B(R) @ -~ ® B(R).

(.

-—
n fols

Un borélien typique de R™ est le pavé [ay, by] X -+ X [ay, by].

En général en dimension n, on utilise la mesure de Lebesgue de dimension n, il s’agit de la

mesure produit des mesures de Lebesgue sur R : A\, = A® --- ® A. Par exemple,
—_———

n fols

An(far, bi] X -+ X [an, by)) = (b1 — a1) x -+ x (b, — ay).

49
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3.1.1 Théorémes de Fubini

Sous de bonnes conditions, le théoreme de Fubini permet de permuter les intégrations
dans des intégrales multiples. De cette fagon, les intégrales multiples, ou par rapport a des
mesures produits, se ramenent a des intégrales simples emboitées.

Dans la suite, on autorise les valeurs infinies et les fonctions positives sont a valeurs dans
[0, 4+00] = [0, 4+00[U{+00}. On métrise facilement I’ensemble [0, +oc0] et on considere la
tribu borélienne associée.

Théoréme 3.1.1 (Fubini-Tonelli) Soit f : (X x Y, A® B) — [0,+00] une fonction
mesurable, avec j et v des mesures o-finies sur (X, A) et (Y,B). Alors

1. La fonction x / f(z,)dv est A-mesurable et la fonction y — / f( y)dp est
Y X

B-mesurable.

2. Puis, on a

[ pawonr= ([ o) = (| i)

Démonstration : Cf. notes de cours d’ "Intégration et mesures” [JCB-Leb]. g

Le théoreme de Fubini-Tonelli ne s’applique qu’a des fonctions mesurables positives (sans
conditions supplémentaires). Pour des fonctions de signes quelconques intégrables, on a le
résultat suivant :

Théoréme 3.1.2 (Fubini) Soient (X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces o-finis et f: (X X
YARB,u®v)— R ou C une fonction (1 ® v)-intégrable, c’est a dire

/ |fld(p®v) < 4o00.
XxY

Alors

1. Pour p-presque chaque z, la fonction f(x,-) est v-intégrable et pour v-presque chaque
y, la fonction f(, ) est fi- intégmble
Posons I(x) = [, f(z,-)dv et J(y) = [y f(-,y)dp, alors

2. Les fonctzons IetJ sont respectwement fb- et v-intégrables.

3. On a
fdlp®v /Id,u /sz/
XxY

On a donc en écrivant les variables d’intégration

Xxyf(xy) dp@v)ey) //fxydu Jdu(x //fxydu )dv(y).

Démonstration : Cf. notes de cours d’ "Intégration et mesures” [JCB-Leb]. g
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Remarque 3.1.1 e En pratique pour utiliser le théoreme de Fubini, on raisonne de la
facon suivante :

1. On montre que f est mesurable (arguments généraux).

2. Pour montrer que f est intégrable, on calcule [, . |f|d(1 ® v) en appliquant le
théoreme de Fubini-Tonelli & la fonction positive |f] :

Jiriden) = [ ([ i) at = [ ([ 1 im)

en choisissant la forme la plus convenable (intégrer d’abord en z ou en y) pour faire
le calcul.

3. Si le résultat est fini, on peut alors appliquer le théoreme de Fubini.

e Si I est positive, on peut intervertir directement les intégrations (par la version Fubini-
Tonelli du résultat). Si f ne 'est pas, il faut vérifier I'intégrabilité en calculant I'intégrale
de |f| en appliquant par exemple la version Fubini-Tonelli & |f| > 0 pour se ramener a des
intégrales simples.

e [’utilisation du théoréeme de Fubini permet de ramener de nombreux calculs d’intégrales
doubles (ou triples ou plus généralement multiples) a des calculs successifs d’intégrales
simples (aussi bien pour des calculs effectifs que pour montrer des convergences d’inté-
grales).

3.1.2 Changement de variable
Forume de transfert

Soient (X,.A) et (Y,B) deux espaces mesurables et ¢ : (X,.A4) — (Y, B) une fonction
mesurable.
Si on consideére une mesure p sur (X,.A) alors la mesure image v = pu, est une mesure
sur (Y,B). On a un lien entre les intégrales par rapport a pu sur X et celle par rapport a
v=poyp t=p,surY :

Théoréme 3.1.3 (Transfert) Soit h : (Y,B) — K = R,R,C mesurable alors h est v-
intégrable ssi h o @ est p-intégrable et

/hogpd,u—/hdy. (3.1)
X 1%

Il s’agit d’une formule de changement de variable abstraite, tres générale puisque la seule
condition pour le changement de variable y = p(z) est que ¢ soit mesurable!
Malheureusement, la nouvelle mesure v = p, n’est pas explicite du tout. Ce résultat est
donc essentiellement abstrait et difficile a utiliser pour des calculs explicites. Cependant
dans le cas probabiliste, c¢’est ce résultat qui va permettre d’exprimer une espérance comme
un calcul explicite d’intégrale contre la loi de la variable aléatoire.

On propose ci-dessous des résultats plus explicites, avec des conditions plus restrictives sur
le changement de variables.
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Cas de l’'intégrale de Riemann

Soit I un intervalle de R et ¢ : I — R strictement monotone et C! tel que ¢’ ne s’annule
pas sur I. Alors on a

/I s = [ S @I Wy

Pour cela, on pose y = ¢(z) ou z = ¢ '(y) et en dérivant on a la relation entre dz et dy
dx

i (e™)(y)  cestadire  dr=(p")(y)dy.
Cas de l’intégrale de Lebesgue

Définition 3.1.2 (Difféomorphisme) Soit F': D C R* — D' C R" ou D et D' sont des
owverts. L’application F est appelée un difféomorphisme si c’est une bijection de classe C*
dont la bijection réciproque est aussi de classe C1.

Définition 3.1.3 (Jacobien) La matrice jacobienne d’un changement de variable
y=Fx)<= Y1, Yn) = (Fi(z1,.. ., Tn), - (Fu(z, ... 2p))

est

31‘1 aﬂTn
Jp(x) = Jp(x1,...,2,) = : :
ox1 Oy

Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne det Jp(x).

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielles.

Rappel : Calculs des déterminants d’ordre 2 et 3 :

a b
e dl= ad — be,
a b
e Regle de Sarrus : | as by ¢y | = aibacs + bicsas + crasbs — azbacy — bycoay — c3aqby.
az bs c3

e Développements selon une ligne ou une colonne pour se ramener a des déterminants
d’ordres inférieurs.

Théoréme 3.1.4 (Changement de variable) SoitV un ouvert de R et ¢ un C*-difféo-
morphisme de V dans (V) C R?. Alors, on a les formules de changements de variables

/V f@Adr) = [ Fom W) o () Ady)

(V)

| e = | M) 1 @

pour toutes fonctions f et h mesurables telles que f est A-intégrable et hop est A-intégrable.
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Démonstration : Cf. cours d’ "Intégration et mesures” [JCB-Leb]. g

Changement de variables en coordonnées polaires dans R?

Un changement de variables utile dans le plan R? est le changement de variables en polaire
qui consiste a passer de (z,y) représentant des coordonneés cartésiennes dans un repere
orthonormé a (r,#) les coordonnées polaires correspondantes données par

T = rcosf

y — rsmg @ " E[0+o0l0 €027,

(r,0) = p(x,y) <= 901:{

Conformément au Théoreme 3.1.4, on remplace alors dxdy par rdrdf car le jacobien du
changement de variable est

cos@ —rsinf
sinff rcos@

/ f(z,y) dedy =/ / fz,y) dedy
R2 —oc0 J —o0
= // f(rcos@,rsinf) rdrd.
[0,400[x[0,27]

Changement de variables en coordonnées sphériques dans R3

‘ = rcos?f + rsin®f = r.

Ainsi :

En dimension 3, le changement de variables utile est le changement en coordonnées sphé-
riques donné par

xr = rcosfcosyp
(r,0,¢) = é(z,y, 2) — ¢ y = rcosfsing
z = rsinf

ou 6 €] — w/2,7/2] est la latitude, ¢ € [0, 27[ est la longitude et r € [0, +o00] la distance a
I’origine. Le jacobien du changement de variable est

cosflcosyp —rsinfcosy —rcosfsinp
Jy1(r,0,0) = | cosfsinp —rsinfsing rsinfcosp | =r1r?cosb.
sin 6 rcosf 0

Ainsi le Théoreme 3.1.4 s’écrit pour le changement de variable en sphériques :

// - fx,y, 2)dzdydz

:/// f(rcos 6 cos @, r cos 0 sin p, 7 sin 8)72 cos Odrdfdey.
[0,-+00[x[0,27[x]—F, 5[
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Généralisation pour un changement de variables dans R"

Ce type de changement de variable (polaires en dimension 2, sphériques en dimension 3)

se généralise en dimension n pour passer de (xy,...,x,) a (r,60,...,0,_1) :
(
1 = rcosbicosby...cosb,_5cosb,_1,
To = rcosbicosby...cos0,_osinb,_1,
3 = rcosbicosby...cos0,_3sinb,_o,
Ty = rcosficosby...co80,_4sinb,_3,
Tp_1 = 7rcosbsinb,,
[ Zn = rsinb,.

3.2 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Soit (€, F,P) un espace de probabilité et X : (Q,F,P) — R' une variable aléatoire
positive. L’intégrale de X par rapport a la mesure P est appelée son espérance. Elle se
définit comme l'intégrale par rapport a une mesure abstraite de proche en proche :

Définition 3.2.1 (Espérance d’une variable aléatoire)
— Indicatrice : si X = 14, E[X] =P(A).
— Variable étagée positive : si X = > a;1a, alors E[X] = Y., a;P(A;). On
vérifie que E[X] ne dépend pas de Uexpression de X : si X = Y7  blp, alors
P bP(B;) =E[X].
— Variable positive : si X est une variable aléatoire positive,

E[X] =sup (E[Y]: Y variable aléatoire étagée < X).

— Variable quelconque : Si X est une variable aléatoire quelconque telle que E[| X |] <
+oo (au sens précédent) alors on définit l'espérance de X par

E[X] = E[X*] — E[X].

En effet comme 0 < XT < |X| et 0 < X~ < |X]|, les espérances de variable
aléatoires positives E[X 1] et E[X ] sont bien définies. La quantité B[|X|] s’appelle
le moment d’ordre 1 de X.
L’espérance d’une variable aléatoire X est définie si son moment d’ordre 1 est fini :
E[| X|] < +oc.

De la méme fagon si X est une variable aléatoire complexe intégrable, on peut définir son
espérance en définissant comme précédemment ’espérance de ses parties réelle et imagi-
naire.

De fagon générale, si X = (X3,...,Xy) et un vecteur aléatoire, on définit son espérance
comme étant le vecteur des espérances de ses marginales X;, 1 <1 < d :

E[X] = (E[X.],...,E[X,]).
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Définition 3.2.2 (Variable centrée) Une variable aléatoire X intégrable est dite cen-
trée si E[X] = 0.

Conséquence : Comme l'espérance E[X] ’est rien d’autre que U'intégrale (au sens de Le-
besgue) de la fonction mesurable X par rapport a la mesure de probabilité P, des propriétés
de l'intégration, on déduit pour des variables aléatoires intégrables X, Y et des réels a,b :

Proposition 3.2.1 1. Si0< X <Y alors 0 <E[X] < E[Y].
2. SiAC B et X >0 alors E[X1,4] <E[X15].
EX]| <E[|X]].
ElaX +bY] = aE[X] + VE[Y] (linéarité de E).
Si X >0, E[X] =0 ssi X =0 presque stirement.
Inégalité de Markov : Si X est une variable aléatoire positive, on a : P(X >t) <

E[X]
— pour tout t > 0.

S A Lo

Démonstration : On renvoie a [JCB-Leb] pour les preuves relevant d’”intégration et de
mesure” mais on rappelle la preuve de l'inégalité de Markov. Si X > 0, pour tout ¢ > 0
on a tlyx>y < X. En prenant I'espérance, on a tP(X > t) = E[tlix>4] < E[X], ce qui
permet de conclure en divisant par ¢t > 0. O

Pour calculer des espérances, on se ramene a des intégrales sur R avec la loi de la variable
aléatoire comme mesure d’intégration grace au théoreme de transfert.

Proposition 3.2.2 Soit X : (Q, F,P) — R une variable aléatoire de loi Px. Alors X est
P-intégrable ssi

/|a:| Px(dzr) < +o0
R

et son espérance est alors

E[X] :/X dIP’:/Rx]P’X(dx).

Démonstration : On applique le théoreme de transfert avec la fonction mesurable ¢ =
X : (2, F,P) — R, la mesure image Px et la fonction h(x) = x :

/hon]P:/hdIP’X.
Q R
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Plus généralement, si h : R — R est borélienne (ie. mesurable) et X : (Q, F,P) — R est

une variable aléatoire réelle alors h(X) est une variable aléatoire car c¢’est une application
de 2 dans R N X
(Q,F,P)—R—R,

c’est a dire ho X : (Q, F,P) — R. Puis la variable aléatoire h(X) est P-intégrable ssi h
est Px-intégrable ( [, |h(z)] Px(dx) < 400) et alors

EMMﬂzéMXﬁW:AM@PﬂMy

Pour cela, on applique le théoreme de transfert avec (X, A,u) = (2, F,P), (V,B) =
(R,B(R)) et ¢ = X.

Parfois, il est plus facile de calculer directement ’espérance a l'aide de la fonction de
répartition a l’aide du résultat suivant :

Proposition 3.2.3 5@ X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répar-
tition Fx, alors

mmzlmﬁw>wm:4mu—&@yw

De plus, E[X| < +o00 si et seulement si, pour un ou tout € > 0,

ZIP’(X >en) < 400 ou ZT‘P(X > e2") < 400.

n>0 n>0

Démonstration : D’apres le théoreme de Fubini, on peut écrire

/O+OO]P>(X > t) dt = /0+OOE[1{X>t}] dt =E {/;m 1ix>y dt} =E {/OX dt} = E[X].

Pour la deuxieme partie, on voit que pour t € [n,n+ 1], onaP(X >n+1) <P(X >t) <
P(X > n) et donc

n+1
P(X>n+1)§/ P(X > t)dt < P(X > n)

n

puis en sommant

> P(X>n+1) §/+OOIP(X>t) dt <> P(X >n)

n>0 n>0

en décomposant [0, +-o00[ en intervalles [n, n+1[. De la méme fagon avec [0, +oo[= [J75[2", 2"+

> 2P(X > 2mt) < /+oo P(X >t)dt <) 2"P(X >2")

n>0 1 n>0
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et comme 0 < fol P(X >t)dt<1lona

“+o0o
> 2P(X > 2m) < / P(X >t)dt<1+) 2"P(X >2")
n>0 0 n>0
On conclut en remplagant X par X/e. O

Espérance d’une variable aléatoire discrete

Pour utiliser correctement les lois des variables aléatoires discretes, il est essentiel de noter
que, pour une fonction f mesurable [ fdd. = f(c) : cela est clair pour f = 1, puis par
linéarité pour f étagée et par convergence monotone pour f positive et enfin par linéarité
pour f quelconque.

Soit X : (Q,F,P) — R avec S(X) = {x; : i € I} dénombrable. La loi de X est donnée
par la mesure de probabilité discrete

el

oup; =P(X = x;), i € I. La loi est une somme (dénombrable) de mesures de Dirac : en
chaque atome = € S(X), il y a la masse P(X = z). Alors X est intégrable ssi

E[| X} = Z || pi < +o0 (3.2)

el

et dans ce cas E[X] = ) ._, x;p; ou la somme est au plus dénombrable puisque S(X) =
{z;: i € I} est dénombrable (la variable aléatoire X est discrete).
Noter que la condition (3.2) est vérifie si X variable aléatoire a un nombre fini d’atomes
car alors la somme dans (3.2) est une somme finie. De méme, dans de nombreux cas usuels,
les variables aléatoires discretes sont positives et leur espérance sont forcément définies
(mais possiblement infinies) sans prendre la peine de vérifier (3.2).
Si h : R — R est mesurable, alors h(X) est une variable aléatoire discrete (Proposition
2.5.2), elle est intégrable ssi

> |h(w:)|pi < +oc.

il
Son espérance est alors

En(X)] =) h(z)p:

el

Exemples : (Espérance des variables aléatoires discrétes classiques)
e Si X = ¢ est une variable aléatoire constante, sa loi est Px = d.. Son espérance est

E[X]—/QXdIP’—/ch]P’—c/QdIP’—cP(Q)—c.
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On le retrouve aussi avec l'expression E[X] = / zdd.(x) =

R
e Soit X de loi de Bernoulli de parametre p notée b(p). Son espérance est

EX]=px1+(1—p)x0=p

e Soit X de loi equirépartie sur 'ensemble fini {z1,...,z,}. Son espérance est
-+ xn
“Yonxlontotn
n

e Soit X de loi binomiale de parameétres n,p notée B(n,p). Son espérance est E[X]| = np.
En effet

. S
= npi (n N 1)pl(1 —p)" = np(l —p+p)"t = np.

e Soit X de loi géométrique de parametre p €]0, 1], notée G(p). Son espérance est E[X] =
1/p. En effet

EX] = fk(l— “ip= pz Vom1-p = (Zl‘)

S P

e Soit X de loi de Poisson de parametre A. Son espérance est E[X] = A\. En effet

+oo _)\)\k +oo _)\ k,1 +oo _)\)\l
Zk —AZ :/\Ze T=N

Espérance d’une variable aléatoire a densité

Soit X : (€2, F,P) — R une variable de densité f. La loi de X est donnée par la mesure de
forme intégrale

b
= / fdX :/ f(z) dz, VYA€ B(R), ou |a,b] intervalle
A a
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ol la densité f est une fonction mesurable positive d’intégrale 1. Alors X est intégrable ssi
E[X|] = / 21 (z) de < +oo (3.3)
R

et dans ce cas E[X] = / zf(z) d.
R

Si h: R — R est mesurable, alors h(X) est une variable aléatoire, elle est intégrable ssi
Jg |h(2)| f(z) dz < +o00. Son espérance est alors

Lorsqu’on considere une variable aléatoire positive, I'espérance est forcément définie (mais
possiblement infinie) sans avoir a vérifier (3.3). Si la densité de X admet un support borné
et n’a pas de singularité, la condition (3.3) est alors directement vérifiée et I’espérance bien
définie.

Exemples : (Lois a densité classiques)

e Loi uniforme

La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a,b] (—0c0 < a < b < 4+00) si
elle a une densité f constante sur cet intervalle et nulle en dehors. Sa densité est alors

1 [ 1/(b—a) si te€]a,b],
f(t) = ml[a,b}(t) - { 0 si t¢&la,b].
Son espérance est
1 b 1 /b®  a? a+b
E[X] = = = 5 o)~ '
[X] /rvf(ar)dm b—a ) T b—a<2 2) 2

En fait on peut définir une loi uniforme sur un ensemble borélien A C R quelconque de
meure de Lebesgue finie (pas forcément un intervalle), c’est la loi de densité ﬁl 4. Dans
ce cas général, il n’y a pas de forme explicite de 'espérance.

e Loi exponentielle
La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre o > 0, notée E(«) si elle
admet pour densité :

f(t) = Oée_atl[07+oo[(t).

Elle est utilisée pour modéliser un temps d’attente d’'un phénomene aléatoire. Le temps
d’attente moyen est alors

+00 +oo
E[X] = / tf(t)dt = / ate ' dt = [—te‘“t];“Jr / e dt
0 0

1 JrOO_

1
_ [ _ —at -
= 0+&[ e ]o o
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e Loi de Cauchy

Une variable aléatoire réelle suit une loi de Cauchy de parametre a € R si elle admet pour
densité :

a 1
=2
f( ) 7Ta2 + t2
Son espérance n’est pas définie car E[|X|] = /Rw(a?f xQ)dx = 400, la fonction x/(1 +

2?) &~ 1/z n’est pas intégrable en +oo.
e Loi normale (standard)

Une variable aléatoire Xy suit la loi normale standard N (0, 1) si elle admet pour densité

t— L67’52/2.

V21

L’espérance est bien définie car |t|e""/2 est intégrable en +oo. Par (im)parité de te=**/2, il
vient immédiatement que son espérance est E[X,] = 0.

Dans le cas général X ~ N(m,o?), le plus simple est de remarquer que X peut se définir
comme une translatée et dilatée de X, par

X=m+ O'Xo.
Son espérance est alors E[X]| = m + ¢E[X(] =

Proposition 3.2.4 (Centrer-réduire) Si X ~ N(m,0?), 02 > 0, alors X = Xom
N(0,1) (cette opération s’appelle centrer-réduire). De ce fait, la loi N(O 1) s’appelle “la loi
normale centrée, réduite. B

Réciproquement, si X ~ N (m,c?) alors on peut écrire, avec X ~ N(0,1) :

Xém—l—a)?.

Démonstration : Il suffit de faire un changement de variable dans

(z—m)?

X_ — T 9,2
]P( meA) - P(X€m+aA):/1m+gAeXp( ) 4,
R

o V2mo?
exp ( — ?’2—2) xr—m
1,———=2d =
. A Von y (y )
= P(X € A)
2
. Xem Loep(-%) .=
Ainsi XT a pour densité %, ie. X ~N(0,1). [l

Par conséquent, si X ~ N (m,0?), on a E[X] = m et Var(X) = o2
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3.3 Convergences monotone et dominée

On rappelle dans un contexte probabiliste les théoremes fondamentaux de convergence en
théorie de la mesure : convergence monotone, lemme de Fatou et théoreme de convergence
dominée. On renvoie au cours d’ "Intégration et mesures” (par exemple [JCB-Leb]) pour
les versions générales.

Définition 3.3.1 (Convergence presque stre) On dit que X,, converge vers X presque
sturement (ps) si l’ensemble des w € Q tel que X, (w) — X(w) est de probabilité 1 :

P(X, - X) =1.

Théoréme 3.3.1 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit (X,,),>0 une suite crois-
sante de variables aléatoires positives (0 < X,, < X, 11). Soit X = lim,,_, o X, la limite
ps de X,, dans [0, +oc]. Alors

nEIfOOIE[Xn] = E[X]. (3.4)
Démonstration : Comme (X,,),>1, la suite E[X,,], n > 1, croit et a donc une limite «.
Comme X,, < X alors E[X,,] < E[X] et nécessairement o < E[X].
Soit Y = >"" | a;1p, une variable aléatoire étagée telle que Y < X. Pour ¢ €]0, 1], on note
A, ={X,, > cY}. Comme X,, < X,.j,ona A, CA1etJ, o4, ={X>cY} =0.0n
a

n>1

E[X,] > E[X,14,] > cE[Y14 ] = ci aE[1pn4] = i aP(B;NA,).  (3.5)

=1 =1

Mais par comme (B; N A, ),>1 forme une suite croissante de réunion B; N (Un21 An) = B,
la convergence monotone des probabilités assure P(B; N A,,) — P(B;) quand n — +oo. En
passant a la limite dans (3.5), on a a > >"" | a,P(B;) = E[Y]. On a donc

a> sup E[Y]=E[X]

Yétagée< X

par définition de E[X]. Cela acheve de montrer o = E[X]. O

Lemme 3.3.1 (Fatou) Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires positives. Alors

E[lim inf Xn} < liminf E[X,].

n—-4o00 n—-+4o0o
Démonstration : On a liminf, ,, X, = sup,soinf,>; X, = lim;_, . inf,>; X, ou
Y. := inf,>; X,, est une suite croissante de variables aléatoires positives. En appliquant

le théoréme de convergence monotone a (Yj)r>0, on a

E[limiann] :E[klim Yk} — lim E[Vi].

n—+00 —+00 k—+o00
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Mais comme Y, < X, pour tout n > k, on a E[Y;] < E[X,,] pour tout n > k et donc
E[Y:] < inf,>; E[X,]. On a alors

E[lim inf Xn} < lim inf E[X,] = sup inf E[X,,] = liminf E[X,,].

n—+o00 n—+4oo n>k n>0 n>k n—4o00

Proposition 3.3.1 Soit Y une variable aléatoire intégrable et soit (X, )n>o une suite de
variables aléatoires intégrables.

1. 1Y < X, alors E[lim inf, 410 Xn] <liminf, , . E[X,].

2. St X,, <Y alors limsup,_,,  E[X,] < E[lim SUDP, 400 Xn |-
Démonstration : Par le lemme de Fatou, on a

E[lim inf(X, — Y)] < liminf E[X,, — Y]
n—+o0o n—-+o0o

ce qui prouve 1) en rajoutant E[Y] qui est finie par hypothese. Pour le 2), on a de la méme
facon

E[lim inf(Y — Xn)] < liminfE[Y — X,]

n—-+o0o n—-+o00

on retranche E[Y] < 400 et on change le signe pour récupérer l'inégalité sur la lim sup. O

Théoréme 3.3.2 (Convergence dominée) Soit (X,),>0 une suite de variables aléa-
toires telle que X,, — X ps quand n — +o0. S’il existe une variable aléatoire Y intégrable
(E[|Y]] < +o0) telle que pour tout n, | X,| <Y ps alors

lim E[X,] =E[X]. (3.6)

n—-+4o0o

Conséquence. Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et espérance.
Démonstration : Comme lim,, ,, ., X,, = X et =Y < X, <Y, la Proposition 3.3.1 assure
que

lim sup E[X,,] < E[hm sup Xn} — E[X] = ]E[hm inf Xn} < liminf E[X,,]

n—+o0o n—+o0 n—+00 n—>+00

ce qui prouve le résultat. [l

Le résultat suivant n’est valable que pour des intégrales par rapport a une mesure de
probabilité 1, c’est a dire pour des espérances.
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Théoréme 3.3.3 (Inégalité de Jensen) Soit ¢ : R — R une fonction convere et X :
Q — R une variable aléatoire telle que X et p(X) soient intégrables. Alors

w(JE[X]) < E[@(X)]-

Démonstration : La convexité de ¢ assure qu’en tout point de son graphe, la courbe de
¢ est au dessus de sa tangente, ie. pour tout y € R, il existe d,, € [} (y), ¢} (y)] tel que

Yy eR, o(x) > p(y) +dy(r —y).

En appliquant cette inégalité avec y = E[X] et x = X (w) puis en prenant ’espérance, on a

/w(X(w))le’ > /so(IE[X])dIP’erE[X} /(X(w) — E[X])dP.

La conclusion en découle car [(X(w) — E[X])dP = 0. O

Remarque 3.3.1 — S’il y a égalité dans I'inégalité de Jensen, alors il y a égalité
dans p(X) > p(E[X]) + dgx(X — E[X]). Si ¢ est strictement convexe, cela exige
X = E[X] ps, ie. X est presque siirement constante.
— De plus si I'égalité o(E[X]) < E[p(X)] a lieu pour toute variable aléatoire réelle
X alors ¢ est convexe : en I'écrivant pour X de loi pd, + (1 —p)d,, on a

epr+ (1 —ply) < pe(x) + (1 —p)e(y).

— Dans la pratique, I'inégalité de Jensen est le plus souvent utilisée pour les fonctions
de la forme ¢(x) = x, |z|, 22 et 1/x lorsque x > 0. En particulier, pour une variable
aléatoire positive dont l'inverse est intégrable, on a

E[1/X] > 1/E[X].

3.4 Moments des variables aléatoires

Définition 3.4.1 (Moment) Une variable aléatoire X : (2, F,P) — R ou C a un mo-
ment d’ordre p > 0 ssi

E[|X]"] = / | X[PdP < +00.
Q

Définition 3.4.2 (Espace L?) Sip € (0,+00) alors LP(Q, F,P) = {X : (O, F,P) - R :
E[|X]7] < +oo}.

Sip = +o0, alors L*(Q, F,P) = {X : (U, F,P) = R : il eziste ¢ tel que P(|X| > ¢) = 0}.
C’est I’ensemble des variables aléatoires presque sturement bornées.
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= 0, alors L°(Q, F,P) est simplement l'’ensemble des variables aléatoires. Si p €
[ ] LP(Q, F,P) est un espace vectoriel normé avec pour norme

IX1l, = (E[IX[")"” (norme LP),
| Xl = inf(e>0:P(|X]|>¢)=0) (supremum essentiel).

Il s’agit en effet d'un espace vectoriel car si X,Y € LP(Q, F,P) alors par convexité de
z+— 2P on a:

IN

1
J— p
o X+
E[|X + Y?]

SIXP 4 Sy PP
2~ (B X + E[YP) (3.7

IN

et donc X +Y € L*(Q, F,P).

Remarque 3.4.1 Formellement, on définit d’abord £P(Q, F,P) = {X : (O, F,P) - R :
E[|X|’] < +oo} pour lequel || - ||, est seulement une semi-norme car || X|, = 0 en-
traine seulement X = 0 ps. Cela justifie 'introduction de I’espace quotient LP(Q2, F,P) =
LP(, F,IP)/ ~ps ol ~,s désigne la relation d’équivalence "étre égale presque surement”, ie
X ~ps Y ssi P(X # Y) = 0. Dans la suite, on identifie les variables aléatoires ps égales et
on considere donc implicitement I'espace quotient LP(€2, F,P) = LP(Q, F,P)/ ~s

Comme || - ||, est homogene (||AX]||, = ||| X]|l,) et || X]||, = 0 ssi X = 0, il ne reste plus
qu’a vérifier I'inégalité triangulaire pour s’assurer que || - ||, définit une norme, cf. I'inégalité
de Minkowski (Th. 3.4.2). On parle de la norme LP.

Les résultats généraux sur les espaces LP(X, A, u) se formulent dans le cadre probabiliste
de la fagon suivante. On rappelle que deux réels p, g € [1, +00] sont conjugués si 110 + é = 1.
Par exemple, 2 et 2 sont conjugués, 1 et +0o sont conjugués, 3 et 3/2 sont conjugués.

Théoréme 3.4.1 (Inégalité de Holder) Soient p,q exposants conjugués avec 1 < p <
+oo et X € LP(Q, F,P), Y € LY, F,P). Alors XY € L'(Q, F,P) et

XY < (XA IY Mlg-

Démonstration : On utilise la convexité de la fonction exp : Si || X||,[|Y]|; = 0 alors par
exemple || X, = 0 et donc X = 0 ps; on a alors XY = 0 ps et E[|XY]|] = 0. Supposons
donc que || X||,||Y|l, # 0 et soient a,b > 0. Il existe s,t € R tels que a = €¥/? et b = /4.
D’apres la convexité de exp, on a

st 1 1
exp (— + —) < —exp(s) + —exp(t)
P q p q
c’est a dire ab < ‘% + %q. En utilisant a = | X|/[| X, et b= |Y]|/[|Y]|4, on a
XY < I 1 Y|
IXI1Y 1, — pEIX[P] -~ g BIY(]*
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On conclut en prenant ’espérance dans 'inégalité précédente. ]

Dans le cas particulier ou p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder devient celle de Cauchy-Schwarz :

Corollaire 3.4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient X,Y des variables aléatoires
carrés intégrables. Alors on a :

XYl < Xl Y12

Démonstration : Une autre fagon —classique— de prouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz
s’obtient en considérant le polynoéme en c :

E[(X +¢Y)’] =E[Y?]¢® + 2E[XY]c+ E[X?] (3.8)

Comme il est de signe positif constant, son discriminant (réduit) E[XY]? — E[X?|E[Y?]
est négatif. 0

Remarque 3.4.2 S’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz alors le discriminant

du polynéme (3.8) est nul et ce polynome a une racine double ¢y pour laquelle on a alors
E[(X + ¢Y)? =0, soit X = —¢yY ps.

Théoréme 3.4.2 (Inégalité de Minkowski) Soient X,Y des variables aléatoires, alors
pour 1 < p < +oo, on a :
1X =+ Yl < 1X [ + 1Y [l

Cette inégalité justifie que || - ||, vérifie I'inégalité triangulaire et définit bien une norme.

Démonstration : Pour p = 400, on considere ¢ > || X||x et d > ||Y||o. Alors presque
surement, | X + Y| < |X|+ |Y| < ¢+ d, ce qui assure || X + Yo < ¢+ d. En faisant
N X oo et d N\ (Y ]|oo, om &

X + Yoo < [ XTloo + 1Y [loo-

Dans la suite, on considere p € [1,+o0o[. Si || X + Y|, = 0, alors I'inégalité est triviale puis

si || X + Y|, = 400 alors I'inégalité de convexité (3.7) montre que ||X + Y|, = +oo exige

| X][P = 400 ou [[Y]|P = +00, en tout cas, I'inégalité de Minkowski est assurée.

On considere le cas || X +Y||, € (0, +00) et on utilise I'inégalité de Holder avec les exposants
p

conjugués p et q = i

IX+YI; = E[X+YP]<E[X]|X+YP + Y] |X + Y[
< (Xl + IVIIIX + Y P 1)
< (Xl + Yl IIX + Y5

ce qui donne le résultat en simplifiant par || X + Y|, # 0, +o0. O
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Proposition 3.4.1 Si X possede un moment d’ordre q € [1,4+00], pour tout 1 < p <
q, X en posséde un d’ordre p, ie. L>*(Q, F,P) C LP(Q, F,P) C LYQ,F,P). De plus,

Uapplication p — || - ||, est croissante. Puis

li X, = 1| X ||so-
Tim [IX ], = 1]

En fait, il s’agit d’une inclusion topologique (I'inclusion est continue pour la norme L?). En
particulier, noter qu’'une variable aléatoire bornée admet des moments de tous les ordres
(c’est immédiat puisque si | X| < M alors E[| X |?] < E[M?] = M? < 400).

Démonstration : Si X € L(Q, F,P), on applique I'inégalité de Holder avec av = % >1:
E[|X[P] =E[|X]P x 1] < E[|Xp|q/p]p/q X E[lq/(q—p)](q—p)/q = EHXqu/q,

ce qui prouve aussi ||.X||, < ||.X||, et la croissance de la norme LP en p.

Pour la derniére assertion, on voit d’abord que | X| < || X||s ps d’ou || X, < || X||co. Puis
par croissance de p — || - ||P, on déduit que lim, o || X ||, < || X]|co-

Soit ensuite a arbitraire tel que a < || X||o. Alors I'évenement A := {| X| > a} est de proba-
bilié strictement positive. En particulier P(A)Y? = exp(i InP(A)) — 1, lorsque p — +o0.
On a |X[P > aPlyu, d'out || X||, > aP(A)P, donc lim, ., || X|, > a. Comme ceci est va-
lable pour tout a < || X||~, on déduit, avec a 7 || X |0, imy oo [| X, > | X oo, ce qui
donne 1'égalité cherchée. U

Théoréme 3.4.3 (Riesz-Fischer) L’espace (LP(2,F,P),| - |l,) est un espace vectoriel
normé complet, c’est a dire un espace de Banach.

Démonstration : Cf. les Théoréeme 7.3.1 et Corollaire 7.3.1 avec la notion d’uniforme
intégrabilité et la Remarque 7.3.2. U

Remarque 3.4.3 (Dual de L*) Pour p,q conjugués et 1 < p < 400, le dual topolo-
gique de LP(Q, F,P) est LI(Q), F,P). Autrement dit, les formes linéaires continues sur
LP(§2, F,P) sont les variables aléatoires de la forme X € LP(2, F,P) — E[XY] € R pour
Y € L1(Q, F,P). De plus, || X||, = sup (E[XY] : [|Y]|, < 1). Attention, par contre le dual
de L>(Q, F,P) n’est pas L1(Q, F,P).

Comme d’habitude la structure L*(Q, F,P) est la plus riche puisque

Proposition 3.4.2 L’espace L*(Q, F,P) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(X,Y) =E[XY].
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Cette structure hilbertienne est intensivement utilisée pour les calculs gaussiens, cf. Cha-
pitre 9.

Exemple de calcul de moments. Pour X ~ N(0,1), on a (avec des intégrations par
parties) :

2k)!
E[X**] =0, E[X? = —(2,2' :

Noter que tous les moments de la loi N(0,1) sont définis car

too o exp(—x?/2 2 +oo
E[|X|"] = / |x|k% dx = E/o a¥ exp(—2?/2) dv < 4o0.

3.5 Variance, covariance

En plus du moment d’ordre 1, lié a I'espérance, le plus important est le moment d’ordre 2,
lié a la variance.

Définition 3.5.1 (Variance) Si X € L*(Q, F,P), on définit la variance de X par
Var(X) = E[(X — E[X])*]. (3.9)

On définit aussi l’écart-type de X par ox = \/Var(X).

Remarque 3.5.1 L’espérance d’une variable aléatoire donne la valeur moyenne (au sens
probabiliste) de la variable aléatoire. Sa variance (ou son écart-type) mesure la dispersion
des valeurs de la variable aléatoire autour de sa moyenne.

I1 est équivalent de dire que la variance de X est finie et que X admet un moment d’ordre
2 fini ou encore que son écart-type est fini.

Dans les cas discrets et a densité, la variance s’exprime comme une somme ou comime une
intégrale :

e Si X est discréte de domaine S(X) = {z; : ¢ € I}, avec I dénombrable, la loi de X est
Px = > ,c; Pids, et la variance en (3.9) devient

Var(X) =) (2 — E[X])* Px({z:}) = Y _(z; — E[X])* ps.

il i€l

e Si X est une variable aléatoire de densité f alors la loi de X est la mesure de densité f,
Px(dz) = f(z)dz et la variance en (3.9) devient

Var(X) = /R(a: — E[X])*f(z)dx.

Proposition 3.5.1 (Propriétés de la variance)
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1. Var(X) >0

2. Var(X) = [ ] — E[X]? (Formule de Keenig).
3. Var(aX) = a* Var(X).

4. Var( ) Var(X) pour toute constante b € R.
5. Var(

X+
X) =0 ssi X est constante ps (et vaut alors E[X]).
La variance est un opérateur quadratique non linéaire.
Démonstration : e Le premier point est clair.
e On développe Var(X), en notant m = E[X] :
Var(X) =E[(X —m)?] = E[(X*—-2Xm+m?)]
= E[X?] — 2E[Xm] + m?
= E[X?] - 2E[X]m + m®
= E[X?] —2m® + m® = E[X?] - E[X]*.

e Pour les troisieme et quatrieme points :

Var(aX) = E[(aX —E[aX])’] =E[(a(X — E[X]))?] = ’E[(X — E[X]) } = a* Var(X)
Var(X +b) = E[(X+b—E[X +1))?] =E[(X +b—E[X] -b)’] =E[(X — E[X])?] = Var(X).
e Si X = ¢ une constante ps alors E[X] = E[¢] = ¢ et E[X?] = E[¢}] = ¢* si bien que

Var(X) = ¢ — ¢* = 0. Réciproquement, si Var(X) = E[(X — E[X])?] = 0 alors la va-
riable aléatoire (X — E[X])?, positive d’espérance nulle, est elle méme nulle ps, c’est a dire
X = E[X] ps. O

Définition 3.5.2 (Covariance) Soient X,Y deux variables aléatoires avec des variances
finies, on définit la covariance de X et de'Y par

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Remarque 3.5.1 — (X,Y) — Cov(X,Y) est une application bilinéaire.
— Si X ou Y est centrée alors Cov(X,Y) = E[XY].
— Cov(X, X) = Var(X).
— Cov(X,a) = 0 puisque Cov(X,a) = E[(X —E[X])(a—Ela])] = E[(X —E[X])(a—

a)| =0.
)]On a une identité de Koenig pour la covariance : Cov(X,Y) = E[XY|-E[X]E[Y].
En effet,
Cov(X,Y) = E[(X —E[X]))(Y - E[Y))] = E[XY — YE[X] — XE[Y] — E[X|E[Y]]
= E[XY]-E[YE[X]] - E[XE[Y]] + E[X]E[Y]
— E[XY] - E[Y]E[X] — E[X]E[Y] + E[X]E[Y]
— E[XY] - E[X]E[Y] =0
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La variance Var est une forme quadratique sur L?*(§2), d’application bilinéaire associée la
covariance Cov.

Proposition 3.5.2 57 X et Y sont deuz variables aléatoires avec des moments d’ordre 2
alors

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
Démonstration : Il suffit de développer les carrés dans le calcul de la variance par I'identité
de Koenig :

Var(X +Y) = E[(X +Y)?] - (E[X +Y])°

El
= E[X*+2XY +Y?] — (E[X] +E[Y])
E[X 2]+2EXY]+E[Y2] (E[X])? — 2E[X]|E[Y] — (E[Y])?

2

= E[X?] - (E[X])* + E[Y?] - (E[Y])* + 2E[XY] — 2E[X]E[Y]
= Var(X)+Var( ) +2Cov(X,Y).

g

Attention, en général, on n’a pas Var(X+Y') = Var(X)+Var(Y). Prendre par exemple X =
Y. Par contre on verra que c’est vrai si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes,
cf. Proposition 9.2.6.

Proposition 3.5.3 Soient X,Y des variables aléatoires de variances finies. On a

| Cov(X,Y)| < /Var(X) Var(Y).
Démonstration : On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz (Corollaire 3.4.1) :
|Cov(X,Y)| = [E[(X -EX])(Y - E[Y])]]
< EIX ~EXE[Y ~E[Y))?2] = v/Var(X) Var(Y).

g

Définition 3.5.3 (Coefficient de corrélation) Soient X,Y deuz variables aléatoires non
constantes et de variances finies, leur coefficient de corrélation est

Cov(X,Y)
\/Var ) Var( )

p(X,Y) =

Comme X, Y sont non constantes, on a Var(X), Var(Y') # 0. On constate facilement avec
la Proposition 3.5.3 que p(X,Y) € [-1,1].
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Proposition 3.5.4 Sip(X,Y) = %1 alors il y a un lien linéaire entre X etY :Y = aX+b,
pour a,b € R. En plus, st X n’est pas constante, on montre que

~ Cov(X,Y)

= S PV - B

Démonstration : En effet, p(X,Y) = £1 s’il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz de la preuve de la Prop 3.5.3. D’apres la Remarque 3.4.2, dans ce cas il y a une
relation linéaire entre X et Y : (X —E[X]) = —co(Y —E[Y]), ie. X = E[X]+cE[Y]—cY.
Puis,

Cov(X,Y) = Cov(X,aX +b)
= aCov(X, X)+ Cov(X,b)
= aVar(X)+0

car Cov(X,b)

= E[Xb] — E[X]E[b] = 0. On en déduit a. Puis comme Y = aX + b, on a
E[Y] = aE[X] + b,

d’ou vient b aussi. O

Heuristiquement, si p(X,Y’) est proche de 1 ou —1, alors c’est que X et Y prennent des
valeurs « peu » dispersées par rapport a une relation linéaire affine et on pourra supposer
que c’est le cas. On a donc a peu pres Y ~ aX +b. La droite y = ax + b est appelée droite
de régression linéaire.

De plus, si p est proche de 1 alors a > 0 et si p est proche de —1 alors a < 0.

Théoréme 3.5.1 (Inégalité de Tchebychev) Si Var(X) < +o0, on a pour toutt >0 :

Var(X)
2

P(IX - E[X]| > 1) <

Démonstration : Par I'inégalité de Markov (point 5 dans la Proposition 3.2.1), on a

E[| X — E[X]?] < Var(X).

P(IX —E[X]| > t) =P(IX —E[X]P* > #*) < e P2

|

Application : On jette 3600 fois un dé. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions
du 1 soit compris strictement entre 480 et 720.

Notons S le nombre d’apparitions du 1. On peut voir S comme la somme de 3600 variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre p = 1/6 (probabilité d’apparition du 1
au cours d'un lancer). Par un raisonnement classique, S suit une loi B(3600, p). On cherche
icl

/3600
P(480 < S < 720) = Z ( h )pk(l _p)36007k'

k=481
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Ce résultat exact ne peut étre calculé en pratique, méme un ordinateur tres puissant ne
pouvant calculer tous ces coefficients binomiaux pour des chiffres aussi grands.

On peut penser a approximer la loi B(3600,1/6) par P(600) mais il resterait a calculer

719

—00600*
2

k=481
ce qui n’est pas évident non plus sans aide informatique.

On a alors recours a I'inégalité de Tchebychev pour obtenir une majoration de la probabilité
cherchée : notons que E[S] = np = 3600/6 = 600 et Var(X) = npg = 3600 x 5/6 x 1/6 =
500. Remarquons de plus que

480 < § < 720 <= —120 < S — 600 < 120 <= |S — 600| < 120.

D’ou
P(P(480 < S < 720) = = P(]S —600| < 120) =1 —P(|S — 600| > 120)
500
> 1-— >
> 1907 = 0, 95833

Remarque 3.5.2 Les valeurs 480 et 720 sont symétriques par rapport a la moyenne 600
de la variable aléatoire considérée, ce sont 6004 120. Ce n’est pas nécessaire : on peut aussi
appliquer 'inégalité de Tchebychev sur un intervalle non centré autour de l’espérance. Il
suffit pour cela d’utiliser le plus grand intervalle centré sur I’espérance qu’il contient (quitte
a perdre de la précision de la majoration). Ainsi pour minorer P(550 < S < 700), il suffit
de remarquer que

550 < S < 700 — 550 < S < 650 < —50 < S — 600 < 50.
—_——
intervalle centré autour de 600
et
P(550 < S < 700) > P(550 < S < 650) = P(—50 < .S —600 < 50) =P(|S —600| < 50)
500
= 1—-P(|9 =600 >50)>1— — =0,8.
(1S = 600] > 50) > 1 = 25 = 0,

Cas des vecteurs aléatoires

La variance est définie pour les variable aléatoires réelles. Pour les vecteurs, I’équivalent
est la matrice de covariance. Soit X = (X7,...,X,) un vecteur aléatoire a valeurs dans
R? avec un moment d’ordre 2 ie. E[||X|]*] < +oco pour n’importe quel norme de R?
typiquement la norme euclidienne :

E[|X|]*] = E[X{] + - - + E[X{]

ainsi E[|| X||?] < +oo ssi pour tout 1 < i < d, E[X?] < +o00. Par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, les moments joints E[X;X] sont tous bien définis.
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Définition 3.5.4 (Matrice de covariance) La matrice de covariance d’un vecteur X =
(X1,...,Xq) avec un moment d’ordre 2 est la matrice d x d, symétrique :

KX = (COV(XZ', Xj))

1<i,j<d’

Comme [ X||2 = [ X2+ -+ |Xyf2, on a E[|X[[2] = E[|X,[2] +---+E[|X4J?] et le moment
d’ordre deux de X est fini ssi tous le moments d’ordre deux de ses marginales X; le sont.
On peut constater que Ky = E[X X'] —E[X]|E[X]" ot 2" désigne la transposée d'un vecteur
r € R, En fait, Ky est aussi une matrice positive puisque si a = (a1, ...,aq) € R%, on a

atKXa = Z(Kx)maiaj =K (Z Cll(XZ - E[XJ)) Z 0.

ij=1 i=1

matrice ovarian éfini itive si aucune combinaison linéaire des margin

La matrice de covariance est définie positive si aucune combinaison linéaire des marginales
; n’est presque surement constante, ie. si le vecteur n’est pas concentré sur un sous-espace

X; n'est t constante, le vect est ¢

propre de R%. Dans ce cas, cela signifierait que la dimension d n’est pas la bonne dimension

pour étudier X : le vecteur vivrait dans un espace de dimension inférieure.

3.6 Tableau comparatif des formules pour des variables
aléatoires discretes et continues a densité

Lorsque les intégrales et les séries concernées sont absolument convergentes, on a le ta-
bleau comparatif suivant entre le cas général et les déclinaisons discretes et a densité (cas
continu) :

X Cas général Variable discrete Variable a densité f
S(X) quelconque {z; i €I} R ou un borélien
b
Pa<X<h) | foLlug(X(@)dP) S P(X =) [ rwa

Jo L-o02) (X (w))dP(w)

/ Oo F(t) dt

Elg(X) oy 9(X () P(c) ;é@m - ) | stors i
E[X] [ X(@)dPw) S ep(x =) [ istya
EIX? o X (@) dP(w) S ep(x =) | e

Var(X) | (X (o) — EIXIPAE) | Y (i~ LX) ROC= ) | [ (e~ BN ) a

el




Chapitre 4

Fonction caractéristique

Introduction

On a déja vu que la fonction de répartition d'une variable aléatoire X caractérise sa loi
(Théoreme 2.3.2). Autrement dit, dans le cas d’une variable aléatoire X réelle, la donnée
de

FX(t) = E[l]_oo’t](X)}, teR

détermine la loi de X. Mais comme les indicatrices sont des fonctions boréliennes bornées,
la donnée de E[¢(X)] pour toute fonction borélienne bornée ¢ caractérise la loi Px. En
fait, comme par exemple 1j_,, peut étre approchée par

six <t
on(r) =% 14+n(t—z) sit<z<t+1/n
0 siz>t+1/n

il s’ensuit (par convergence dominée) que la donnée de E[¢(X )] pour toute fonction continue
bornée ¢ sur R caractérise Px. Comme on peut aussi approcher les fonctions indicatrices par
des fonctions C*° bornées, la donnée de E[¢(X)] pour toute fonction infiniment dérivable
bornée caractérise encore Px. Dans ce chapitre, on va plus loin encore et on montre qu’il
suffit de ne considérer que deux types de fonction : les sinus et les cosinus. Bien sir, tout
cela est lié a 'analyse de Fourier.

4.1 Définition et premieres propriétés

Définition 4.1.1 (Fonction caractéristique) Soit X : Q — R? un vecteur aléatoire
sur l’espace de probabilité (0, F,P). Sa fonction caractéristique px est définie comme la
fonction de d variables, donc de R? dans C :

px(t) =E[e")] = / P = E
Q

exp (ithX])] (4.1)

73
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ou (t,s) = Z;l:l t;s; désigne le produit scalaire euclidien de R,
Lorsque X est une variable aléatoire réelle, sa fonction caractéristique px(t) = E[e”x]
devient une fonction de R dans C.

Remarque 4.1.1 (Transformée de Fourier)
— pyx est toujours bien définie car |e?X| = 1 est P-intégrable.
— Si X est de densité f, la fonction caractéristique s’écrit

t
2T

ox(t) = / ¢t f(2)dz = F(f)(—).

A quelques notations pres, il s’agit de la transformée de Fourier F(f) de la densité
f de la variable aléatoire X.

— Si X est une variable aléatoire discrete, la fonction caractéristique peut se voir en-
core comme une transformée de Fourier mais il faut alors introduire une transformée
de Fourier par rapport a une mesure discrete.

— De facon générale

ox(t) =E[e"] = / e Py (dx).
Q
La fonction caractéristique ¢ x est donc la transformée de Fourier de la mesure Py,
loi de la variable aléatoire X.

Le résultat suivant justifie que le nom de ces fonctions n’est pas usurpé.
Théoreme 4.1.1 La fonction caractéristique caractérise la loi : px = @y ssi Py = Py.

La justification vient du résultat d’inversion des transformées de Fourier. Comme | x (¢)| <
E[|e?X|] = 1, px est bornée donc intégrable par rapport a P. En interprétant oy (t) comme
la transformée de Fourier de la loi Py, le théoreme d’inversion des transformées de Fourier
s’applique et donne

Px = f(SOX)~
Si ox = @y, on en déduit donc I’égalité des lois Px = Py.

On en donne maintenant une preuve complete :
Démonstration : On suppose toujours que X et Y sont deux variables aléatoires réelles.
Par un calcul direct (ou alors utiliser le calcul de la fonction caractéristique de la loi de

Laplace), on a
1 1 2\

e oAl dy = + = . 4.2
/R A—iy Aty A2 4P (4.2)
Soit f € C°(R,R) (fonction continue & support compact). Par convergence dominée et
comme [ 1+%du = 27, on a facilement :

2
1+ u?

27 1) =l [ =20 (4.3)
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2

- P{% : f(s)wy (en posant s =y — \u) (4.4)
: 2\

Comme de plus | [, f(s) ds| < 27r|| f ||C>o7 par convergence dominée, on a alors encore

E[f(X)] = /f(y)IP’x(dy) :/ (K%ﬁ/f JEEN -y ds) Px (dy)
(avec y — s & la place de y dans (4.5)) (4.6)
_ ;1{%% / / T (g Bx(d) (convergence domine)
= ;%%//f / =)zl g2 ds Px(dy) (avec (4.2))
= ;1{‘% o /R ( /R ( /R WPy (d;,)) e”'emdx) f(s)ds (par Fubini)
= limor [ [ ext@e e dap(s)as (4.7)

ou dans 'avant derniere égalité on a utilisé le théoreme de Fubini en notant que

/R/R/R|eiyme—/\wle—isxf(s)ﬂPX(dy)ds = ///|f(3)|€_>\mlpx(dy)d$ds
B

avec f € C%(R,R) et A > 0. Le terme de droite de (4.7) ne dépend que de f et de px. Si
vx = gy alors E[f(X)] = E[f(Y)] pour toute fonctlon f continue & support compact.
Comme pour —oo < a < b < +o00, 'indicatrice 1j,; s’approxime par une suite f, de
fonctions continues a support compact (on peut choisir la suite f,, bornée par exemple par
2), I'égalité s'étend par passage a la limite a

Px(l0,b]) = E[lon(X)]=E| lim fo(X)]

= lirf E[f.(X)] (convergence dominée)
n—-+0oo

= E[ lim fn(Y)] (convergence dominée)
— E[1uy(Y)) = Py((a,b)). (43)

Par convergence monotone des probabilités, on étend encore (4.8) aux intervalles —oo <
a < b < +o0. Finalement, par un argument de classe monotone, comme {[a, b], —c0 < a <
b < 400} engendre B(R), I'égalité s'étend a tout B(R), ie. Px = Py (Théoreme 1.3.2 de
Dynkin). Donc ¢x caractérise bien la loi Py. Ul
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4.2 Propriétés et exemples

Proposition 4.2.1 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R%. Alors sa fonction ca-
ractéristique vérifie :
) lex <1
i) ox(—t) = ¢x(t).
iii) ox(0) = 1.
i) px est uniformément continue.

v) @x est de type positif, ie.
Vn e N*, Vi,....t, € R Vz, ..., 2, € C, Z@X t;)zz; > 0.
7,k=1

Démonstration : i),ii), iii) sont faciles. Pour prouver iv), on calcule pour ¢, h € RY,
px(t+h) —px(t) = E[eM0 — Y]
- E |:ei(t,X>€%(h,X> (eg<h,x> _ ef%(h,X))}

= E [ei<t’X>eé<h’X>2i sin (—<h’X>>} )
2

lox(t+h) —ex(t)] <E {2 sn@ﬂ <E[(|n] |X]) A2].

car |sin(x)| < |z| A 1. Par convergence dominée, le majorant ci-dessus tend vers 0 quand
h — 0, et ce indépendamment de t, ce qui garantit I'uniforme continuité.

< ei(tk,X)Zk Z ei(—tj,X>2j>]
k=1 7j=1
= ]E (Z €i<tk’X>Zk> (Z €i<tj7X>Zj> = E

Pour v), on a

n

Z §0X<tk — tj)ZkEj = Z E[e“t’“_tﬂ"xqzkéj =E

J,k=1 j,k=1

VoY

3

k=1 j=1

En fait les propriétés de la Proposition 4.2.1 caractérisent les fonctions caractéristiques :

Théoréme 4.2.1 (Bochner-Herglotz) Soit ¢ : R — C une fonction continue en 0 et
telle que p(0) = 1. On suppose que @ est de type positif, ie.

Vn > 1,Vz, ..., 20 E RV, ... b, €R, Z (t; — tr)zZk > 0.
7,k=1

Alors ¢ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire sur R.
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Ce résultat peut étre admis en premiere lecture. Sa preuve utilise le Théoreme de Lévy sur
la convergence des fonctions caractéristiques (Théoreme 7.4.4, Chap. 7) et le Lemme de
Herglotz qui utilise lui méme la notion de convergence en loi (Chap. 7) et les Théoremes
4.2.2 de Helly et 4.2.3 de Helly-Bray.

Théoréeme 4.2.2 (Helly) Soit (f,)n>1 une suite de fonctions croissantes de R — [—1,1]
alors (fn)n>1 admet une sous-suite convergeant simplement vers sur R.

Théoréme 4.2.3 (Helly-Bray) Soit (F,,),>1 une suite de fonction de répartition. Il existe
alors une fonction croissante F' continue a droite et d valeurs dans [0, 1] et une sous-suite
(Fn, )k>1 de (F)n>1 telle qu’en tout point de continuité de x de F

lim F,, ()= F(x).

k——+o0

On commence par le lemme suivant :

Lemme 4.2.1 (Herglotz) Soit {0(s) : s = 0,+1,+2,...} une suite de complezes véri-
fiants 6(0) = 1 et pour tout entier N > 1 et tout z,...,2y € C, on a

Alors il existe une loi G concentrée sur [—m, | telle qu’on ait la réprésentation intégrale
suivante de 6 : -

0(s) = / e dG(r), s=0,4£1,%2,....
Démonstration : En appliquant 'hypothese du lemme & z; = e7%*, j =0,1,2,..., N —1,
pour tout N > 1letxr€Rona:

2
2

—1N-1
1 —i(j—=k)xp( ;
gu(@) = 0 SR — k)
j= 0

J

= _XN: (1 — %)eime(r) >0 (4.9)

o
B
Il

en réindexant par r = j —k € [-N +1,N — 1] car il y a N — |r| termes d’indice r dans
Z;Y:_Ol V! Soit s entier dans [~ N, N], en multipliant (4.9) par ¢*** et en intégrant contre
la mesure de Lebesgue sur [—m, 7|, on obtient

/7r gy (r) = 27r<1 - |%)9(5)

—T
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On définit la fonction suivante :

0 pour x < —m
Gy(z) =X 5 " gn(y)dy pour —m <z <m
1 pour x > T.

Alors

(1 - %)9(3) - /ﬂ ¢t dGy(x), —N <s<N.

—Tr

En particulier [* dGy(x) = 0(0) = 1 et la fonction G est donc une fonction de distri-
bution concentrée sur [—m, 7]. La suite (G,),>1 est une suite de fonctions uniformément
bornées, croissantes, continues a droite. D’apres le Théoreme de Helly (Th. 4.2.2), on peut
extraire (Ng)g>1 de fagon que (G, )g>1 converge en loi vers une fonction de distribution G
bornée croissante continue a droite sur R.

Comme pour tout ¢ > 0, on a Gy(—7m —¢) = 0 et Gy(m + ) =, on en déduit par la
convergence précédente que G(—m — ) = 0 et G(w + ) = 1. Ainsi, G est une fonction de
distribution concentrée sur [—7, 7]. De plus comme

T

( —%>9(s):/ e dG n, ()

en passant a la limite avec le Théoreme de Helly-Bray (Th. 4.2.3), on a
0(s) = / e dG(x), s=0,%£1,42,...

ce qui prouve le Lemme de Herglotz. [l

On revient a la preuve du Théoreme 4.2.1 (Th. Bochner-Herglotz).
Démonstration : Par hypothese, pour tout n > 1, la suite p(s/n
satisfait les conditions du lemme. Il existe donc G,, concentrée sur [—

), s = 0,41, 42, ...
m, 7] tel que

o( )=/ e dG, (), s=0,+1,+2,...

s
n —T

On note F,(z) = G,(z/n), z € R, la distribution concentrée sur [—nm, n7] et ¢, sa fonction
caractéristique. Par changement de variables, on a :

on(t) = / " R (1) = / " i (y)

—nm —T

c’est a dire s

P(C) =wa(2), s=0.£1,%2,...
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Soit t € R et n > 1 alors il existe un entier k = k(n,t) tel que 0 <t — (k/n) < 1/n. Avec

0=t— (k/n), on a
w(0+3) -~ (3]

k
son(t)—son< )’ =
— ‘/ eix(‘g*ﬁ)an(a:)—/ e dF, (z)

n
nmw
—-nm

n
s

< / €% — 1|dF, (z)

—nm

nm 1/2
< ( / |0 — 1|2an(:c)> (par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)

_ (2 / . (1- cos(@x))an(a:))l/2 .

x
1—cos(9:1:)§1—c0s(—) pour0§9<%et —nr <z <nm.
n

Mais on a

Ainsi

IN

k
lim -
n—-+4o0o n

on(t) — QDn(

)| =o.

Finalement,
= (wn(t) - %(%)) +o(>)

— 04 ¢(t) = ¢(t), n— 4o0.

en®) = (onl0 = 0n(5)) +n(

On a exprimé ¢ comme la limite simple de fonctions caractéristiques. D’apres le Théoreme
7.4.4 (Th. de Lévy), ¢ est une fonction caractéristique, ce qui acheve la preuve du Théo-
reme 4.2.1. O
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Exemples

e Pour des variables aléatoires discretes X de domaine S(X) =

80

{zp : k € I} avec I

dénombrable et de probabilités ponctuelles p, = P(X = x) en oy, k € I, on a

px(t) =E[e"™] =) " epy.
kel
Variables Domaine Probabilités Fonction
S(X) ponctuelles p; | caractéristique px

Loi Dirac 4, {a} 1 et

Loi de Bernoulli b(p) {0,1} 1—p,p 1 —p+ pe't

Loi binomiale B(n, p) || {0,...,n} | (})p"(1 —p)"* (1 —p+ pet)r

Loi géométrique G(p) | N\ {0} (1—p)*1p | (pe/(1 - (1 —p)e?)

Loi de Poisson P(«) N e*“‘;‘g—]; el =)
e Pour des variables & densité : si X est de densité f alors px(t) = [, €™ f(x)dx
Variables Densité f Intervalle Fonction

caractéristique @ x

Loi normale standard \/%e_xQ/Q —00 < T < 400 e /2
Loi normale N (m, o?) \/2;?6_@_771)2/(202) —00 < x < +00 gimi—o’t*/2
Loi uniforme U([0, 1]) 1 0<z<1 eﬂ;t_l
Loi exponentielle £(\) e A 0<z< 400 A:\it
Loi gamma y(p, \) 0<z< 400 (A_Zt P
Loi de Cauchy C(a) ) —00 < T < 400 el

Proposition 4.2.2 Soit X ~ N (m,c?). Alors sa fonction caractéristique est

ox(t) =exp (z’mt — 02t2/2),

Démonstration : On sait que X a méme loi que 0 Xy + m ou Xy

méme fonction caractéristique :

Ox (t) PoXo+m (t)

[ ito Xo ztm}

—F [eit(UX0+m)}

90X0 tO‘)

11 suffit donc de montrer que @y, (t) = e /2. Or

extt) = [ e

; .2 dx
itz ,— /2

V2r

~ N(0,1), elle a aussi
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/+°° . ( x? — 2itx) dx
pr— X —
oo P 2 V2
+o00 a2 ()2
_ / exp (_ (x —it)* — (it) ) dx
oo 2 V2
+oo (x — z't)Q) 2y dx
= NP ) 2
/OO exp( 5 e o
+0o0 +)2
Iy (z—it) > dx
e /_Oo exp( 5 o

42
o—t2/2

car avec le changement de variable (complexe) y =« —it, on a :

/+oo . ($ _ it)2 dx +o0 . y2 dy
X — e X _— _— =
oo P 2 V2 oo P 2 ) \2om

Une autre preuve consiste a voir que ¢y, est solution de ’équation différentielle

{y’(t)+ty(t) = 0
y(0) =1

ce qui exige @x,(t) = exp(—t%/2). O

Il existe plusieurs formules dites d’inversion permettant d’obtenir effectivement la loi a
partir de la fonction caractéristique. En voici une possible :

Théoréme 4.2.4 (Inversion de Fourier) Soit ¢ une fonction caractéristique intégrable
par rapport o la mesure de Lebesque sur RE. Alors ¢ est la fonction caractéristique d’un
vecteur aléatoire X admettant la densité continue bornée donnée par :

) = (271r)d /R () dr, xR

Démonstration : Nous utilisons dans cette preuve les idées de celle de la caractérisation
de la loi par la fonction caractéristique, ie. du Théoreme 4.1.1. Pour simplifier nous allons
supposer encore une fois que d = 1. L’expression (4.7) pour g € C%(R,R) s’écrit :

E[g(X)] = — lim / / Je st e Ml gy dis

27 A\0

_ k()@ﬂ/f@“()dw)d

par convergence dominée (et Fubini) car

lg(s)p(a)e " Pe | < |g(s)] p(x)] € L' (dx @ ds)
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la fonction g étant bornée a support compact et ¢ intégrable. Nécessairement, la fonction

16) = 5 [ pla) da

doit étre la densité de X car la donnée de E[g(X)] pour g continue a support compact
caractérise la loi de X, cf. la discussion en introduction de ce chapitre. U

Remarque 4.2.1 Nous verrons dans les chapitres suivants que la fonction caractéristique
est bien adaptée pour
— étudier I'indépendance de variables aléatoires, cf. Théoreme 5.2.1;
— étudier la convergence en loi de variables aléatoires, c¢f. Théoreme 7.4.3 et le
Théoreme de Lévy.

4.3 Reégularité de la fonction caractéristique

Proposition 4.3.1 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique px.

i) Si X admet un moment d’ordre k € N* alors px est k fois dérivable, de dérivée l-éme
(I<k)
gpgl() (t) =4i'E [Xleitx} .

En particulier, 0¥ (0) = i'E[X"].
ii) S1 px est k fois dérivable en 0, k € N*, alors X admet des moments d’ordres plus

petits ou égaux a 2|k/2| (ie. au plus grand entier pair inférieur a k).

Démonstration : La premiere partie vient du théoreme de convergence dominée avec la
borne (vérifiée par récurrence)

gu_qfw @) )
1! (n—1! = nl
Réciproquement si px est k fois dérivable en 0, k& € N*, comme || - ||, est une fonction

croissante de p (Prop. 3.4.1), il suffit de voir I'existence des moments d’ordres pairs inférieurs
a 2[k/2] pour assurer celle de tous les moments d’ordres inférieurs a 2[k/2]. On suppose
montrée l'existence du moment d’ordre 2r, r < [k/2]. La premiere partie donne alors
©P(t) = (=1)"E[X?eX]. C'est vrai pour r = 0, ce qui initialise la récurrence. On a alors

2r 2r r
(2r+2)(0) ~ lim 90& )(Qh) — 290& )(0) + Spg? )(—Qh)
Px h0 4h?

2ihX _ 9 | o—2hX

(formule de Taylor a 'ordre 2)

— lim(-1)E |

ho0 e X2 (hypothese de récurrence)
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ethX _ p—ihX 2
XQT
()

e (]

Finalement, le lemme de Fatou donne

- e

— i _1\r+1
- TR

. 2 . 2
2r42]  _ : ort ( Sin(hX) _ B orp2 ( Sin(hX)
BT = B (X (M5 ) )] == e (2 (M
in(hX) 2
< Timi aryo [ Sin( (1YL (2r+2)
< hgln_}(r)le X (—hX (=) (0) < +o0
ce qui établit la récurrence et prouve la Proposition 4.3.1. [l

Conséquence : La régularité de la fonction caractéristique px est liée a 'intégrabilité de
la variable aléatoire X. En particulier,

— @x(t) est définie pour tout ¢t € R.

~— Si X a un moment d’ordre 1, alors ¢y est dérivable (et méme C') avec

P (t) = iE[X "],

En particulier : iE[X] = ¢y (0).
— Si X a un moment d’ordre 2, alors ¢x est dérivable (et méme C?) avec

P (t) = —E[X?e"].
En particulier : E[X?] = —¢/s(0) et Var(X) = —¢%(0) + ¢ (0)%.

4.4 Autres transformées caractéristiques

D’autres fonctions que la fonction caractéristique caractérisent la loi d’une variable
aléatoire X. Lorsque X est a valeurs entieres, on utilise la fonction génératrice des moments
My . Lorsque X > 0, on utilise la transformée de Laplace ¢x. Ces fonctions partageront
le méme type de propriété vis a vis de 'indépendance que la fonction caractéristique, cf.
Propositions 4.4.2 et 4.4.4.

4.4.1 Fonction génératrice

On consideére une variable X entiere S(X) C N et pp = P(X = k).

Définition 4.4.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres. La fonction génératrice

de X est
Mx(t) =E[t*] =) mt".

k>0
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Comme ), opr = 1, la fonction Mx est bien définie et elle est continue sur [0,1]. On
Iappelle aussi la fonction génératrice des probabilités pour la distinguer de la fonction
génératrice des moments (cf. transformée de Laplace).

Proposition 4.4.1 La fonction génératrice est C*° sur [0, 1] et dérivable a l'ordre p en 1
ssi BE[XP] < +o00. De plus, les dérivées successives en 0 permettent de retrowver la loi de
X

M (0) = Klpy.

Cela explique la terminologie "fonction génératrice des probabilités”.
Démonstration : La preuve vient de ce que My est une série entiere de rayon de conver-
gence R =1 : les dérivées de My se calculent termes a termes. O

Exemples. Des calculs simples donnent :

— st X ~b(p) : Mx(t) = (1 —p) +pt;

— si X ~ B(n,p) : Mx(t) = (1 —p+ pt)";

— Sing(p):MX:#t_W;

— 81 X ~P(N) : Mx(t) =exp(A(t —1)).
Pour les vecteurs aléatoires & valeurs dans N¢, on définit aussi une notion de fonction
génératrice :

Mxy, . x) (oo ta) = B[22,

La fonction génératrice se comporte bien vis a vis de I'indépendance :

Proposition 4.4.2 (Fonction génératrice et indépendance) Soient X,Y deuz variables
aléatoires entieres.

1. 851 X LY alors Mx+y(t) = Mx(t)My(t)
2. X 1LY ssi M(X,y)(S,t) = Mx(S)My(t)

4.4.2 Transformée de Laplace

Définition 4.4.2 (Transformée de Laplace) Soit X un vecteur aléatoire sur (Q0, F,P)
a valeurs dans R:. On appelle transformée de Laplace de X (ou fonction génératrice des
moments de X ), et on note

ox(t) = E[exp({t, X))]
la fonction définie pour les valeurs de t € RY pour lesquelles exp((t, X)) est intégrable.

En particulier, noter que si E[e*] < 400 alors tous les moments de X sont finis. On peut
alors les déterminer par convergence dominée :

mﬁi&(z&) =E[Xi, ... X, exp({t, X))]

ip - - - Olg,
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Dou E [Xl-l . Xz-p} = 8%?’%%%(0), ce qui explique la terminologie "fonction génératrice des

moments” pour la transformée de Laplace.

Remarque 4.4.1 La transformée de Laplace, si elle est finie sur un voisinage de 0, carac-
térise la loi, tout comme la transformée de Fourier.

Pour une variable aléatoire réelle, on spécialise les résultats :

Proposition 4.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle telle que exp(tX) est intégrable
pourt dans un intervalle contenant 0. Alors la transformée de Laplace ¢x est définie sur un
intervalle contenant 0. De plus elle est analytique sur un voisinage de 0 et sur ce voisinage
on a

ox(t)= Y S EIX"]

n>0

pour tout t dans ce voisinage. En particulier,
n(X) = E[X"] = 6(0).
La tansformée de Laplace se comporte bien vis a vis de I'indépendance :

Proposition 4.4.4 (Tranformée de Laplace et indépendance) Soient XY deuz va-
riables aléatoires.

1. 81 X LY alors ¢X+y(t) = ¢X(t)¢y(t)
2. X LY sst gxy)(s,t) = dx(s)py(t).

Si X est une variable aléatoire positive alors on définit la transformée de Laplace par
E[exp(—tX )] qui est alors définie pour tout ¢ > 0.



Chapitre 5

Indépendance

Il s’agit d’une notion fondamentale en probabilité. Dans ce chapitre, on la définit et on
donne différents criteres d’indépendance puis on explore quelques conséquences de 1'indé-
pendance. On note (€2, F,P) un espace de probabilité.

5.1 Concept d’indépendance

Définition 5.1.1 (Indépendance d’événements)
— Deux événements A, B € F d’un espace de probabilité (0, F,P) sont indépendants
i

P(AN B) = P(A)P(B).

On note A IL B.
— Une famille quelconque d’événements observables A;, i € I est dite (mutuelle-
ment) indépendante si pour toute sous-famille A;,, ..., A;, aveciy € I, on a

P(A;, NN A;,) =P(A4;) x - x P(A;).

ip

Remarque 5.1.1
— En particulier, A et B incompatibles ne peuvent pas étre indépendants a moins
que I'un des deux ne soit de probabilité nulle. Sinon P(A N B) = P()) = 0, tandis
que P(A)P(B) > 0. Il ne faut donc pas confondre les deux notions.
— 11 ne faut pas confondre I'indépendance mutuelle de A4, ..., A, avec I'indépen-
dance deux a deux.

La notion d’indépendance se généralise aux tribus de la facon suivante :

Définition 5.1.2 (Indépendance de familles, de tribus)

86
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— Deux familles de parties mesurables My et My sur un méme espace (2, F,P)
sont indépendantes si pour tout A € My et B € My on a

P(AN B) = P(A)P(B).

En particulier, on définit de cette facon l'indépendance de deux tribus Gy, Go. On
note alors Gy L G,.

— Une famille quelconque de tribus (F;);e;r est dite indépendante si pour tous A; €
Fi, i €1, la famille d’événements (A;)icr est (mutuellement) indépendante.

On rappelle la Proposition 1.3.2 du Chapitre 1 di au théoreme de classe monotone (Th.
1.3.1) :

Proposition 5.1.1 Soient A; et Ay deux familles d’ensembles stables par intersection finie
(deuzx algebres ou m-systémes) indépendantes dans (0, F,P). Alors les tribus engendrées
o(Ay) et o(As) sont indépendantes.

Démonstration : Soit A; € A;. Considérons la famille
Ml = {AQ € U(AQ) . ]P(Al N Ag) = ]P)(Al)]P)(Ag)}

des évenements indépendants de A;. Il s’agit d'une classe monotone qui contient, par
hypothese, As. Elle contient donc la classe monotone engendrée par As, qui coincide par
le théoreme de classe monotone (Th. 1.3.1) avec o(Az). Soit maintenant A, € o(Ay).
Considérons la famille

M2 = {Al € 0'(./41) : P(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)}

des évenements indépendants de As. Il s’agit encore d'une classe monotone qui, d’apres
la premiere partie, contient A; et d’apres ce qui précede o(A;). On a donc o(A;) L A,.
Comme Ay € Aj est quelconque, on a o(A;p) 1L o(Ay). O

Plus généralement, on a :

Proposition 5.1.2 Soient (C;);er des w-systémes (stables par intersection finie). Alors les
(Cy)ier sont indépendants ssi (o(C;))ier le sont.
Il suffit donc de vérifier I'indépendance des tribus sur des m-systemes qui les engendrent.

Démonstration : Le sens réciproque est immédiat. Pour le sens direct, on montre que
toute sous-famille finie o(Cj,) ..., 0(C;,) est indépendante. Soit A;, € C;, pour 1 <k < p.
On considere la famille

M= {4 €a(Cy) (P(A;, N A, NN A,) =P(A)P(Ay) . P(A;,) .
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I s’agit d’une classe monotone qui contient, par hypothese, C;,. Elle contient donc la classe
monotone engendrée par C;,, qui coincide par le théoréme de classe monotone (Th. 1.3.1)
avec o(Cy;). On a donc pour tout A;, € o(Cj,) et Ay, € Cyy, ... A € Cy

P(A;, NA, N---NA;) =P(A;)P(A;,) ... P(A;,). (5.1)
On fixe maintenant A;, € o(C;,) et A;, € C;, pour 2 < k < p. On considere la famille
Mg = {Al2 - J<Ci2) . IP)(A“ N Aig n---N Azp) = ]P)(A“)]P)(Am) Ce ]P)(Azp)}

Il s’agit encore d’une classe monotone qui contient, d’apres ce qui précede, C;,. Par le
théoreme des classes monotones, My = o(C;,) et (5.1) est valable maintenant pour A;, €
o(Ciy), Ay, € 0(Cyy) et Ay € Cyy,..., A, € C;,. En continuant ce procédé par récur-
rence, on montre alors que (5.1) est valable pour A;, € o(C;), A, € o(Cy,), A, €
0(Ciy), ..., A, € 0(C,), ce qui est le résultat souhaité. O

Théoréeme 5.1.1 (Coalitions) Soient (F;);cr des sous tribus de F. On suppose que les F;
sont indépendantes. Soit [ = UaeA I, une partition de l’ensemble d’indexation I (I,NI, =
0) et G, =0 (Uiela ]-"Z-). Alors les tribus (Ga)aea sont indépendantes.

Heuristiquement, le théoreme des coalitions explique qu’en réunissant des tribus indépen-
dantes, on construit de nouvelles tribus indépendantes.

Démonstration : Soit C, = {B € F tel que 3J fini C 1,,3A; € F;,i € J,B =)
Comme pour ¢ € I,, on a F; C C, alors Uiela Fi; € C, C G,. On observe que

— Les (Cq)qe sont stables par intersection finie : si B € C, et B’ € Cq alors B = (), ; 4;
et B' = ;e Al pour J, J' finis dans I,. Alors BN B' = (N;c; Ai) N (Nicy 4)) =
Nicsoy A7 o0 Al = A;siie Jet A = Ajsiie J'.

— Les (Cy)aea sont clairement indépendants car B € C, s’écrit comme une intersec-
tion finie d’évenements de F;, ¢ € I, pour laquelle on peut utiliser la propriété
d’indépendance. Ce sont des 7-systemes.

Par la Proposition 5.1.2 (conséquence du Théoreme des classes monotones ), I'indépen-
dance est encore vraie pour les tribus engendrées o(C,) = G,. O

A}

icJ

Pour I'indépendance des variables aléatoires, on commence par rappeller qu’on associe a
chaque variable aléatoire X sa tribu engendrée

o(X) = {X(A): A€ B[R)}

Il s’agit de la plus petite tribu sur € rendant 'application X : Q@ — (R, B(R)) mesurable,
cf. Définition 1.1.4. Heuristiquement, la tribu o(X) est la tribu qui contient toutes les
informations liées a la variable aléatoire X.

Définition 5.1.3 (Indépendance de variables aléatoires)
— Deuz variables aléatoires X et'Y sont indépendantes ssi leur tribu engendrée sont
indépendantes. On note toujours X LY.
— Toute suite (X;);c; de variables aléatoires est indépendante ssi leur tribu associée
sont indépendantes.
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5.2 Criteres et exemples

Par définition des tribus engendrées par les variables aléatoires, il est immédiat de voir que
des criteres plus concrets d’indépendance sont :

Proposition 5.2.1 (Indépendance de variables aléatoires)

e Indépendance de deux variables aléatoires. Deux variables aléatoires X, Y sont
dites indépendantes si pour A, B € B(R), mesurables de R, les événements {X € A},
{Y € B} sont indépendants :

P(X €AY e B)=P(X € A) xP(Y € B).

e Indépendance d’une famille finie de variables aléatoires. Les m wvariables aléa-
toires Xy, ..., X, sont dites (mutuellement) indépendantes si pour tout boréliens Ay, . .., Ay,
les événements { X1 € Ar}, ..., {Xm € A} sont mutuellement indépendants :

P(X; € Ay,...,. X €A, =P(X; € 4))...P(X,, € A4,).

e Indépendance d’une suite de variables aléatoires. Une suite (X;);en de variables
aléatoires est dite indépendante si toute sous-suite finie de (X;)ien, la propriété précédente
est vraie.

On a d’autres criteres pour I'indépendance des variables aléatoires. Ils portent sur la struc-
ture de la loi du vecteur associé, considérée comme mesure dans 'espace produit R™ (cf.
la Définition 3.1.1).

Proposition 5.2.2 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X4) est a composantes indépen-
dantes ssi sa loi Px est la loi produit (de ses lois marginales) :

Py =Py, ®--- ®Py,. (5.2)
Démonstration : Sens direct : soit B = B} x --- x By pavé de B(R?), alors

Pix,.. x)(B) = P((Xi,...,X4) € By X -~ x By)
= P(X,€B,,...,X,€ By) =P(X, € B))...P(X, € By)
= Px,(B)) x - xPx,(Byg) = (Px, ® --- @ Px,)(By X --- X By)
= (Px, ®---®Pyx,)(B).

Comme I'ensemble P des pavés B = B; X --- x By engendre B(R)®? = B(R?), comme P
est stable par intersections finies puis comme P(x, . x,) et Px, ® --- ® Px, coincident sur
P alors ces mesures coincident sur B(R?) d’apres le Théoreme 1.3.2 (Th. de Dynkin).

Sens indirect : pour la réciproque, prendre B un pavé et remonter les étapes. O
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Corollaire 5.2.1 Les variables aléatoires X1,..., Xy sont indépendantes ssi pour tout
T1y...,Xg, ON G

]P’(Xlgxl,...,Xded):P(Xlle)><--~><P(Xn§xd).

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec la famille D d’ensembles B =
| — 00, 1] X -+ X] — 00, x4). Comme cette famille D est stable par intersections finies (ie.
il s’agit d'un m-systéme) et engendre la tribu B(R?), le Théoréme 1.3.2 (Th. de Dynkin)
s’applique encore et conclut. Il

Remarque 5.2.1 Dans les cas discret et a densité, on peut préciser les criteres d’indépen-
dances :
— Les variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes si et seulement si

En effet, si X 1L Y alors le choix A = {x;} et B = {y,} donne (5.3). Réciproquement
si (5.3) est vraie alors pour tout A, B € B(R), on a

P(X€AYEB) = > P(X=z,Y =y;) =Y PX=z)PY =y,)

;€A T, €A
ijB ijB

= (Z P(X = xi)> Z PY =y;) | =P(X € A)P(Y € B).
T, €A y;€B

— Les variables aléatoires X, Y de densités respectives f et g sont indépendantes si
et seulement si le couple (X, Y') est de densité

f@g: R =R, (z,y)— f(z)g(y) (5.4)

ie. on peut factoriser la densité f(z,y) en deux facteurs I'un en z, 'autre en y. En
effet si (5.4) est vraie alors pour A, B € B(R), on a

P(X €AY €eB) = Pxy)(AxB)= f(x)g(y)dzdy
AXB

_ ( /A f(m)d:p) ( /B g(y)dy) (Th. Fubini-Tonelli)

= P(X € AP(Y € B).

Réciproquement si X I Y alors de la méme fagon on a

Pxy)(Ax B) = - f(x)g(y)dzdy = p(A x B)
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ol yu est la mesure sur B(R?) donnée par u(C) = [, f(x)g(y)dzdy, ie. p est la
mesure de densité f(x)g(y). On a alors P(x yy et p qui coincident sur la famille P des
produits de mesurables A x B, A, B € B(R). Comme P est stable par intersections
finies et o(P) = B(R?), on a Pxy) = p, c’est a dire (X,Y) admet pour densité
f(z)g(y) (Théoreme 1.3.2 de Dynkin).

Remarque 5.2.2 Une conséquence importante : si on connait les lois de X et Y, des
variables supposées indépendantes, on peut reconstruire la loi du couple (X, Y") a partir
des marginales par (5.2) (dans le cas discret par (5.3) et dans le cas a densité par (5.4)).
Rappelons encore que ce n’est pas vrai en général quand X et Y ne sont pas indépendantes.

Dans les deux exemples de la page 34, X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple
pour le premier :

P(X=2Y=2)=0,2, tandisque P(X =2)xP(Y =2)=0,4%x0,25=0,]1.
et pour le second :
P(X=3Y=5)=0, tandisque P(X =3)xP(Y =5)=0,3x0,2=0,06.

Exemples : « On donne le tableau de la loi d'un couple (X, Y") en donnant les probabilités
ponctuelles P(X = z;,Y = y;) :

X \ Y| n Y2 Ys
T 0,1210,08 (0,20 0,4
T 0,1810,1210,301 0,6

0,310,205 =1

On vérifie ici que X et Y sont indépendantes car pour tout ¢ = 1,2 et j =1,2,3, on a

e Considérons le couple (X,Y") de loi donnée par la densité fix,y)(2,y) = $1j0.1x 1,2 (2, Y).
On a vu que X et Y avaient pour densité fx(z) = Lpqj(z) et fy(y) = 31-12(y). On a
alors ) )
f(X,Y)(%y) = 51[0,1]x[—1,2}($7y) = 1[0,1](@ X gl[—l,z](y) = fx(@) fr (y).
Les variables X et Y sont donc indépendantes.
2242z y2
e Soit (X, Y) le couple aléatoire de loi donnée par la densité fixyy(z,y) = %e’ g

On a vu que les densités marginales sont

fx<x>=¢%7/2@—“s’5, frly) = —m—e
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On a alors

1 _@ 1 _ﬁ 1 _z2+21y+5y2
T = ———¢ 30 X e 6 —e 6 = ).
fx () fy(y) o7 7 i Joxw (@,y)

Dans ce cas, X et Y ne sont pas indépendantes.

Proposition 5.2.3 Soient X;, i € I, des variables aléatoires. Elles sont (mutuellement)
indépendantes ssi pour toute famille finie J C I et toutes fonctions boréliennes h; : R — C
telles que h;(X;) € L pour tout j € J, on a

E

11 hj(Xj)] = [JE[n(X))]. (5.5)

Jj€J jeJ

Démonstration : e Dans le sens direct, on utilise le théoreme de transfert, I'indépendance
et Fubini. Supposons que J est fini et (pour simplifier les notations) égale a {1,...,n} :

= /th(:ﬁj) HdIP’Xj(dxj) (indépendance : Prop. 5.2.2)
j=1

= /H (hj(z;)dPx, (dxj)) = H/h(xj)d]P)Xj(dxj) (théoreme de Fubini)

= HE[hj (X;)] (théoréme de transfert).

jed
e La réciproque s’obtient en écrivant (5.5) pour hj = 14,, j € J. O
Corollaire 5.2.2 Soient X,..., X, des variables aléatoires réelles (ou vecteurs aléa-

toires) indépendantes avec des moments d’ordre 1 fini, alors on a :
E[X;...X,] =E[Xy]...E[X,].

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec les fonctions h;(z) = . Il

La réciproque est fausse : soient X; de loi uniforme sur [—1,1] et X, = X7, on a
E[X, X,] = E[X}] = f_ll r3dry = 0 et E[X;] = 0 si bien qu'on a E[X; X5] = 0 = E[X;|E[X})]
mais X; et X, ne sont pas indépendantes car par exemple

P(X; €[0,1/2], X, € [0,1/4]) =1/4, P(X; €[0,1/2]) x P(X, € [0,1/4]) = 1/8.

On a aussi :
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Proposition 5.2.4 Si deuz variables aléatoires X et'Y sont indépendantes alors

px+v(t) = ox () ey (t).

Plus généralement, pour n variables aléatoires X, ..., X, (mutuellement) indépendantes
on a

Oxytax, (1) = ox, (1) - px, (1)

Démonstration : Appliquer le résultat précédent avec les fonctions h;(z) = €. On a
90X+Y<t> _ E[eit(X+Y)] _ E[ez‘tXez‘tY] _ E[eitX]E[eitY]

d’apres la Proposition 5.2.3. La généralisation au cas de n variables est immédiate. O

En fait, on a aussi un critere d’indépendance de deux variables aléatoires X,Y en terme
de fonction caractéristique :

Théoreme 5.2.1 Deux variables aléatoires X etY sont indépendantes ssi pour toutt,s € R
Py (L, s) = ox(t)ey(s).

Le méme type de résultat est vrai pour la fonction génératrice (cf. Proposition 4.4.2) et
pour la transformée de Laplace (cf. Proposition 4.4.4) de la Section 4.4.

Démonstration : On raisonne par équivalence :
X1lY «— ]P(X’y) =Py Py <— PPix v) (t, 8) = PPy @Py (t, S)

ot on utilise que P(xy) et Px ® Py coincident ssi ces mesures ont méme fonction caracté-
ristique. On observe alors que wp . (t,5) = @x,v)(t, s) et

rary (t5) = / TP (do)Py (dy)
R2

= / Py (dx) / e"*YPy (dy)
R R
— / eith]P)/ eisYd]P)
Q Q
ox(t)py(s)
en utilisant les théoremes de Fubini et de transfert. On a donc

X LY <= pxy(t,s) =pox(t)ey(s).
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Remarque 5.2.1 1. Le critere d’indépendance se généralise immédiatement au cas de
n variables : les variables aléatoires X7, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes
ssi pour tout ty,...,t, € R

Ox1xn) (- tn) = ox, (t1) - ox, (Tn).

2. Les mémes résultats que la Proposition 5.2.4 et le Théoreme 5.2.1 sont vrais pour la
fonction génératrice ou la transformée de Laplace.

5.3 Non-corrélation et indépendance

Définition 5.3.1 (Non-corrélation) Deux variables aléatoires X,Y de variances finies
sont dites non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

Proposition 5.3.1 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants de variances fi-
nies. Alors Cov(X,Y) = 0. Autrement dit I’indépendance implique la non-corrélation.

Démonstration : Comme par indépendance E[XY] = E[X]E[Y], le résultat vient de
l'identité de Koenig pour la covariance Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E[Y] = 0. O

La réciproque est fausse : si X et Y sont de covariance nulle alors ils ne sont pas nécés-
sairement indépendants. Le méme contre-exemple que pour le Corollaire 5.2.2 s’applique.
Cependant dans le cas de variables aléatoires X, Y gaussiennes, on verra que la réciproque
est vraie, cf. Proposition 9.2.6 au Chapitre 9.

Pour la somme d’une variance, on déduit sous indépendance une propriété remarquable :

Corollaire 5.3.1 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes avec des mo-
ments d’ordre deuz finis alors

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Bien entendu, il sufit de supposer X, Y non corrélées.
Démonstration : C’est immédiat puisque d’apres la Proposition 3.5.2, on a
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

et Cov(X,Y)=0quand X LY. O
De facon générale, il vient :

Proposition 5.3.2 (Identité de Bienaymé) Si X1,..., X, sont des variables aléatoires
de variances finies et deux a deux mon corrélées alors

Var (i Xj> = iVar(Xj).
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Démonstration : La non-corrélation de X, X, signifie que les variables aléatoires X; —
E[X,] et X} — E[X}] sont orthogonales (pour le produit scalaire associé a la covariance).
On en déduit que

d d
Var< Xj) = ) Cov(X;, X;)
j=1

k=1

d
= ZCOV(Xj,Xj)—I— Z Cov(X;, Xk)
j=1

1<j,k<d

= ZVar(Xj).

En combinant 'identité de Bienaymé avec I'inégalité de Tchebychev, on a de suite :

Proposition 5.3.3 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X;,..., X, sont des va-
riables aléatoires L? deuzx a deux non corrélées alors

P (
Démonstration : En notant S, = 2521 X, pourt >0, on a:

P(.

zd: X; — E[X]]

> (X - E[X))) 275) < %ZVar(Xj), t>0.

> t) = P(|S, — E[S,]| > 1)

Var(S,) . :
< art(2 ) (inégalité de Tchebychev : Th 3.5.1)
" Var(X;
< M (inégalité de Bienaymé : Prop. 5.3.3).

5.4 KEveénements asymptotiques

5.4.1 Tribus du futur et tribu asymptotique

Définition 5.4.1 Soit (F,)nen une suite de tribus de F.
— Si la suite est croissante, ie. F, C Fni1, on parle de filtration.
— On appelle tribus du futur : F" = o (Uk>n ]—"k), n € N.
— On appelle tribu asymptotique : F>= = (), o5 F"-
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D’habitude on a F,, C F,1; et la famille de tribus croissantes (F;,)nen s’appelle une filtra-
tion. Dans ce cas, heuristiquement, si N désigne le temps et n € N la date n, la tribu F,
représente la tribu des événements du passé par rapport au temps n (elle comporte toutes
les informations sur ce qu'il s’est passé jusqu’au temps n), la tribu F" représente la tribu
des évenements du futur par rapport au temps n (elle comporte toutes les informations sur
ce qu'il se passera apres le temps n). La tribu F> représente alors celle des événements
asymptotiques.

Typiquement, quand on a une suite de variables aléatoires (X,,),>1, on lui associe sa fil-
tration naturelle (F,),>1 en considérant F, = o(Xy,..., X,).

Exemples. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes. On considere la
suite de tribus F,, = o(X,,).
— Notons A I'évenement « X, repasse par 0 une infinité de fois ». Alors A est dans la
tribu asymptotique des F,,. En effet,

A = limsup{X,, =0} = m U{Xk =0}

n—-+oo n k>n
et Upon{ Xy = 0} € F™.

— B = {les X,, sont bornées par M} n’est pas dans F* car par exemple 1'événement
{X; bornée par M} n’est pas dans F? ni dans aucun F" (n > 2).

— C = {lasuite (X,,)n>0 converge} € F>°. Heuristiquement, la convergence de la suite
X, est un résultat asymptotique (il ne concerne que les X,, pour n arbitrairement
grand mais il ne concerne aucun X,, pour n fini) donc il est dans la tribu asympto-
tique. Plus précisément, comme dans R la convergence d'une suite est équivalente a
dire que la suite est de Cauchy, w € C s’écrit :

Vr e N,aN e N,Vp, g > N, | X,(w) — X, (w)| < 1/r.

On a donc 'écriture suivante de C' :

c=U N {x-xl<1/r}

reNNeNp,q>N

avec {|X, — X,| <1/r} € F? (sip < q).

Le résultat sur les tribus asymptotiques est le suivant :

Théoréme 5.4.1 (Loi du 0/1 de Kolmogorov) Soit (F,),>1 une suite de tribus indé-
pendantes alors la tribu asymptotique est triviale : c’est a dire

VAe F*, P(A)=0 oul.
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Démonstration : On montre que F*° est indépendante de F°°. Ainsi si A € F*°, on a
A= AN A et par indépendance de A avec A : P(A) = P(AN A) = P(A)?, dou P(A) =0

ou 1.

Comme la suite de tribu (F,),>1 est indépendante, on peut appliquer le théoreme des
coalitions,

Fl=o U.Fk JLO(Ufk>
k>n k<n

Comme F> C F", on a donc F* L o (U, Fr)-
Soit C = .~ 0 (Uj<n, Fr)- Il s’agit d’un 7-systeme car C est stable par intersection finie :
En effet, soient A,B € C,on a A € d(U,., Fr) ¢t B € o(Uy,y Fr)- En notant N =
max(n,n'), on a A, B € o(|J,y Fr)- Par stabilité d'une tribu par intersection, on a aussi
ANB € o(Upon Fr) et donc ANB eC.
Comme C est un m-systeme et C 1L F*°, on déduit o(C) L F>° par la Proposition 5.1.2.
Pour tout k, on a Fj, C C donc aussi | J;~, Fr C C. Ainsi la tribu o(C) contient o ( Uy, Fr) =
F' donc aussi F°°. - -
De o(C) L F°°, on déduit alors que F> L F°°, ce qui permet de conclure que pour tout
Ae F*,ona AL AetdoncP(A) =0 ou 1. O

Exemples. Dans les exemples précédents, avec F,, = o(X,,), n > 1, tribus indépendantes,
on déduit de la loi de Kolmogorov que P(A) = 0 ou 1, de méme pour P(C). Par contre, on
ne peut rien dire de P(B).

5.4.2 Lemmes de Borel-Cantelli

Les lemmes de Borel-Cantelli completent d'une certaine fagon la loi du 0/1 de Kolmo-
gorov en donnant des cas ou la probabilité vaut 1 et d’autres ou elle vaut 0. Ces résultats
concernent les liminf et limsup d’évenements pour lesquelles on renvoie a la Section 1.6.

Théoréme 5.4.2 (Lemme de Borel-Cantelli n°l) Soit (A,),>0 une suite (infinie) d’éve-
nements. On suppose que > o2 P(A,) < +oo. Alors

P < lim sup An> = 0.
n—-+o0o

C’est a dire presque sturement, seuls un nombre fini d’événements A, sont réalisés.
p n

Démonstration : Par définition, limsup,_, A, C UU,,s, Am pour tout n > 0. On a

one P(limsupAn> < IP’( U Am> < ZIP’(Am). (5.6)

n—+oo m>n m>n

Or > .5, P(An) est le reste d’ordre n de la série convergente » -, P(A,,). Comme le reste
d’une série convergente tend vers 0, un passage a la limite n — +oo dans (5.6) conclut. [J
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Ce résultat admet un complément quand les évenements A,,, n > 0, sont indépendants :

Théoréme 5.4.3 (Lemme de Borel-Cantelli n°2) Soit (A,)n>0 une suite (infinie) d’évé-
nements indépendants. On suppose que >, % P(A,) = +oo. Alors

]P’(lim sup An> =1

n—-+0o0o

C’est a dire presque surement, une infinité d’évenements A,, n > 1, sont réalisés.

Remarque 5.4.1 Le résultat reste vrai si 'indépendance des évenements A, n’est vraie
que deux a deux .

Démonstration : D’abord, on a

]P’(limsupAn) =1- IP’(hmmfA )

n—+00 n—r+o0

Puis par monotonie séquentielle croissante en (5.7), décroissante en (5.8) et comme les
évenements A¢ sont aussi indépendants (en (5.9)), on a :

]P’(I}LrgigofAC) - P (U N A;) ~ lim P (ﬂ A;) (5.7)

n>0k>n m>n
q
= 1l lim PP A :
Jm i, (mﬂ m> 53)
q
= i li P(A; :
gt L1 FC) (59)

q

—T

Mais, pour tout z € R, on a 1 —x < e, il vient donc

q

0< ] (1 —P(An) <eXp< ZIP’ )

m=n

Comme »7 - P(4,,) = +oo, le passage & la limite ¢ — +o00 donne limg ;o []7,_,(1 —
P(A,,)) = 0. On a donc IP’(hm inf,, o A ) =0, ce qui conclut. O
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Applications

Dans la suite, on note i.s. pour infiniment souvent, ainsi {4,, i.s.} = limsup,,_,, . An.

— Singe dactylographique de Borel : presque stirement, un singe qui écrit frénétique-
ment sur une machine a écrire finira par écrire la Bible. Notons N le nombre
de caracteres de la Bible, en supposant que le singe frappe sur chaque touche
de la machine a écrire avec une probabilité uniforme, chaque touche est frappée
avec probabilité 1/26 (ou —en considérant les touches de ponctuation— 1/M, M
étant le nombre total de touche). Taper la Bible est alors un événement de pro-
babilité (1/M)N. Les évenements A; = { taper la Bible} sont des événements
avec > P(A4,) = > o MY = +oo0, ils sont indépendants s’ils considerent des
frappes différentes. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, lim sup,, A, est presque sfir,
ie. ps A, est réalisé infiniment souvent : le singe tape donc méme presque strement
une infinité de fois la Bible.

— Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles telles que, pour un M € R, on
ait ) P(X, > M) < +o0. Alors

P(X, > Mis)=0<=P <lim inf{X, < M}) ~ 1

Donc limsup,, X,, < M presque sturement.
De la méme fagon si ) (P(X, < M) < +o0 alors liminf, X;,, > M presque
stirement.

— On lance une piece équilibrée une infinité de fois. Quelle est la probabilité d’obtenir
une infinité de fois deux piles consécutifs 7
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de para-
metre 1/2 et posons A, = {X,, = X,,;1 = 1}. On s’intéresse a P(A,, i.s.). La suite
d’évenement (A,,),en n'est pas une suite indépendante car X, intervient a la fois
dans I’évenement A, et dans I’évéenement A, ;. Par contre (As,),en est une suite
d’évenements indépendants avec P(As,) = 1/4 pour tout n.
On peut alors appliquer la deuxiéme partie du lemme de Borel-Cantelli (Th. 5.4.3)
pour avoir P(Ag, i.s.) = 1. Comme {As, i.s.} C {4, i.s.}, on conclut que P(A,, i.s.) =
1.



Chapitre 6

Somme de deux variables aléatoires
indépendantes

Les sommes de variables aléatoires jouent un role important en probabilité. Ainsi ty-
piquement, X 4 Y modélise les effets cumulés de X et de Y. Souvent X, Y représentent
des phénomenes indépendants et on considere alors que les variables aléatoires sont indé-
pendantes. Quand X, Y sont identiquement distribuées et indépendantes (iid), la somme
X + Y représente les effets cumulés d’'un phénomene qui se répete indépendamment. Les
sommes X; + --- + X,, pour des variables ud représentent alors les effets cumulés de n
répétitions indépendantes du phénomene.

Remarquons que pour des variables aléatoires indépendantes de méme loi et de carré inté-
grable, on a, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

'

Cela suggere que 'ordre de grandeur de la somme ", (X; — E[X;]) est au plus en /n.
On peut ainsi dire que la somme Z?Zl X; ressemble a un terme déterministe nE[X;] de
l'ordre de n (si E[X;] # 0) plus un terme aléatoire de l'ordre au plus y/n. On va évaluer
dans ce chapitre la loi de Z;;l X;. La loi du terme aléatoire sera étudiée plus en détails
dans les prochains chapitres a I'aide de la LGN et du TCL.

n

> (X - ElX))

j=1

Var(Xl)
t2

Zt\/ﬁ> <

6.1 Convolution de mesures

On considére un espace vectoriel mesurable (E, A). Il y a donc sur E une structure d’espace
vectoriel et une tribu A. L’exemple typique que 'on considérera dans la suite est R ou R".

Définition 6.1.1 (Convolution) Soient u et v deux mesures sur un espace vectoriel me-
surable (E, A). La convolée px v de ces deux mesures est

pxv(A) = /E/L(A — z)dv(x) (6.1)

100
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ot A—r={a—z : a€ A}
On vérifie facilement que p * v est une mesure (la o-additivité vient de celle de u et
du théoreme de convergence monotone appliquée a l'intégrale en v). Dans la suite, pour

pouvoir appliquer le théoreme de Fubini, on considére des mesures o-finies (ce sera bien le
cas des lois de probabilité considerées dans la suite).

Proposition 6.1.1 La convolution est commutative : px v = v * [.

Démonstration : En effet par le théoreme de Fubini, on a
pevd) = [ [ Late+) dvi)dnto)
On a obtenu une expression symétrique en p et v, ce qui justifie la proposition. U

Proposition 6.1.2 La mesure oy est l’élément neutre de la convolution des mesures :
ok 0g = p.

Démonstration : En effet pour A € A :
px 0o(A) = / do(A — z)dp(x) = / 1adp(z) = p(A)
E E
car 6g(A—x) =1ssi0 € A—x c’est adiressi z € A, cela vaut 0 sinon, ie. §o(A—x) = 14(z).

O

Proposition 6.1.3 Si et v sont des mesures de probabilité alors p x v l’est aussi.

Démonstration : y * v est une mesure de poids

E

Jk (E) = /E W(E — 2)dv(z) = / dv(z) = v(E) = 1

car B —x = F et donc u(E —z) = pu(F) = 1. La mesure p* v est donc de poids total égale
a 1 : c’est une mesure de probabilité. O

De la méme facon, on montre que si y et v sont des mesures finies alors p * v aussi mais
avec u* v(E) = pu(E)v(E).
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6.2 Lol d’une somme de variables aléatoires a densité
indépendantes

Désormais, nous considérons un espace de probabilité (2, F,P) sur lequel sont définies des
variables aléatoires X,Y, ... Leur lois Px, Py, ... sont des mesures sur I’espace vectoriel R
qu’on va convoler.

Proposition 6.2.1 Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes de loi Py et
Py. Alors la loi de X +Y est Px.y = Px % Py.

Démonstration : Soit A € B(R), on a

Px,y(A)

P(X +Y € A) = E[14(X + V)] = / / (e + 1) Py ()

_ / / La(z +y) Px(dz)Py (dy) — / ( / 1o y(2) Px(dw) Py (y)

_ /]PX(A —y) Py(dy) = Py + Py(A).
O

Par une récurrence immédiate, on connait donc la loi d’'une somme de variables aléatoires
indépendantes X; 4 --- + X, lorsqu’on a celles des termes X; de la somme. Lorsqu’il n’y
a pas indépendance, ce n’est pas suffisant : il faut connaitre 'imbrication des lois c’est a
dire la loi du vecteur associé (X1,...,X,).
Ainsi de fagon générale, la loi d’'une somme X; + --- + X,, de variables aléatoires non
indépendantes est donnée par I'expression

Pxigogx,(A) =P(X1 +---+ X,, € A) = //lA(xl + o 2)dPix, x) (T, - X))

Remarque 6.2.1 (Produits tensoriel et de convolution) Etant données deux mesures
i et v sur un espace (E, .A), il ne faut pas confondre la mesure produit pu ® v et la mesure
produit de convolution u * v.
— La mesure produit x4 ® v est la mesure sur espace produit E? = E x E définie
par
uRv(Ax B)=pu(Ar(B), YVAxBecA® A

Dans le contexte probabiliste, si u et v sont les lois de probabilité de variables
aléatoires X,Y alors p ® v est la loi du vecteur aléatoire (X, Y") lorsque X,Y sont
indépendantes.

— La mesure produit de convolution p * v est la mesure sur I'espace E définie par
(6.1). Dans le contexte probabiliste, si y et v sont les lois de probabilités de variables
aléatoires X,Y indépendantes alors p * v est la loi de la variable aléatoire X + Y.
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Remarque 6.2.2 (Interprétation probabiliste des propriétés de la convolution)

L’interprétation probabiliste permet de retrouver facilement plusieurs propriétés de la
convolution :
— (élément neutre) dp x Py =Px (0+ X = X).
(commutativité) Py « Py =Py « Py (X +Y =Y 4+ X).
— (associativité) Px * (Py x Py) = (Px *Py) « P, (X + (Y +2)= (X +Y) + Z).
(distributivité) Px * (APy + (1 — M)Pz) = A(Px * Py) 4+ (1 — ) (Px * Py), ie

X+ Lpm)Y + 1y Z) = 1oy (X + V) + 1y (X + 2)

ol € ~ b(\) est indépendante de X,V Z.

On considere dans la suite les deux cas particuliers des variables aléatoires discretes (et
méme entieres) et a densité.

6.3 Variables aléatoire a densité indépendantes

Dans le cas de variables aléatoires a densité, la convolée des lois est la loi de densité la
convolée des densités :

Proposition 6.3.1 Soient X,Y des variables aléatoires réelles de densités respectives f
et g. Alors la variable aléatoire X +Y admet pour densité f x g, (ie. Px(dz) = f(x)dx et

Py (dy) = g(y)dy alors Px x Py (dz) = (f * g)(x)dz ou
VACBR), Pyoy(A)=P(X +Y € A) = /(f v g)(@) da
A

Démonstration : On a

Py xPy(A) = //1,4 z +y) Px(dx)Py(dy) = // y) dxdy
z+ycA

:/Rfo g(v —u) dudv—/(/f 9(v — u) )dvz/A(f*g)(U)dv

avec le changement de variable (z,y) — (u,v) = (z,x + y). Noter que comme (z,y) varie
dans R? de facon que = +y € A, u décrit tout R et v décrit A et que le jacobien du
changement de variable est

ou o
or Ox 1 1

Jac = o o —‘0 1‘—1.
dy Oy
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Remarque 6.3.1 On connait bien la loi de la somme X +Y si X et Y sont indépendantes,
sinon, il faut connaitre la loi du couple (X, Y) et par exemple sa densité h(z, y) si elle existe
pour avoir la loi de X +Y par

IP’(X+Y€A):/

(z.y)z+yeA

+oo
h(z,y) dedy = / / h(z,y — z) dzdy.
A J—o0

Exemples de loi de somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 6.3.2 Soient X, de loi N'(my,0}) et Xy de loi N'(my,03) indépendantes
alors X1 + X, est de loi normale N'(my + my, 0% + 03).

Démonstration : On a X; = my + X| et Xy = my + X} avec X| ~ N(0,0%) L X} ~
N(0,032) ou I'indépendance vient de X; I X5. On a alors

X1+X2:m1+m2—|—X{+Xé

et le résultat est obtenu si on montre que X + X5 ~ N (0, 07 + 03). Dans la suite, il suffit
donc de considérer le cas ou m; = mo = 0. Le point clef dans ce calcul est donné par la
normalisation de la loi normale N(0, 0?) :

400 1‘2
/ exp | —=— | dx = V2702
_ 202

o0

Notons alors f; et fs les densités de X; et de X,. Celle de X; + X5 est donnée d’apres la
Proposition 6.3.1 par

—+00

fix fo(z) = f1(t) fa(x — t)dt

— /_mexp(—t2/(20%))eXP(_(m t) 202)%«/2%0

+o0 2 | _9y,2 2
t*—2 t dt
_ / exp (_ (o1 + 03) ozt + ol )

—00 20703 2mo109
2 2 4
1 e ((of +03)"2 - w%ﬁww) - (03203)372 + ofa?
= exp | — — dt
2T0109 20202
02 2 0202
T0102 J - 20'10'2
exp __ =z +oo ((02 + 02>1/21/L . o? x)2
2(U%+U§) 1 2 (0%—&-0%_)1/2
a 2ro eXp - 9 2 2 dt
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22
_ exXp (_2(0f+cr§)> /+OOeXp (_ u? ) du

270109 20202 ) (03 + o2)1/2

—00

124 ___of

ot Puis d’apres la normalisation

avec le changement de variable u = (07 +03)

2 2
2moio;

W, on a finalement :

de la loi normale N (0, 0}02), la derniere intégrale vaut

1‘2 1132
exXp <_2(a§+o§)> 27r0%0§ B exp <_2(a$+a§))

270109 (o2 +02)1/2 on(o? + 03)

fi* fo(z) =

On a obtenu la densité de la loi (0,07 + 03). On a donc
N (my,0) % N(mg, 03) = N(mq +mg, 0} + 03).

OJ
On peut aussi prouver les Propositions 6.3.2 en utilisant les fonctions caractéristiques,
par exemple pour les lois normales, lorsque X; ~ N (my,03) et Xo ~ N(my,03) on a :

PX1+Xo (t) = ¥x; (t)SDXQ (t) = eXp(imlt + O—%t) eXp(im2t + Ogt)
= exp (i(mq +ma)t + (o7 + 03)t)

qui est la fonction caractéristique de N'(my + ma, o3 + 02).

6.4 Cas de variables aléatoires discretes indépendantes

Si X et Y sont des variables aléatoires discretes indépendantes, alors X +Y est encore une
variable aléatoire discrete de domaine

SCO(X +Y) = S(X) + S(V) = {z; +4; © 2 € S(X).y; € SYV)}
et on peut calculer ses probabilités ponctuelles par une « convolution discrete ».

Supposons pour simplifier que S(X) = S(Y) = N, et notons (px )ken, (G )ren les probabilités
ponctuelles de X et de Y alors S(X+Y) = N et comme on a pour chaque k£ € N la partition
suivante {X +Y =n} = J_{X =k, Y =n — k}, il vient

PX+Y =n) = P(O{sz,an—k}) :zn:IP(X:k,Y:n—k)
k=0 k=0

= Y PX=kPY =n—k) =) prfur.
k=0 k=0

Les probabilités ponctuelles de X + Y sont donc données par la suite (Z pkan> :
k=0 neN



Chapitre 7

Convergences de variables aléatoires

La convergence de variables aléatoires est une notion essentielle en probabilités et mene
a certains résultats fondamentaux (LGN, TCL). A titre d’exemple introductif, notons que
lors d'un jeu de pile ou face ot on lance une piece dont la fréquence d’apparition de pile
est p, la fréquence observée du nombre de pile obtenu apres n lancers est « proche » de p,
pourvu que n soit « assez grand ». Dong, si p est inconnue, cette observation offre un moyen
d’approximer p en comptant les fréquences de pile pour un grand nombre de lancers.
En probabilité, plusieurs modes de convergence sont possibles, ils sont introduits dans ce
chapitre, dans lequel les suites de variables aléatoires sont supposées construites sur un
espace de probabilité (€2, F,P). Pour simplifier on ne considére que des variables aléatoires
réelles, mais les énoncés et les résultats restent vrais pour des vecteurs aléatoires a valeurs
dans R%. (On peut méme les adapter pour des variables aléatoires & valeurs dans un espace
métrique (5, d).)

7.1 Convergence presque siire

La convergence de variables aléatoires correspond a la convergence de fonctions. Pour les
fonctions, la convergence la plus faible est la convergence simple qui s’énonce pour des
variables aléatoires de la fagon suivante : pour tout w € €, lim, ;o Xp(w) = X(w). En
probabilité (et plus généralement en théorie de la mesure), il est trop restrictif de demander
la convergence pour tous les w € (). Ala place, on considere la convergence presque stre :

Définition 7.1.1 (Convergence presque sire) Une suite (X, ),>0 de variables aléa-
toires converge presque surement vers X si la convergence est vraie avec une probabilité 1

IP’(w €Q : lim X,(w)= X(w)) ~ 1.

n—-4o0o

A ps
On note la convergence presque sure : X, — X.

106
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Remarque 7.1.1 — Notons que 'ensemble A = {limnﬁﬂo X,=X } est bien un

évenement car la convergence X,, — X s’écrit pour presque chaque w € € :
Ve >0,I3m e N,Vn > n: | X, (w) — X(w)| < e. (7.1)
On peut donc écrire car
A= {nETOOX":X} - N U N {x. - X< 1/k} € F.
k>1meNn>m

— D’un point de vue analytique, c¢’est une convergence plus faible que la conver-
gence simple (déja tres faible). Mais d’un point de vue probabiliste, ce sera une des
convergences les plus fortes que nous considérerons.

Dans la suite, on étudiera notamment les liens entre cette convergence et les autres.

Par ailleurs comme pour une suite d’évenements (A,,),>1, P([),>; An) = 1 est équivalent
a P(A,) =1 pour tout n > 1, on a que X,, converge ps vers X ssi

VEk > 1, IP’(U ﬂ{|Xn—X|§1/k:}> =1

m>1n>m

c’est a dire

1

Ve >0, P(U ﬂ{\Xn—X\§5}>

— Ve >0, P(ﬂ U{\Xn—X\>a}> =0
m>1n>m
— Ve >0, P<|Xn—X|>si.s.> = 0. (7.2)

Par convergence monotone des probabilités, ¢’est encore équivalent a

Ve >0, lim P (U{|XH—X| >5}> =0

n>m
< Ve>0, lim P (sup | X, — X| > 5) = 0. (7.3)
m——+00 n>m

De la méme fagon, en partant du critere de Cauchy (réel)
Yw e Q,Ve >0,Ip e N,Vn,m > n: | X,(w) — Xpn(w)] <e

alaplace de (7.1), on a le critere suivant de convergence presque sure. Ce critere a ’avantage
de s’exprimer sans la limite X. On peut donc déterminer la convergence presque siire sans
connaitre la limite.
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Proposition 7.1.1 (Critére de Cauchy) Une suite de variables aléatoires (X,),>1 converge

PS 881
Ve >0, IP’(U ﬂ|Xn—Xm|§5) =1

m>1n>1

Proposition 7.1.2 (Borel-Cantelli pour la convergence ps) Soit (X,,),>0 une suite
de variables aléatoires réelles.

1. Si pour tout £ >0, T2 P(|X, — X| > ¢) < +00 alors X,, = X.

2. Si les variables aléatoires (X,,)n>0 sont mutuellement indépendantes alors X, 2550
ssi pour tout e >0, on a Y 20 P(|X,| > ¢) < +oc.

Démonstration : Pour 1), on considere € > 0 et les événements
A, ={|X,—X|>¢e}, neN.

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli aux (A,,),>0, on déduit que P(A,, i.s.) = 0, ce
qui donne le critere (7.2) pour la convergence ps. Pour 2), on utilise la deuxieme partie
du lemme de Borel-Cantelli pour les évenements indépendants. Noter qu’il est nécessaire
de supposer X = 0 pour conserver dans ce cas des évenements A, indépendants, sinon,
chaque A,, dépendrait de X et les A,,, n > 0, seraient dépendants. U

Proposition 7.1.3 Soit X,, 2+ X et f une fonction continue alors f(X,) - f(X).

Démonstration : Le résultat est immédiat puisque pour presque chaque w € ) on a
Xy (w) = X(w) (convergence presque sure). Comme f est continue, il vient, pour ces w :
f(X,(w)) = f(X(w)), on a done f(X,) — f(X) presque strement. O

7.2 Convergence en probabilité

La convergence en probabilité de X,, vers X garantit que la probabilité que les variables
aléatoires X, et X restent « éloignées » tend vers 0.

Définition 7.2.1 (Convergence en probabilité) Une suite (X,,)n,>0 de variables aléa-
toires converge en probabilité vers la variable aléatoire X si

Ve >0, lim P(|X — X,|>¢)=0. (7.4)
n——+00

On note la convergence en probabilité : X, X,
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Proposition 7.2.1 (Unicité ps de la limite en probabilité) Si X, X et X, —
X' alors X' = X ps.
Démonstration : Pour tout € > 0, on a

{|X X > 5} c {|Xn ~X|> 5/2} U {|Xn ~X| > 5/2}

et
P(|X — X'| >¢) <P(|Xn — X| >¢/2) + P(|X,, — X'| > ¢/2)

et on déduit de X, L Xoet Xn Loy que pour tout € > 0
P(|X — X'| >¢) =0.

On a alors

P(X #£X)=P (U{]X —X'| > 1/k}> =0.

k>1

i

Noter que la convergence presque siire exige un sup supplémentaire dans la définition de
la convergence en probabilité, cf. (7.3). La convergence en probabilité s’exprime

Ve > 0,Vd > 0,3n4 (g, d) tel que pour n >ny, P(|X, — X|>¢) <4, (7.5)
ce qui est équivalent a
Ve > 0,3ng(e) tel que pour n > ny, P(|X, — X|>¢) <e. (7.6)

En effet, (7.5) implique facilement (7.6) avec le choix 0 = e.
Puis si (7.6) est vraie :
— lorsque € < 4, il suffit de prendre ny(e, ) = na(e).
— lorsque € > 6, on prend ny(g,0) = ny(J) et on a

P(| X, —X|>¢) <P(|X, — X|>9) <.
En fait ny(g,0) = ng(d A ).
On ainsi
Proposition 7.2.2 (Métrique de la convergence en probabilité) Soit
dp(X,Y)=inf (¢>0:P(|X - Y| >¢) <c).

Alors dp définit une distance sur l’ensemble des variables aléatories et cette distance métrise
la convergence en probabilité.
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Démonstration : D’abord, on montre que dp est une distance :
— Il est clair que dp(X, X) =0 car P(|X — X| >¢) =0et donc {¢ >0:P(|X -Y]| >
c) <c} =R, et U'inf est 0.
— On a évidemment dp(X,Y) = dp(Y, X).
— Puis comme

(X -Y|>ctd)c{|{X-Z|>u{|Z-Y]|>d}

puisque lorsque | X —Z| < cet |[Z—-Y| <dalors | X Y| < | X-Z|+|Z-Y| < c+d
prouve l'inclusion convenable des complémentaires. Pour ¢ et d tels que P(|.X —Z| >
c)<cetP(|Z-Y|>d)<d,ona

PIX -Y|>c+d) <P|X —-Z|>c)+P(|z—-Y|>d) <c+d

et par définition dp(X,Y) < ¢+ d. En faisant ¢ N\, d(X, Z)et d \, dp(Z,Y), on a
I'inégalité triangulaire

dp(X,Y) < dp(Z,Y) + dp(Z,Y).

Ensuite, la formulation (7.6) de la convergence en probabiilté assure que dp(X,, X) — 0
Lo . P
est équivalent a X,, — X. O

Proposition 7.2.3 (Convergences ps et proba) La convergence presque sire implique
la convergence en probabilité : si la suite (X,)n>0 converge presque surement vers X, elle
converge en probabilité.

Démonstration : Soit ¢ > 0 fixé. On pose Y, = 1yx,-x|>¢}. Les fonctions Y, sont
mesurables, positives et majorées par 1. Par ailleurs, d’apres la convergence presque stre,
pour presque tout w € €2, il existe ny tel que pour tout n > ny,

[ Xn(w) = X(w)| <€

c’est a dire Y,,(w) = 0 pour tout n > ng. On a donc écrit que la suite Y;, converge presque
surement vers 0. D’apres le théoreme de convergence dominée

P(|X, — X| > ¢) = E[Y,] — E[ lim Yn} — E[0] = 0.

n—-+o0o

g

La réciproque est fausse (cf. exemple ci-dessous). Cependant, ce résultat admet une réci-
proque partielle pour les sous-suites qu’on obtiendra par le lemme de Borel-Cantelli, cf.
Proposition 7.2.5.
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Exemple. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque stre. Soit
I'espace de probabilité ([0, 1], B([0,1]), A) et on considere le tableau triangulaire de variables
aléatoires

Vouj(w) =14 smy(w), 0<j<2"—1,n>1

]ZL’;L? omn

On considere alors la suite (X,,),>; définie par
Xy, =Y lorsquep=2"+javec0<j<2" -1, n>1

(prendre n = [lnp/In2] et j = p — 2"). Alors pour tout w € [0,1], on a X,(w) = 1

ssi w €], L] et X,(w) = 0 sinon. Ainsi, X,(w) vaut (alternativement) 0 (souvent)

1 (parfois) et liminf, , . X,(w) = 0 et limsup,_,, . X,(w) = 1 si bien que X,(w) n
converge pas ps. Mais pour tout € €0, 1[ et p = 2"+ j, 0 < j < 2" — 1, puisque

B012 9 -a((4 220) -

X, converge en probabilité car n = [Inp/In 2| et p tendent vers +0o en méme temps.

Exemple : Cas de lois de Bernoulli. Soient X,, ~ b(p,,) des variables aléatoires alors
— X, 50 ssi pn — 0 car P(|X,,| > ¢€) = p, pour € € (0,1);
— Lorsque la suite (X,,), est indépendante : X, 220 ssi Y ns1Pn < +oo d’'apres le
lemme de Borel-Cantelli pour la convergence ps (Proposition 7.1.2).

Définition 7.2.2 (Autre métrique pour la convergence en proba) Soient XY €
LY(Q, F,P). On définit
dp(X,Y) = E[min(|X — Y], 1)].

11 est facile de voir que dp(X, Y) =20, dp(X,Y) = 0 ssi X = Y ps et dp(X,Y) <
dP(X Z) + dp(Z,Y) si bien que d est une métrique. Pour 'inégalité triangulaire, on note
que si min(|X — Z],1) = 1 alors

min(|X = Y[, 1) <1 =min(|X — Z|,1) < min(|X — Z|,1) + min(|Z — Y|, 1);
puis si min(|X — Z],1) = | X — Z| et min(|Z — Y|, 1) = |Z — Y] alors
min(|[X —Y[, 1) < | X -Y|<|X-Z|+|Z-Y|=min(|X — Z|,1) + min(|Y — Z|,1)

L’inégalité triangulaire pour C/l\[pﬂ vient en prenant l’espérance dans l'inégalité ci-dessus.
Le résultat suivant indique qu’elle métrise la convergence en probabilité.

Proposition 7.2.4 On a X, F X ssi gp(Xn,X) — 0, n — 4o00.

Démonstration : Par l'inégalité de Markov, on a pour tout € €]0,1] :

dp (X, X)

P(|X, — X|>¢) =P(min(|X, — X|,1) > ¢) < .
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Si e > 1, on utilise
P(|X, — X| >¢) <P(|X, — X| > 1).

Pour la réciproque, on a

o~

dp(X,, X) = E[min(|X, — X|,1)]
= E[min(|X, — X|, D)1yx,-x|<s] + E[min(| X, — X[, 1)1{x,-x)>¢}]
= e+P(X,—X|>¢) <2 (7.7)

si n est assez grand puisque P(|X,, — X| > ¢) — 0 quand X, % X. On a donc bien
Lt 1o dp (X, X) = 0. O

Proposition 7.2.5 (Critére de sous-suites) Soient X et (X, )n,>0 des variables aléa-

toires réelles. Alors X, 5 X ssi de toute suite croissante d’entiers (n') on peut extraire
(n") C (n') telle que Xp» — X ps.

Démonstration : Supposons que X, L X. Pour tout k € N* soit ny le plus petit entier
tel que P(| X, — X| > 1/k) < 1/2%. Alors Y, . P(|X,, — X| > 1/k) < +o0. Par le lemme
de Borel-Cantelli, pour presque chaque w € €, il existe ko(w) tel que pour k > ko(w)
| X, (w) — X (w)| < 1/k. Cela assure X,,, —= X.

On en déduit le critere de sous-suite en appliquant pour toute sous-suite (n') = (n,)y>1 C
(n) le résultat précédent a X, .

Réciproquement, si (X,,),>0 ne converge pas en probabilité, alors il existe une suite crois-
sante (n'), d > 0 et € > 0 tels que P(|X,, — X| > ¢) > J. Mais par hypothese, on peut
extraire une sous-suite (n”) C (n') telle que X,,» converge ps vers X et donc en probabilité
(d’apres la Proposition 7.2.3). Mais, ¢’est absurde car P(|X,,—X| > ¢) > det (n”) C (n'). O

De la premiere partie de la preuve précédente, on déduit en particulier :
Corollaire 7.2.1 Si X,, — X alors il existe (n') C (n) tel que X,y 53 X.

Remarque 7.2.1 De cette proposition, on voit que la convergence presque stire n’est pas

(o e . P .
métrique : supposons qu’elle est métrisée par dp, et considérons X,, — X. On aurait alors

X, — X ps. En effet, si ce n’est pas le cas X, % X, ie. dps(Xp, X) 4 0. 1l existe donc
e > 0 et (ng)r>1 sous-suite croissante telle que dps(X,,,X) > €. D’apres la proposition

précédente, comme X, 5 X, on peut extraire (ny,)p>1 de (ng)r>1 telle que Xnkp — X ps
ou encore dps(Xnkp,X) — 0, ce qui nie dpS(Xnkp,X) > £. On doit donc avoir X,, — X ps.
Autrement formulé : on aurait I’équivalence entre les convergences presque sure et en
probabilité, ce qui est faux (cf. contre-exemple ci-dessus).

Conclusion : La convergence presque stire n’est pas métrisable.
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Proposition 7.2.6 Soient f : R — R continue et (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires

réelles qui converge en probabilité vers une variable aléatoire X . Alors f(X,) 5 f(X).

En particulier si en plus Y, LN Y, pour tout o, € R, aX, + 5Y, B oax + BY et
P

XY, = XY.

Démonstration : La preuve se fait facilement avec la Proposition 7.2.5 en utilisant la

convergence ps de sous-suite extraite. Par exemple, si X, — X, soit (n) C (n) une
sous-suite, on peut extaire (n”) C (n'), telle que X,» converge ps vers X. Comme f est
continue, on a aussi f(X,») — f(X) ps quand n” — +oc. D’apres le critere de sous-suites

précédent, f(X,) SNy (X). On fait de méme pour les autres assertions. O

On dit que (X,,),>0 est une suite de variables aléatoires réelles vérifie le critére de Cauchy
en probabilité si

Ve > 0,3ne,Vn >m > ng : P(|X,, — Xin| > ¢) <e. (7.8)

soit Ve > 0, Ing, Vn > m > ng : dp(X,, X;) < €. En utilisant (7.7), le critere (7.8) est

~

encore équivalent au critere de Cauchy pour dp :

Ve > 0,3ng,Vn > m > ng : C/Z;p(Xn,Xm) <e.

Proposition 7.2.7 (Critére de Cauchy en probabilité) Une suite de variables aléa-
toires (X, )n>0 converge en probabilité ssi X,, satisfait le critére de Cauchy en probabilité
(7.8). Autrement dit, l'espace L°(Q2, F,P) est complet pour les distances dp et dp métrisant
la convergence en probabilité.

Démonstration : On suppose d’abord que (X,,),>0 converge en probabilité vers X : pour
tout € > 0 il existe ng tel que des que n > ng on ait P(|X,, — X| > ¢) < e. Par 'inégalité
triangulaire on peut écrire pour tout n > m > nyg :

(X, — Xon| > €} € {|Xn — X| > £/2) U{| X, — X| > £/2)

et on en déduit le critere de Cauchy en probabilité de la convergence en probabilité. Réci-
proquement, soit ¢ = 27 dans la condition de Cauchy en probabilité. On pose n; = 1 et par
récurrence soit 1y, le plus petit entier tel que pour n,m > ny : P(|X,, — X,,| > 27%) < 27F,
ie.

ny = min (N > ey P(IX, — X >27%) < 27% vn,m > N).

Ainsi ny > np_q et
P(|X

Tk+1

— X | >27F) <27k
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Par le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout w € €2, il existe un entier ky(w) < 400
tel que sim > ko(w), ona|X,, . (w)—X,, (w)] <27™. Alors la suite de réels (X,,,, (w))m>1
est de Cauchy. En effet, soit € > 0 et p > 1 > max(ko, ly) avec [y = In(2/¢)/In(2), on a

p—1 p—1 +o00
Xy (@) = X (@)] € 3 Xt (@) = X @) < 3277 < S 2m <27 <
m=l m=l m=l

La limite de (X,,,, (w))m>1, suite de Cauchy dans R, existe. On la note X (w) = limy_, 100 Xy, (w).
On construit ainsi X (w) pour presque chaque w € € et on prend X (w) = 0 pour les w, né-
gligeables, tels que (X, (w))m>1 n'est pas de Cauchy. On définit ainsi la variable aléatoire
X. De cette facon, X,,, converge presque stirement vers X et en particulier cette sous-suite
converge en probabilité vers X. Pour conclure, on écrit :

P(|X, — X|>¢) <P(|X, — X,,,| > ¢/2) + P(|X,,, — X| > ¢/2).

La condition de Cauchy garantit que le premier terme tend vers 0 pour n et k assez grands.
La convergence en probabilité de la sous-suite X, vers X garantit la convergence vers 0
du second terme quand k — +4o00. Finalement

lim P(|X, - X|>¢) =0,

n—-+4o0o

ie. X, -5 X O

7.3 Convergence en norme p

7.3.1 Définition et propriétés

On rappelle que pour p > 1, on définit les espaces L? :
LQFP)={X: Q=R : [ X],=(E[XP)7" < +oo}/ ~p

ol ~,s désigne la relation d’équivalence « étre égale presque stirement », cf. Section 3.4.
Ce sont des espaces de Banach pour la norme || - ||,. Pour p = 2, L?(2, F,P) est un espace
de Hilbert car la norme || - || dérive du produit scalaire (X,Y) = E[XY].

Définition 7.3.1 (Convergence en norme p) On dit qu’une suite de variables aléa-
toires (X,)n>0 converge en norme p vers X si ||X, — X|, = 0 quand n — 400, c’est
a dire

lim E[|X, — X[P] =0.

n—-+00

LP
On note la convergence en norme p : X,, — X.
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Proposition 7.3.1 (Comparaison des convergences L* et L?) Sip > q, la conver-
gence en norme p entraine la convergence en norme .

Il s’agit de la méme preuve que pour l'inclusion topologique LF(Q, F,P) C LP(Q), F,P)
fondée sur une inégalité entre norme LP et L9, cf. Proposition 3.4.1.
Démonstration : Soit p > ¢. Avec @ = 2 > 1 et § 'indice conjugué de « (
d’apres l'inégalité de Holder, pour toute variable aléatoire X, on a :

Q=

+i=1),

=

E[IX]] < E[X|]/°E[°]Y7 <E[X]77.

On en déduit || X||, < || X||,- Appliquée a la variable aléatoire X,, — X, on a || X,, — X||, <

| X, — X||4, ce qui conclut. O
En particulier, la convergence en norme p entraine toujours la convergence en norme || - |[|;.
La convergence en norme || - ||« entraine toute convergence en norme p.

Proposition 7.3.2 (Convergences L et proba) Si X, et X sont dans LP(Q2, F,P) alors

v . s P
la convergence en norme ||- ||, X, — X entraine la convergence en probabilité X, — X.

Démonstration : Il suffit d’appliquer I'inégalité de Markov : soit £ > 0,

E[lX, - XP] _ X — X

P(IX, — X|>¢) =P(|X,, — X|P > &) < g7 o

— 0, n — +o0.

La réciproque est fausse : la convergence en probabilité seule n’implique pas la convergence
(par exemple) dans L! :

Exemple : Soit X,, de loi donnée par P(X,, =0) =1—1/n et P(X, =a,) =1/n. On a
X, LTox=o0 puisque

P(|X,| >¢) =P(X, =a,) = 1/n — 0.

Puis E[|X,, — X|] = E[|X,|] = |as|/n qui ne tend pas vers 0 en général : par exemple si
a, = 2n alors E[X,] = 2 — 2, si a, = n? alors E[X,,] — +00.

Dans la section suivante, on introduit la notion qui permet de donner une réciproque a la
Proposition 7.3.2, cf. le Théoreme de Vitali (Théoreme 7.3.1).

7.3.2 Uniforme intégrabilité

Définition 7.3.2 (Uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires intégrables
(Xp)n>o est dite uniformément intégrable (u.i.) si

lim SUPE[|Xn|1{|Xn|>c}] = 0.

c——+00 n>0
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Remarque 7.3.1 — Une famille de variables aléatoires avec un seul élément (inté-
grable) est uniformément intégrable (par convergence dominée!).

— Une suite de variables aléatoires dominées par une variable aléatoire Z intégrable

est uniformément intégrable. En effet, par croissance | X, |1{x, >} < Z1{z5¢, d'ol

lim sup E[| X, |1{x, 5] < lim E[Z1{z54] = 0.

c——+00 n>0 c——+00

— Une suite finie de variables intégrables est uniformément intégrable. En effet, une
telle suite (Xj)g=1,., est dominée par Y ,_, | X}| intégrable.

— Si (Xy)n>0 et (Yn)n>o sont deux suites de variables aléatoires avec, pour tout n,
| X5 < |Ya] et (Yi)n>o uniformément intégrable alors (X,,),>0 l'est aussi.

Proposition 7.3.3 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires dans LP telle que pour
§ > 0 la suite est bornée dans LP*°. Alors la suite (XP),>o est uniformément intégrable.

Démonstration : En effet,

sup E[| Xo[P 1y x, p5ey] = supE[[ X" x 1 X 1y x, jerps1y]
n>0 n>0
| Xa|®
S iléIO)E ‘Xn|p X C‘;/p X 1{‘Xn‘/cl/p>1}

IN

1
57, Sup E[[X,["*] = O0(c*") -0, ¢— +oc.
& n>0

g

Rappelons que si une variable aléatoire X est intégrable alors pour tout ¢ > 0, il existe
n > 0 tel que si A € F avec P(A) < n alors E[|X[14] < e. En effet, c’est une conséquence
du théoreme de convergence dominée : pour c assez grand, E[| X |1 x|~ < &/2. Puis pour
n <e/(2c), on a

E[|X[14] = E[|X[1angxise] +E[[X[Langxi<g] < % +cP(A) < % +on<e.

Pour des variables aléatoires uniformément intégrables, on a la généralisation suivante de
ce rappel :

Proposition 7.3.4 (Critére d’uniforme intégrabilité) Une suite de variables aléatoires
réelles (X,)n>0 est uniformément intégrable ssi

1. Ye > 0, In > 0 tel que pour A € F avec P(A) < n on a E[|X,|14] < e pour tout
n € N.
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Démonstration : On suppose d’abord que (X,,),>¢ est uniformément intégrable : pour
tout € > 0, Jc > 0 tel que sup,,»o E[| X, |1 x, /5] < &/2. Alors pour A€ FetneN, ona

5
E[[Xn[14] = El|Xa|Langxa>a] + Bl XalLangx,<a] < 5 + P(A).
On obtient alors 1) avec n = ¢/(2¢) et 2) avec A = Q.

Réciproquement, on fixe £ > 0 et on considere n > 0 donné par 1) et M = sup,,, E[| X,|] <
+oo par 2). D’apres l'inégalité de Markov, pour tout ¢ > M/n, on a

Xn
P, > o) < el M)
c c
En appliquant le 1) pour chaque n avec A = {|X,,| > ¢}, on a E[|X,,|1{x, 5] < €. O

Proposition 7.3.5 Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors la famille de variables
aléatoires {E[X|G] : G sous-tribu de F} est uniformément intégrable.

Démonstration : Notons Xg = E[X|G]. Comme {Xg > ¢} est G-mesurable, par définition
de lespérance conditionnelle Xg = E[X|G], on a :

E[|Xg|1{xs15] = E[| X[1{xg/5¢}]- (7.9)
Mais par 'inégalité de Markov
E[lXgl] _ E[EX|G]] _ EE[X][F] _ E[X]
c

P(| Xc| >¢) <
(1Xg] > ) < s S -

Puis comme X est intégrable, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si P(A) < § alors
E[|X[14] < €. Avec ¢ > E[|X]]/6, on a P(|Xg| > ¢) < d et donc E[|X|1{x,>e] < €.
Finalement, avec I'égalité (7.9), on a E[|Xg|1{xg>e] < €, c’est a dire

lim sup E[[Xg[1qxg>e}] =0,

¢+ ¢ sous-tribu de F

ce qui prouve la Proposition 7.3.5. O

Théoreme 7.3.1 (Vitali) Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires intégrables. Il y
a équivalence entre

1. (X,)n>0 converge dans L' ;

(

)n>0 est une suite de Cauchy dans L', ie. Ve > 0, Ing € N, Vn,m > ng, E[|X,, —
Xoml] <
3. (Xn)n>

>0 est uniformément intégrable et (X, )n>0 converge en probabilité.
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Remarque 7.3.2 — L’implication 2) = 1) montre que L' est un espace complet
pour || - ;. Il s’agit du théoréme de Riesz-Fisher (Th. 3.4.3) pour L.
— Le méme résultat est vrai avec L?, p > 1, a la place de L' si X? est uniformément
intégrable, cf. le Corollaire 7.3.1 pour un énoncé précis. En particulier, (L7, || - ||,)
est complet (Th. 3.4.3).

Démonstration : 1) = 2) : la convergence L' implique la condition de Cauchy dans L'
(inégalité triangulaire).

2) = 3) : Par la condition de Cauchy, pour tout € > 0, il existe ng = no(e) tel que si
n,m > ng alors E[|X,, — X,,,|] < £/2. Ainsi pour tout A € F et n > ny,

El|Xal14] < E[[ Xy = Xng[1a] + E[[ X [14] < E[[ X5 — X [] + E[| Xog[14]
< /24 E[[ Xy, [14].

Il suit sup,,s,,, E[|Xn|14] < /2 4+ E[| X0, |14] et

Sup BI| X, [14] < /2 + sup E[| X,/ 14].

n>0 k<ng
Avec A = Q, on déduit sup,,~cE[|X,|] < +oo. Puis, comme la suite finie (Xj)y<pn, est
uniformément intégrable, il existe 7 > 0 tel que P(A) < 5 implique supy<,, E[|Xx|14] <
/2. Finalement, sup,,~, E[|X,|14] < €/2 + /2 = ¢ pour P(A) < n. La Proposition 7.3.4
s’applique et donne Puniforme intégrabilité de (X)) n>o0-
Ensuite, par I'inégalité de Markov,

P(| X, — Xn| >¢) <
€

0, n,m— +o0.

La suite (X,,)n>0 est donc de Cauchy en probabilité, ce qui donne la convergence en pro-
babilité de toute la suite d’apres la Proposition 7.2.7.

3) = 1) : Comme X,, converge en probabilité vers X, de toute sous-suite (n') C (n), on
peut extraire une sous-suite (n”) C (n') telle que X,,» converge ps vers X. Le lemme de
Fatou, avec I'uniforme intégrabilité, garantit X € L! :

i
n''——+oo :| n!'—+o0

E[|X|] = E| lim inf | X,0]| < lim inf E[| X ] < supE[|X,[] < +o00
n>0

d’apres I'uniforme intégrabilité. Puis pour tout € > 0, on a

E[| X, — X|] E[| X, — X[1yx,—x|<ey] + E[| X0 — X[1x,—x(24)]
E[[Xn — X|1gx,—x1<e}] + E[| Xn|1yx, -x12e)] + E[| X |1{x,-x ¢}

e + E[[Xn|1qx, - x|>e)] + E[[ X[1{x, —x>e]-

VAN VANRVA

Comme {X, X1, ..., X,, ...} est uniformément intégrable, il existe 1 tel que pour P(A) < n:

E[|X,|14] <&, E[X|14] <e.
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Puis d’apres la convergence en probabilité X, —s X pour n assez grand P(|X, — X| >
g) < n si bien que

E[| Xa|1x,—x2e)) <&, E[X[1{x,—x>e}] <e.

Finalement, pour n assez grand, on a E[|X,, — X|] < 3¢, ce qui prouve le 1). O

Corollaire 7.3.1 (Vitali version L?) Soient p > 1 et (X,)n,>0 une suite de variables
aléatoires de LP(Q), F,P). Il y a équivalence entre

1. (X,)n>0 converge dans LP.
2. (Xp)n>o est une suite de Cauchy dans LP, ie. B[|X,, — X,,[P] — 0, m,n — +oo.

3. (XP)u>o est uniformément intégrable et (X,)n>0 converge en probabilité.

Démonstration : La preuve est similaire a celle du Th. 7.3.1 en utilisant les propriétés
de la norme || - [[,. O

7.4 Convergence en loi

Définition 7.4.1 (Convergence en loi) Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires
réelles. On dit que (X,)n>0 converge en loi vers la variable aléatoire X si la fonction de
répartition F,(t) de X, converge vers F(t), celle de X en tout point t ot F est continue
(c’est a dire en les points t tels que P(X = t) = 0). On note la convergence en loi :
X, = X.

On peut noter que, pour cette convergence, les variables aléatoires ne sont pas nécessaire-
ment définies sur le méme espace de probabilité (€2, F,P). Cela est par contre nécessaire
pour les convergences presque sure, en probabilité, en norme || - [|,.

Remarque 7.4.1 Si X est une variable aléatoire a densité, sa fonction de répartition est
continue et il n’y a plus d’hypothese restrictive a faire sur les points de continuité ¢ dans
la définition de la convergence en loi puisque pour tout ¢t on a P(X =t) = 0.

Exemple : Soit X,, de loi de Bernoulli donnée par P(X,, =1+ 1/n) = P(X,, = 0) = L.
Alors la suite (X,,),>0 converge en loi vers X de loi P(X =0) =P(X =1) = 1.

Théoreme 7.4.1 La convergence en loi X, = X est équivalente a avoir pour toute fonc-
tion g : R — R continue bornée :

lim E[g(X,)] = E[g(X)]. (7.10)

n—-4o00
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Remarque 7.4.2 En fait, la définition de la convergence en loi par les fonctions de ré-
partition ne permet de considérer la convergence en loi que pour les variables ou vecteurs
aléatoires a valeurs dans un espace fini-dimensionel (ie. ce qu’on a appelé variables aléa-
toires réelles ou vecteurs aléatoires). Par contre, la condition (7.10) permet de définir la
convergence en loi pour les variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique S quel-
conque avec g : S — R continue bornée. En général, dans les espaces métriques, on prend
donc (7.10) pour définition de la convergence en loi.

Démonstration : e Sens direct. On suppose d’abord ¢ de classe C' & support compact.
En particulier ¢’ est bornée et a support compact et la mesure |¢'(y)|dy a sa masse totale
finie :
[lwlay< s (gD ASupp(e) < o (711)
R yeSupp(y’)
Par le théoréeme de Fubini, on a

Bl = [ g(oPs, (o) = [ ( / ;g%y)dy) Px, (dx)
= /Rg’(y) /y+ooIP’xn(dx)dy=/R(l—Fn(y))g’(y)dy-

(Noter que le théoreme de Fubini s’applique puisque, d’apres (7.11), ¢'(y) est intégrable par
rapport a dyPx, (dx).) La fonction F' a au plus un nombre dénombrable de discontinuité et,
en ses points de continuité, 1 — F,, converge vers 1 — F' (par convergence en loi) en restant
bornée par 1 (car une fonction répartition est a valeurs dans [0, 1]). Par convergence dominée
(dans le membre de droite), on a :

lim Elg(X,)] = lim [ (1 - F.(y))d (y)dy = /(1 — F(y))g'(y)dy = E[g(X)]

n—-+o0o n—-+o00 R R

ce qui prouve (7.10) lorsque g € C!.

On suppose maintenant que g est continue a support compact mais pas nécessairement
dérivable. Pour tout e > 0, il existe une fonction h de classe C* & support compact telle
que |g(x) —h(x)| < ¢ pour tout € R (par exemple, prendre h = hy, = g*e;, la convolée de
g avec une approximation de I'unité e, qui est C* & support compact assez petit). D’apres
le cas précédent, il existe ng tel que pour n > ng, on a |E[A(X,)] — E[A(X)]| < 5. Pour
n > ng, on a alors :

[E[g(X)] = E[g(X)]]
< [Elg(Xa)] = E[R(X,)]| + [E[A(Xn)] = B[R (X)) + [E[A(X)] — Elg(X)]|
< Z + g + Z =c

ce qui prouve (7.10) lorsque g € C?.
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On suppose enfin que g est continue et bornée (et, pour simplifier, disons par 1). Etant
donné ¢ > 0, il existe h continue & support compact telle que 0 < h < 1 et avec E[h(X)] >
1—¢/5:limy, 400 P(X € [—n,n]) = 1 donc il existe ng tel que P(X € [—ng,no]) > 1—¢/5,
on prend alors

h(z) = 1siz € [—ng,ngl, h(z) = 0siz & [—ng—1,n9+1] et h linéaire sur [—ng—1, —no|
et [ng,no + 1] ; on a alors E[h(X)] > E[1_y, 0 (X)] = P(X € [=ng,ng]) > 1 —€/5.

On déduit, par la convergence en loi avec h continue a support compact, qu’il existe
ny tel que pour n > ny, on a E[h(X,)] > 1 — /4. La fonction gh est continue a support
compact. Il existe donc un entier ns tel que pour n > ny on a

[E[(gh)(Xa)] = El(gh)(X)]| <

DO ™

On a alors pour tout n > max(ny,n2) (en écrivant g = gh + g(1 — h)) :
[Elg(Xa)] - Elg(X)]]
< |E[(gn)(Xn)] = El(gh) (X)) + [E[g(1 — h)(Xu)]] + [E[g(1 — h)(X)]]

< §+E[I(1 =W)X +E[|(1=h)(X)]] <e

ce qui termine la preuve du sens direct.

e Sens réciproque. Soit z € R un point de continuité de F', la fonction de répartition
de X. Choisissons y > x (& préciser dans un instant) et soit f la fonction égale a 1 pour
u < x et égale a 0 pour u > y, et affine entre = et y. Cette fonction est continue et bornée
par 1. Puis comme 1j_ ;) < f < 1j_ ), on a

P(X, < ) = E[l_a0y(X,)] < E[f(X,)] S B[l s y(X)] =B(X, <y)  (7.12)

cest a dire F,(z) < E[f(X,)] < F.(y). De la méme maniere avec X a la place de X,,, on
a F(z) < E[f(X)] < Fy)

Fixons € > 0, par continuité (a droite) de F' en z, il existe yo > x tel que F(z) < F(yo) <
F(z)4¢/2. On choisit la fonction fj associée comme précédemment a ce yy. Par hypothese
pour cette fonction fy continue bornée, il existe ng tel que

Vn = no, E[fo(Xa)] < E[fo(X)] +¢e/2.
Il en résulte que pour tout n > ng,
Fo(x) <E[fo(X,)] <E[fo(X)]+e/2 < F(yy) +¢/2 < F(x) +e. (7.13)

En choisissant de facon analogue y < , on construit des fonctions f pour lesquelles on
obtient des inégalités inversées :

Fu(y) <E[f(X,)] < Fu(x),  Fly) <E[f(X)] < F(x). (7.14)
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Par continuité (a gauche) de F' en x, on peut alors choisir y; < x tel que F'(z) —¢/2 <
F(y1) < F(x); puis pour la fonction f; associée a ce y; comme ci-dessus, I'hypothese donne
I’existence de n; tel que

vn>ni,  E[fi(X,)] > E[fi(X)] —&/2
puis pour tout n > ng,
Fo(x) > E[fi(X,)] > B[fi(X)] —¢/2 > F(y) —¢/2 > F(z) — . (7.15)

Finalement avec (7.13), (7.15), on a obtenu la convergence de F,,(x) vers F'(z) : pour tout
n > max(nj,ny), on a
F(x) —e < F,(x) < F(z) +e.

g

Un des intéréts de la convergence en loi est de permettre d’approcher les lois inconnues (ou
connues mais, parfois, difficilement calculables) des X, par celle (souvent plus simple) de la
limite X, comme par exemple dans le théoreme central limite (cf. Section 8.2). D’ou I'im-
portance de criteres simples garantissant cette convergence sans repasser par la définition.
On en donne ci-dessous quelques uns : le Théoreme 7.4.2 (plutot utile dans les contextes
théoriques) et le Théoreme 7.4.3 (plus pratique a I'aide des fonctions caractéristiques).

Théoréme 7.4.2 (Portmanteau) Les assertions suivantes sont équivalentes quand n —
+00 pour des variables aléatoires X,, a valeurs dans un espace métrique S.

1. X, = X, ie. pour toute fonction f : S — R continue et bornée

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—-+oo
2. Pour toute fonction f: S — R uniformément continue et bornée

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—+o0
3. Pour tout fermé F, limsup,_,, P(X, € F) <P(X € F).
4. Pour tout ouvert G, liminf, ,, P(X, € G) > P(X € G).

5. Pour tout A tel que P(X € A\ A°) =0, on alim, . P(X, € A) =P(X € A).

Théoreme 7.4.3 La convergence en loi X,, = X est équivalente a la convergence simple
des fonctions caractéristiques :

lim @y, (1) = ex(t), VteR.

n—-+o0o
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Démonstration : Le sens direct est immédiat avec le Théoreme 7.4.1 puisqu’on a ¢ x (t) =
E[g:(X)] avec g;(x) = € continue bornée.

Pour la réciproque, on suppose d’abord que g : R — R est C? & support compact. Sa
transformée de Fourier §(t fR e g(x)dx est alors dans L'(R, B(R),\). En effet, g est
bornée ainsi que celle de g qui est egale a t2g(t). On a donc §(t) = O(1/t?*) en 400 et g
est bornée si bien que g € LY(R, B(R), \).

Comme § € L*(R,B(R),\), on peut appliquer le théoréme d’inversion de Fourier pour
écrire

1 it
= i 5 () dt.
o) = 5= [ i)

Comme g est intégrable, le théoreme de Fubini s’applique et donne :

BlC)] = 5B | [ e o) = 5 [ B

1

= 5 | ex(Daar

Mais comme ¢y, (—t) converge vers px(—t) pour chaque t et que |¢x, (—t)| < 1 pour tout
t € R avec en plus g intégrable, par le théoreme de convergence dominée, on a

lim E[g(X,)] = !

3= | ex(=ta(t)dt = Blg(x)].

n—-+oo 271’

Lorsque I’on suppose seulement g continue a support compact puis ensuire continue bornée,
on procede comme précédemment dans la preuve du sens direct du Théoreme 7.4.1. [l

Une version plus générale du Théoreme 7.4.3 donne la convergence en loi quand il y a
convergence simple des fonctions caractéristiques avec une hypothese simple sur la limite
pour qu’elle soit une fonction caractéristique.

Théoréme 7.4.4 (Paul Lévy) On considére une suite de fonctions caractéristiques (¢n)n>0
de variables aléatoires X,, réelles. On suppose que, pour chaque t € R, lim,_, . @n(t) =
o(t) et que ¢ est une fonction continue en t = 0. Alors ¢ est la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire X et on a la convergence en loi X,, = X, n — 400.

Démonstration : On note F,(z) = P(X,, < z) la fonction de répartition de chaque
variable aléatoire X,,.

Etape 1. Soit {ry,r9,..., 7y, ...} une énumération de Q. Pour chaque j > 1, on considere
la suite (F,(r;))n. Comme c’est une suite de [0, 1], elle contient une sous-suite convergente
(Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Par une procédure d’extraction diagonale, on peut
trouver une sous-suite Gy = F,, de F, telle que limg_, o Gr(r) = b, existe pour tout
r € Q. Comme F,, est croissante, on a facilement b, < b,/ si r < 7’
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Etape 2. On reconstruit une fonction a partir du squelette b,, r € Q. Pour cela, on note
G(t) = inf,~; b,. Il est clair que G est croissante car si ¢ < t’ alors G(t) < G(t'). Puis si
tn \(t et si r >t alors, pour n assez grand, r > t,, on en déduit que G(t) = inf,,>1 G(t,,)
pour toute suite ¢, N\, t. Cela justifie la continuité a droite de G.

Etape 3. On montre qu'en tout point de continuité ¢ de G alors lim, , ., G,(t) =
G(t). Soit r € Q, r > t. Alors G, (t) < Gu(r) et lim, 00 Go(r) = b.. On en dé-
duit que limsup,_,, Gn(t) < b,. Comme c’est vrai pour tout r € Q, r > ¢, on a
limsup,,_, ., Gn(t) < G(t) = inf,~; b,. Soit maintenant s <t et r € Q tel que s < r < t.
Alors liminf, ., G,(t) > liminf, ,, G,(r) = b, > G(s). Comme cela est vrai pour
chaque s < t, on en déduit liminf, , . G,(t) > sup,., G.(s) = G(t7) = G(t) puisque t
est un point de continuité de G. Finalement, pour un tel ¢, on a G, (t) — G(t).

Attention, cependant, a ce stade G n’est pas nécessairement une fonction de répartition,
par exemple F,,(t) = d,((—o0,t]) dont la limite G(t) existe et est nulle pour tout ¢ mais
G = 0 n’est pas une fonction de répartition.

Etape 4. On utilise le résultat suivant :

Lemme 7.4.1 Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique 1 et de fonction
de répartition G. Alors pour tout T > 0,

1 - G(2/T) + G(-2/T) < 2 (1 - % /Z@b(t)dt) |

D’apres ce lemme, pour tout £ > 1, on a

1 — Gu(2/T) + Gp(=2/T) = 1 — F, (2/T) + F, (~2/T) < 2 <1 - % /T %k(t)dt) .

Il est possible de choisir T tel que j:% soient des points de continuité de GG. Par continuité
de G (& gauche) et convergence dominée (a droite), avec k — 400, on a

T

1 - G(2/T) + G(~2/T) <2 (1 - %/ gp(t)dt) |

=T

Comme ¢(0) = 1, et ¢ est continue en 0, on a

On laisse alors T' — 0 de facon que j:% restent des points de continuité de G. On en déduit
que 1 — G(400) + G(—o0) = 0, ce qui exige G(—o0) = 0 et G(400) = 1.

Finalement, GG est croissante, continue a droite avec des limites a gauche de limite 0 et 1
en —oo et +oo. D’apres le Théoreme 2.3.1, G est une fonction de répartition.

On note @ la loi de fonction de répartition G. Cette loi est unique par caractérisation des
lois par leur fonction de répartition.
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Etape 5. Dans I'étape 1, on a montré qu’en tout point de continuité de G, fonction de
répartition, on a

lim Gp= lim F,, =G.
k——+oco k—+oco

On a donc Px,, = Q, k — +o0, et donc ¢, — g d’apres le Théoreme 7.4.1. Comme par
hypothese ¢, — ¢, cela exige pg = .

Toute sous-suite (n') telle que Px , converge en loi doit converger vers @ puisque on doit
avoir ¢, — ¢ et que ¢ est nécessairement la fonction caractéristique de la loi limite, cette
loi limite doit donc étre Q. Mais si X,, & @ alors il existe g continue bornée telle que
E[g(X,)] # E[g(X)] o X ~ @, c’est a dire qu'il existe ¢ > 0 et une sous-suite (n') tels
que

[Elg(Xw)] - E[g(X)]] > e. (7.16)

Mais en appliquant les étapes 1, 2 et 3 de cette preuve a X/, on montre que X,,; converge
en loi. D’apres ce qui précede, cette loi doit nécessairement étre @, ce qui contredit (7.16)
pour n' assez grand. O

Démonstration :[Lemme 7.4.1] Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique
1 et soit T' > 0. D’apres le théoreme de Fubini,

%/_sz)dt = E{%/_ﬁe“xdt} :E[%} SE[

< ]E{Sm(TX) }JrIE[M

TX X< TX
1
< Ellgxical + 7Bl gxza)

TX

|

ou dans la derniere égalité, on a utilisé |sinz| < |z| et |sinz| < 1. On en déduit

|

(x>0

1 L tydt > 1-P(X 1]P’X>
~ g7 [ w0 = 1=PIX| <0) - ZP(X] 2 a)

- (1 - TL) P(IX| > a) > (1 - Ti) (1-G(a) +G(~a))

(0% «

car P(X < a) < P(X < a) = G(a). On conclut en prenant o = 2. O

N

Théoréme 7.4.5 (Continuous mapping theorem) Soit f : S — S’ une application
entre espaces métriques et (X,)n>0 une suite de variables aléatoires a wvaleurs dans S.
Alors si X,, = X et f est continue Px-presque partout, on a aussi f(X,) = f(X),
n — +00.
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Démonstration : Notons Y,, = f(X,,). Si f est continue alors le résultat vient facilement
du Théoreme 7.4.1 : on considere g continue bornée, go f 'est encore et le Théoreme 7.4.1
(sens direct) donne pour la convergence X, = X

E[g(Ya)] = E[(g o f)(Xn)] = El(g o f)(X)] = E[g(Ya)].

Le sens indirect du Théoreme 7.4.1 assure alors X,, = X.
Dans le cas général ou f est seulement Px-ps continue, il faut utiliser le Théoreme 7.4.2

(Portmanteau).
0

7.4.1 Convergence en loi et autres convergences

Proposition 7.4.1 (Convergences ps et en loi) Si la suite (X,)n,>0 converge presque
surement vers X, elle converge en loi vers X.

Démonstration : On pourrait le justifier en utilisant que la convergence en probabilité
(impliquée par la convergence presque stre cf. Proposition 7.2.3) implique la convergence
en loi (cf. ci-dessous la Proposition 7.4.2).

On en donne une preuve indépendante a l’aide du critere de convergence en loi énoncé par le
Théoreme 7.4.3. Soit f une fonction continue bornée. Si X,, — X ps, alors f(X,,) — f(X)
presque surement et f(X,) est bornée par || f||o, qui comme toutes les constantes est IP-
intégrable. Mais alors par convergence dominée, E[f(X,,)] — E[f(X)], n — +o0, ce qui
justifie la convergence en loi par le Théoreme 7.4.2. U

Proposition 7.4.2 (Convergences en proba et en loi) La convergence en probabilité
implique la convergence en loi.

Démonstration : Il s’agit de montrer que si (X,,),>o converge en probabilité vers X, la
suite F,(x) = P(X,, < x) converge vers Fx(zr) = P(X < z) en tout point z ou Fx est
continue.

Soit € > 0, X, = X + (X,, — X) est inférieure a z si soit X < x+ ¢ soit X, — X < —e. On
adonc {X, <z} C{X <zx+e}U{X, — X < —¢} puis

P(X, <x) PX <z+4¢e)+P(X, - X < —¢)

<
< PX <z+4¢e)+P(X, — X|>e).

Soit n > 0, par continuité de Fx en z, il existe ¢ tel que Fix () < Fx(x+eo) < Fx(z)+n/2.
Pour ce choix de gy, d’apres la convergence en probabilité, il existe ng tel que pour tout
n > ng, P(|X — X,,| > &9) < n/2. Finalement, pour tout n > ny,

Fx,(2) =P(X, <) < Fx(z+eo) + P(| X, — X[ > e0) < Fx(x) +1/241/2 < Fx(x) +1.
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Un raisonnement analogue partant de 1'inégalité
PX<z—¢)<PX,<2)+PX-X,<—¢)
réécrite sous la forme

P(X, <x) PX<zx—¢)-PX-X, <—¢)

P(X <z —¢)—P(X — X,| > ¢)

IV 1V

puis pour n assez grand :

Fx, (x) > Fx(x —e) = P(|X — X,,| > ¢) > Fx(x) —

N3
N3

(n étant fixé, on choisit e assez petit tel que Fx(x —¢) > Fx(x) —n/2 par continuité de
Fx en z; puis pour cet £ > 0, la convergence en probabilité rend P(|X — X,,| > &) < n/2
pour n assez grand) permet de montrer la seconde inégalité, ie. Fx, (x) > Fx(x) — n pour
n assez grand.

Finalement, on a établit la convergence de F, (x) vers Fx(x), en x point de continuité de
Fy. U

Remarque 7.4.3 La réciproque est fausse en général : la convergence en loi n’entraine
pas la convergence en probabilité. Pour le voir, considérons par exemple (X, )nenuf+oo} UDE
suite de variable iid de loi b(p). Comme la suite est de méme loi, on a immédiatement
X, = X. Puis

1-1=0 avec probabilité 1/4

1-0=1 avec probabilité 1/4

0—1=—1 avec probabilité 1/4

0-0=0 avec probabilité 1/4.

X, —X =

Pour ¢ €]0, 1], on a alors
P(X,—X|>e)=P(X, - X =%1)=1/2 4 0.
Cependant, dans un cas bien particulier, on a une réciproque partielle :

Proposition 7.4.3 (Convergence en proba et en loi 2) Si X,, converge en loi vers la
constante ¢ alors X, converge en probabilité vers c.

Démonstration : En effet, soit pour € > 0, h = 1)_ c—c]uete,+00] €6 g la fonction qui vaut

lsix <c—coux>c+e,0en cet affine entre ¢ — ¢ et ¢ puis entre ¢ et ¢+ ¢. La fonction
g est continue, bornée et h < g. On a

(X, — ¢ > &) = E[L{x, ojset] = /h(Xn)dIP’ < /g(Xn)dIP’ R /g(c)dIP’ — 4(c) =0
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en appliquant le Théoréme 7.4.1. On a donc lim,,_, - P(|X,, —¢| > €) = 0. O
La convergence en loi ne vérifie pas de bonnes propriétés arithmétiques : si par exemple X,

tend en loi vers X, il n’est pas vrai que X, — X tend vers 0. En effet, prendre par exemple,
X, et X des variables aléatoires de loi normale centrée réduite N (0,1) alors la loi des X,
coincide avec celle de X mais aussi celle de —X (car X et —X ont méme loi, par parité
de la densité de N'(0,1)!). Donc les X,, convergent en loi vers —X, pourtant si X,, 1L X,
X,, — X suit une loi normale N (0,2) qui n’est pas la loi de 0 = X — X. Cependant, dans
certains cas, le lemme de Slutsky donne des résultats positifs.

Lemme 7.4.2 (Slutsky) Soit X,, = X et Y, = ¢ ot c est une constante. Alors
(X, Ya) = (X, 0). (7.17)
Ainst, X, +Y, = X +¢, X,.)Y, = cX, X,,/Y, = X/c (sic#0).

Remarque 7.4.4 Si X, —— X, on a aussi (Xn, Yn) N (X, c¢). Mais on a mieux pour la

convergence en probabilité : si X, 2y X etY, - Y alors (X0, Yn) LN (X,Y) puisque
(X5, Y2) = (X, V)|l = [ X, — X[+ ||V = Y.

On commence par une version plus faible de Slutsky qui contient ’essentiel de la difficulté
et a laquelle on va se ramener :

Proposition 7.4.4 (Slutsky) Si la suite (X,)n,>1 converge en loi vers X et si (Yy)n>1
converge en loi vers 0 alors X, + Y, converge en loi vers X.

Démonstration : En utillisant le théoreme Portmanteau (Th. 7.4.2), on montre la conver-
gence en loi en montrant pour f uniformément continue bornée que

lim E[f(X,+Y,)] =E[f(X)]. (7.18)

n—-+o0o

Soit € > 0 fixé. Par uniforme continuité de f, il existe 6 > 0 tel que |y| < ¢ implique pour
tout = : |f(x +y) — f(x)| <e. Comme f est bornée, on a

= ‘E[(f(Xn + Yn) - f(Xn))l{lYnK&}} + E[(f<Xn + Yn) - f(Xn))l{\Ynlzé}} ‘
= E[[f(Xa+Y2) = f(Xa) [Lgva<a] + E[f (X + V) = F(X0)|[1gv,20)]
< eP(|Yn] < 0) + 2[|f|lP(|Ya] > )

car | f(X, +Ya) — f(Xo) [ 1(vai<sy < €1yjy,)<sy- Comme Y, 0 (Prop. 7.4.3), on a

limsup |E[f(X, + Y,)] — E[f(X,)]| < e.

n—-+0o0o
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En faisant € \, 0 et comme lim,,_, o E[f(X,)] = E[f(X)] (X, = X), on a bien (7.18). O

Démonstration :[Lemme de Slutsky| Les affirmations 1), 2), 3) sont des conséquences
faciles de (7.17) combiné avec le continuous mapping theorem (Théoreme 7.4.5) appliqué
avec les fonctions continues g (z,y) = z + vy, g2(x,y) = zy et gs3(x,y) = x/y. Il reste a voir
(7.17).

Pour cela, on considere f(z,y) continue bornée et on montre que E[f(X,,,Y,)] — E[f(X, ¢)].
Pour g(z) = f(z,c), on a g continue bornée et donc E[g(X,,)] = E[g(X)], ie. E[ (X, ¢)] —
E[f(X,¢c)], ou encore (X,,c) = (X, ¢). Puis [[(X,,Ys) — (X, 0)|i = |V, —¢| = 0,0n a

(Xn, Yn) = (Xn,0) + (X, Ya) — (X, 0) = (X,0) + 0= (X, ¢)

en appliquant la Proposition 7.4.4 & (X,,,¢) = (X,¢) et (X, Yn) — (X,,¢) = 0. g

La convergence L' (ou dans LP) implique la convergence en loi (puisqu’elle implique la
convergence en probabilité qui implique celle en loi). La réciproque est fausse comme on le
voit avec le méme (contre) exemple qu’apres la Proposition 7.3.2.

7.4.2 Liens entre les différents modes de convergence
Les liens entre les différentes convergences sont donnés par le diagramme suivant :

CV ps CVL' « CVIP + CVL®

N\ Ve
CV en probabilité

i}
CV en loi

avec en plus les réciproques partielles :
— CV proba = CV ps pour une sous-suite ;
— CV proba = CV L! sous Ul;
— CV en loi = CV proba si X, = c.



Chapitre 8

Théoremes limaite

Dans ce chapitre, on considere des variables aléatoires réelles et on s’intéresse au com-
portement asymptotique de S, = > | X; ol (X;);>1 est une suite de variables aléatoires
iid. Les principaux résultats sont la loi des grands nombres (LGN) qui donne le comporte-
ment de S, /n et le théoreme central limite (TCL) qui précise ce résultat en montrant que
la vitesse de convergence de S, /n vers E[X]] est en \/n.

8.1 Lois des grands nombres (LGN)

La loi des grands nombres est la formulation rigoureuse des faits intuitifs suivants : si on
lance un grand nombre de fois une piece en l'air, il y aura en moyenne 50% de piles. De
méme, si on lance un grand nombre de fois un dé a 6 faces en l’air, il y aura en moyenne
1/6-eme des faces qui seront, par exemple, des 4 (si la piece et le dé sont équilibrés).

8.1.1 Version faible de la LGN

Il existe une premiere version de la LGN (dite faible) pour la convergence en probabilité.
Sous des hypotheses L?, c’est une conséquence simple de I'inégalité de Tchebychev (Théo-
réme 8.1.1) ; sous des hypotheses L', c’est une conséquence du Théoréme de Paul Lévy et
de la Proposition 7.4.3 en calculant les fonctions caractéristiques (Théoréme 8.1.2) combiné
avec la Proposition 7.4.3.

LGN faible L?

Théoréme 8.1.1 (LGN faible L?) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi avec un moment d’ordre 2. Alors

1 n
N X S EX)], 0 too.
n

=1

130
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On a donc la convergence de la moyenne arithmétique (dite aussi moyenne empirique) vers
la moyenne probabiliste (I’espérance probabiliste).

Démonstration : La variable aléatoire limite est la constante E[X;](= E[X;] pour tout i
car les variables aléatoires X; ont méme loi, donc méme espérance). Il s’agit de vérifier

26) =0.

Posons M, = £ 3" | X;, par linéarité, on a E[M,] = 3" | E[X;] = E[X;]. D’autre part,
par indépendance des X;, on a

BN 1 - 1 Var(X
Var(M,) = Var (E;Xz) = ﬁ\/ar (; X¢> =3 (nVar(Xy)) = —7(1 1).

L’inégalité de Tchebychev appliquée a M,, donne alors pour tout ¢ > 0 et n € N* :

n—-+0o00

Ve >0, lim ]P’(

1 n
LS X~ BIX)
n =1

1, < Var(M,,) _ Var(X;)
P < E(;Xl) —E[X1] 28> :P(|MR—E{M,¢]| 28) 2 < 2 (8,1)
On conclut en faisant tendre n vers —+oo. O

Remarque 8.1.1 Plus que la convergence, nous avons obtenu la vitesse de convergence :
d’apres (8.1) elle est en O(1/n). Si on connait Var(X7), on peut donc pour une proportion
donnée, trouver un rang ng tel que que pour n > ng et pour cette proportion de w € 2,
on a la moyenne arithmétique e-proche de 'espérance. Ceci est utile pour déterminer des
intervalles de confiance.

Souvent, on se trouve dans le cas particulier ou les variables aléatoires considérées sont de
loi de Bernoulli, la LGN faible se réécrit alors :

Corollaire 8.1.1 Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de Ber-
noulli de méme paramétre p. Alors

1 n
—g Xiﬁp, n — +00.
n

i=1

Démonstration : On a E[X;] = p car X; ~ b(p) et comme Var(X;) = p(1 — p) < 400, la
LGN faible version L? s’applique. O

C’est ce résultat qui formalise le résultat intuitif sur le lancer des dés ou des pieces : avec

_ o 1 n 7 .
X = 1{obtenir un 4 au i-eme lancery> 1 @ Xi ~ b(1/6) et p=1/6 et > 7, X; désigne
la fréquence d’apparition du 4 sur les n premiers lancers.
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Application de la LGN L? : estimation d’une proportion inconnue

On se propose d’estimer le parametre p inconnu d’une loi de Bernoulli en observant un grand
nombre de fois un phénomene aléatoire de loi de Bernoulli b(p), c’est a dire en observant
les réalisations d’une suite de variables aléatoires indépendantes X;(w), 1 < i < n, de loi
de Bernoulli b(p).

Modélisons le probleme de la fagon suivante. On considere une urne comportant des boules
rouges en proportion inconnue p et des boules vertes (en proportion 1 — p). On effectue n
tirages d’une boule avec remise. Notons

Y, — 0 sila boule tirée est rouge
! 1 sila boule tirée est verte { la boule est rouge au i-eme tirage}’

Désignons toujours par M, la moyenne arithmétique des n premieres variables aléatoires
X, ici cela correspond a la fréquence d’apparition des boules rouges lors des n premiers
tirages. D’apres la loi faible des grands nombres (ou plutét son corollaire 8.1.1 pour les
fréquences), M,, converge en probabilité vers p :

1 P

Il est donc légitime d’estimer p par M, pour n assez grand. En pratique, on observe une

valeur particuliere M, (w) calculée a partir des n tirages réellement effectués correspondant

a la réalisation w du hasard. La question pratique qui se pose est de donner une fourchette

pour I'approximation de p par la valeur observée M, (w) et contrdler le risque que cette

approximation ne soit pas valable. L’inégalité de Tchebychev pour M, s’écrit ici :
Var(X,) _p(l—p) _ 1

P(|M, —p| >t) < —
(| pl= )_ nt? nt?2 T 4nt?

car on majore facilement p(1—p) par 1/4 (la fonction  — x(1—=) sur [0, 1] a son maximum
en 1/2 et il vaut 1/4). D’on

1
Ant?’

P(M,—t<p<M,+t)=1-P(|M,—p|>t) >1- (8.2)
En pratique, on observe M, (w) et on dit que I,,(w) =|M,(w) —t, M,,(w)+t[ est un intervalle
de confiance (ou fourchette). L’équation (8.2) permet de voir que la probabilité de se
tromper (ie. en fait p & I,,(w)) est majorée par 1/(4nt?).

Si on se fixe un seuil d’erreur «, on trouve t,, tel que 1/(4nt?) = « et lintervalle I, o (w) =
| M, (w) — to, My (w) + to] est alors I'intervalle de confiance au niveau .

Exemple (Sondage) : Avant un référendum, un institut de sondage interroge au hasard
1000 personnes dans la rue. On note p la proportion d’électeurs décidés a voter OUI dans
la population totale. Dans ’échantillon sondé, cette proportion est égale a 0, 54. Proposer
un intervalle de confiance pour p au niveau 0, 95.
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Le sondage peut étre assimilé a un tirage avec remise (la réponse d’un électeur de 1’échan-
tillon correspondant au tirage d’une boule d’une certaine couleur selon son choix de vote),
on est alors ramené a la situation de I'exemple précédent. Ici, la fréquence observée du
choix du OUI sur les 1000 électeurs est Miggo(w) = 0,54 et l'intervalle de confiance est

I =]0,54 — ;0,54 +t[ avec un niveau o > 1 —1/(4 x 1000 x #?).

Pour un seuil de confiance o« > 0,95, il faut alors

1

1
1—- — < t> —— ~ .
1000 X 22 <0,06<=1t2> 0,0707

10v/2

Avec t, = 0,071, on trouve I, =]0,469;0,611[. On constate en particulier qu'une zone de
'intervalle de confiance correspond a p < 1/2; pour lequel le OUI ne serait pas gagnant
alors que la proportion observée semblait lui garantir la victoire. On ne peut pas garantir
la victoire du OUI avec une probabilité d’erreur inférieure a 5%.

> -
= 0,95 = %

Combien de personne faut-il alors interroger pour donner une fourchette a +1% avec un
seuil de 95% 7

Repartons de (8.2), avec une fourchette ¢ = 0,01. On veut o > 0,95 soit 1 — « < 0,05 :

1
—<0,05.
4n x 0,012 — 7
On trouve n = 50000, ce qui donne au sondage un cotit prohibitif. En gros, pour améliorer
la précision d'un facteur 10, on observe qu’il faut interroger 100 fois plus de personnes et
donc multiplier les cotits par 100.

LGN faible L!

On obtient toujours une LGN faible pour des variables aléatoires #d L! en utilisant le
théoreme de Paul Lévy (Théoreme 7.4.3) et la Proposition 7.4.3 en calculant les fonc-
tions caractéristiques (Théoreme 8.1.1). L’hypothese L' est optimale puisqu’il faut que X;
soit intégrable pour que son espérance ait bien un sens. Pour cela, on utilise les résultats
préliminaires suivants :

Lemme 8.1.1 On a

w N (i) Pt 2P
e’ — ol < min b+ 1)', ' .
—~ k! P " p!
Par conséquent,
P kyk +1 +1
t T X P 2P| X P
ox () = S SN < B [min (2T 20X )
k! (p+ 1) p!
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En effet, on a

p ’thk . . p Zktk L
px(t) = ) 5y EXT] = |Elexp(tX)] — )  —E[XT]
k=0 k=0
P vk
, (1t X)
< E ||exp(itX) — % u
) tp+1|X|p+1 Qtpp(’p
< [E |min , .
(p+ 1)! p!

Démonstration :[lemme| On utilise la formule de Taylor avec reste intégral :

P Nk

T (Z.CL')

=t
k=0

Pl z )
(x — s)Pe” ds

o

dont on déduit

s\ k T +1
- 1T 1 x|P
UL N Gl D / (z— syds| < 22
- k! ' Jo (p+ 1)!
=0
Puis, par un calcul simple a partir d’intégrations par parties
P . k . T .
, (i) iP / 1 (iz)P
e’ — = (x — s)P" e"ds — ——
,; k! (p—1D!Jo p!
d’on
p .
er -3 @) _ 2P faP el
| - | | |
—~ k! p! p! p!
ce qui donne la conclusion du lemme. O

Lemme 8.1.2 Soient a;,b; € C, 1 <1i < n, avec |a;|, |b;| <1, alors

n n n
i=1 i=1 i=1

Démonstration : On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident. On suppose
le résultat vrai pour n. On écrit alors

n+1 n+1 n+1 n n n+1
[Tai =110 = |11 —aw IT0:| + anes [0 = ] 10
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
< ang] Hai_Hbz‘ + Hbi |an41 — bna]
i=1 i=1

=1
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n n
< lansa Z |a; — bi| + Hbi |1 — by
i=1 i=1
n+1
< Z |a; — by,
i=1
ce qui donne le résultat pour n + 1 et acheve la récurrence. U

Théoréme 8.1.2 (LGN faible L') Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires iid
avec un moment d’ordre 1 (E[|X1|] < +00) et soit S,, = X1 +--- + X,,. Alors

S

n B EX), n— 4oo.

n

Démonstration : Quitte & écrire X; = m+X/, puis S, /n = m+S,, /n avec S;, = >, _, X/,
N ‘oz SO N S P

on se ramene sans perte de généralité a m = 0 et a montrer 2= — 0. Pour cela, on se

contente de montrer une convergence en loi (Proposition 7.4.3) et on 'établit a I’aide des

fonctions caractéristiques (théoreme de Paul Lévy, Th. 7.4.4).

Comme X € L' la fonction caractéristique py de X est dérivable et on a px(0) = 1,

¢’y (0) =4iE[X]. On a donc le développement limité suivant pour ¢ proche de 0
ex(t) =1+ itE[X] + o(t).

Comme les variables aléatoires X,,, n > 1, sont #id, la fonction caractéristique de S,, est

©s,(t) = Pxi4eax, (1) = 0x, (1) .- 0x, (1) = px(8)"
et donc "

()= g5, (- ) = ex (%) = (1+ i E[X] +oft/n)

W (1) = -] = —) = i— o(t/n .
P 5n sl 7, x5, o

Il faut controler correctement le reste o(t/n). Pour cela, on va appliquer le Lemme 8.1.2
avec a; = px(t) et by =1,1 <i <n (on a bien |a;| <1). On a alors

t\"™ t
er(7) == nfex () 1]
n n

Pour montrer que ce majorant tend vers 0, on estime
p=1 (et E[X;] =0) :

<n

@X(%) — 1‘ avec le Lemme 8.1.1 avec

. t
E[e/" —1 —i—X]

n
2 X? Zt]X\)}

n

gox<%> — 1‘ = n}]E[eit/” — 1” =n

<n]E{ o2

: t
et —i—XH <E {nmin(
n
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On observe alors que

2X? 21X 2X? 21X 12X?
nmin ,L <2t|X| € L' et mnmin , X < — 0, n — +o0.
2n? n 2n? n n

Par le théoreme de convergence dominée, il vient

lim n
n—4o0o

@X(%) - 1)‘ —0 (8.3)

c’est a dire
lim neg, /m(t) = 1 = prx(t).

n—-+o00

On a établi S,,/n = E[X] = 0. Comme la limite est constante, la convergence en loi se
renforce en une convergence en probabilité comme souhaité, cf. Proposition 7.4.3. U

8.1.2 Version forte (presque stire) de la LGN

La loi des grands nombres s’énonce aussi pour la convergence presque sire (ou en norme
LP). On parle alors de LGN forte. Comme la convergence ps (ou en norme L) implique
la convergence en probabilité, la LGN forte implique la LGN faible déja prouvée. On
propose dans cette section plusieurs preuves de la LGN forte pour des variables iid avec
des conditions d’intégrabilité L*, L?, L!. Bien siir, plus les hypotheses d’intégrabilité sont
faibles, meilleur est le résultat mais souvent plus difficiles sont les preuves.

Théoréme 8.1.3 (LGN forte ps) Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires iid. Il
Y a équivalence entre

1. X € L' je. EHXIH < +00.
2. (LGNF ps)

1O s
—E X, 2 ceR, n— +oo. (8.4)
n

i=1

Dans ce cas, ¢ = E[X]].

Remarque 8.1.2 la LGN ps reste vraie sous ’hypothese d’indépendance par paires, cf.
la deuxieme preuve ci-dessous.

La LGN s’énonce encore de la fagon suivante : si E[|X;|] < 4oo alors 2= = E[X;] +
o(1) ps lorsque n — +o00. Le TCL donne en un certain sens un terme de plus dans le
développement asymptotique en précisant le comportement en loi du terme o(1) sous une
hypothese supplémentaire sur la loi des X;. On a ainsi une estimation tres précise de I’erreur
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commise en approchant 'espérance mathématique par la moyenne empirique. Le résultat
permet en plus d’approximer la loi de % lorsque n est grand.

Démonstration de 2) = 1). Si la suite 2= = 1 3" X, converge presque siirement vers
n n 1=
c, alors

Xn Sn—Snfl Sn Snfl n—1
On Fnol Mmoo X —c—cx1=0
n n n n—1 n

donc X,,/n converge presque strement vers 0. Comme les variables aléatoires (X, ),>1 sont
iid, par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout (ou pour un) € > 0 on a nécessairement :

>r(

n>1

X
n

> 5) < +00
sinon on aurait ps |X,,/n| > ¢ infiniment souvent. Mais

e

n>1

> e) = P(IX,| = en) = > P(IXy| > en).

n>1 n>1

La Proposition 3.2.3 garantit alors que E[|X;|] < +o00 puisque

SoPB(IX| > n) <E[IX]] < Y P(X]>n).

n>0 n>1

g

Pour le sens direct 1) = 2) du Théoreme 8.1.3, on commence par donner une preuve de
la LGNF sous I'hypothese E[X}] < +o00 (existence d'un moment d’ordre 4). Dans ce cas,
il suffit d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli en vérifiant 'hypothese de la convergence
d’une série de probabilité en les majorant par 'inégalité de Tchebychev. L’existence de
moment d’ordre 4 permet d’avoir de bonnes majorations de ces probabilités, cf. (8.5).

Démonstration de 1) = 2) dans le cas L%. 1l suffit de prouver le théoreme quand
E[X;] = 0, le cas général s’obtenant par soustraction de l'espérance E[X;]. Posons

i=1 1=1

Soit € > 0 et D, = limsup,_,, .{|M,| > €}. On utilise le lemme de Borel-Cantelli pour
montrer que P(D;) = 0. Il suivra que I'ensemble D = J,,~; D1/, est un évenement de pro-
babilité nulle, ce qui prouvera le résultat car D = {M,, /— 0}, cf. le détail des explications
ci-dessous.

Afin d’utiliser le lemme de Borel-Cantelli, on montre la convergence de la série de terme
général P(|M,| > ¢). Or

E[S4]

n

P(|M,| > €) = P(IS:] 2 ne) = P(S, 2 n'e’) <~
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en utilisant 'inégalité de Markov. Il reste a estimer E[S2].
Sp = (Xi+Xo++X,)*
= Z Xlek2Xk3Xk4

k1,k2.ks,ka€{1,....,n}*

/ n
}:;¥4 + M(1,3) > XX
1<i<j<n
— —%M22§:XX2 + M(2,1,1) > XXX,
1<i<j<n 1<i<j<k<n
+ M(LLL1L) > XiXXX
L 1<i<j<k<i<n
ot M(4) = (3) =1, M(1,3) = (3) =4 M(2,2) = () =6, M(2,1,1) = (3)(}) = 12,
M(1,1,1,1) = (}) () (3) = 24. La linéarité et 'indépendance des X; donnent alors E[S2] =
4 n
M(4) ) EIX{] + M(1,3) ) EX]E[X)]
i=1 1<i<j<n
+ M(2,2) E[X?]E[X?] + M(2,1,1) }: E[XZ|E[X;|E[X}]
1<i<j<n 1<i<j<k<n
+ M(L1,1,1) > E[X]EXE[X]E[X)]
\ 1<i<j<k<I<n
Comme E[X;] = 0, les deuxieme, quatrieme et cinquiéme termes sont nuls. Comme on

montre que M (4) =1, M(2,2) = 6, on obtient

E[S)] = Y EX}]+6 Y EXJEX]]
= 1<i<j<n

Bl + 6 ) (8L
= nE[X]] + 3n(n — 1)(E[X7])?
nE[X*] + 3n(n — 1)E[X"]
3n’E[X*] < +o0
car E[X?)? < E[X*] par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a alors
E[Sy] _ 3E[X"]

<

niet T n2et

IAIA

P(|My| =€) <

(8.5)

Comme 3E[X*]/n%e? est le terme général d’une série convergente, P(|M,,| > ) aussi. Le
lemme de Borel-Cantelli s’applique et donne P(D.) = 0. Posons alors

+oo
D =Dy

p=1
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On a P(D) = 0 car D est réunion dénombrable d’ensembles D;/, de probabilités nulles.

Prenons alors
Q=D = (D5, = (U N{IMal < 1/p}.

p>1 p>1k>1n>k

On a P(Qy) = 1 et pour tout w € y, par traduction dans le langage logique des symboles
ensemblistes, pour tout p € N*| il existe un entier k tel que pour tout n >k : |M,| < 1/p.
On a donc M,, qui converge presque sirement vers 0; ce qui acheve la preuve de la LGN
forte. O

On donne maintenant une preuve de la LGN forte avec pour seule hypothese 'existence du
moment d’ordre 1 (cadre optimal). Cette preuve est due a Etemadi. Elle est plus subtile
et fondée sur une troncature des variables aléatoires X,,. Noter que dans cette preuve, on
ne suppose que l'indépendance deux a deux des variables aléatoires X,.

Démonstration de 1) = 2) dans le cas L' et avec indépendance par paires. Comme
X, et X vérifient les mémes hypotheses que X,,, on peut supposer sans restriction que
X, >0.Onnote Y,, = X, 11x,<ny €t Sp =37, Y. Solent € > 0, o > 1 et k, = [@"]. Par
I'inégalité de Tchebychev, on a

+00 +0o0
S; —E[S; ] 1 Var (S} )
Sr(ze) = 5k k—z

n=1 o
+o0o  kn
1 V
= -5 Z Z ar(Y; (par indépendance deux & deux)

2
€ n=1 i=1
400 400

1
- 22 Z Z 1{l<kn} k2

n=1 i=1
1 ) = 1
- 2 ZE[Y; ) Z Lickn} 12 (8.6)
i=1 n=1 n

Noter que {i < k,} ={i < a"} ={n>1ni/Ina} et donc

+00 1
;1{i3kn}k2 Z kg <> 221

l Int
n>et 2y
et
“+o0o a—Q(no—l)
—2n < / Qxdm — / a—2xdaj —
Z 2lna
n>n0 n>ng no—1
donc

Zl | i - a4a—2(lni/lno¢) B ot
— (ihn} k2 — 2lna 22lna
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On peut poursuivre (8.6) en

+00 +00 +00 i
Si. — EIS:,) o E=EYY ot &1,
Pl > < L= = Px(d
; (‘ K, =°) = 2(Ina)e? 4 i2 2(In a)e? ;ZQ/O v Px(de)

=1~ k=0
4 +oo k+1 2 1
Q 1 T
< — Px(dz) + — | 2°Px(d
= ey |\ & k+1/k " Px (dr) + G /0 2°Px( x))
1 1 2 w2
(car ﬁgzgmpourk>1etzl—226)
i>k+1 i>1

[\
N
=
o) Qﬁ
o
[\&]
VR
_l’_
NgF
w\
Bl
s
)
S|
ol
QU
&
+
o3,
C\H
s
[\o}
=
ol
QU
&
N~

2

_ W (E[Xl] + %/Olg;QIPX(dx)) < +o0.

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, ps, pour n assez grand

Sy —E|S;
L - EISL|
ky, -
et donc ps
Sy —E|S;
lim sup ‘k"—[k"]' <e.
n—-+o0o kn
Comme c’est vrai pour tout € > 0, en prenant € € Q arbitrairement proche de 0 on a
Sk, — E[S;,]
li L ns = (). .
ST O 57

A partir de ce résultat, il reste & obtenir la bonne limite (E[X;]), pour la bonne suite S,
plutot que S; et pour toute la suite S, et pas seulement pour une sous-suite.

D’abord,

L " L . ES;
E[X;] = lim 2Px(dx) = lim E[Y,]= lim —=
n—-+4o0o 0 n—-+o0o n—-+4o0o ]{jn
donc (8.7) donne ps
Sk
li ~ =E[Xq]. .
m T T B (88)

Puis

“+o00 400

S P(Y, £ X,) = ZIP’(Xn>n):Z/ OOIPX(dx):ZZ/Z Py (dz)

n=1 i=n !
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+oo i+1 +o0o i+1
= Zz/ Py (dz) < Z/ 2Px(dz) = E[X;] < 4o0.
i=1 Yt i=1 V1

A nouveau, par le lemme de Borel-Cantelli, on a P(X,, # Y, i.s.) = 0, soit ps X,, = Y,
pour n assez grand et donc ps

Sp— S5
LT 50, n— +oo.
n
On déduit donc de (8.8) que ps
. Sk,
lim S~ E[X]. (8.9)

n

Pour conclure soit n > 1 et m(n) > 0 tel que Eppy < n < kip(ny+1. Comme n — S, est
croissante et n > km(n), on a

Sn S Kmn S
limsup — < limsup Em(m+1 Fmin)+1 <o lim mett aE[X;]

n—+oo T n——400 km(n)—f—l km(n) n—+400 km(n)+1
car
Skm(n)+l [am(n)Jrl} a/m(n)Jrl
kmm+1 lam™] = amm) — 17

De la méme facon,

liminf — > lim inf —mt, _2mm) s 2 g ey —E[X;y].

n—+oo N n—+o00 m(n) km(n)+1 T n—+oo km(n) «

Comme « > 1 est arbitraire, en faisant a \, 1, on a ps

lim sup & < E[X;] < liminf &

n—+oo T n—>+oo 1
ce qui assure ps
S,
lim — = E[X]]
n—+oo N

8.1.3 Applications de la LGN
Méthode de Monte Carlo

Soient B un domaine mesurable borné, f : B — R une application mesurable et (X,,),>1
une suite de variables aléatoires 4d uniformes sur B. On suppose que f(X;) € L' (par
exemple, il suffit d’avoir f bornée sur B). On a alors

1 < ps, 1
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1
En effet, E[f / f(z)Px, (dx) / f(x B . Le résultat s’obtient donc en
appliquant la LGN forte aux variables f(X;) iid L1

La méthode de Monte-Carlo permet donc de faire un calcul approché d’intégrale en utilisant
la LGN. L’avantage par rapport aux méthodes classiques d’analyse numérique (trapeze,
Simpson, interpolation) est qu’aucune régularité n’est a supposer pour f. L’inconvénient
est que la convergence n’est que presque stre (pas vraiment génant en pratique) mais
surtout qu’il n’y a pas facilement de controle de 'erreur commise dans ’approximation.

Estimateurs de la moyenne, de la variance

Définition 8.1.1 (Moyenne et variance empiriques) Etant donnée une suite de va-
riables aléatoires (X, )n>1 iid, on deﬁmt

— la moyenne empirique X,, = + Zk 1 Xk

— la variance empirique S* = TIL S (X — X)) =150 X2 — X2

Proposition 8.1.1 (Moyenne et variance empiriques) Soit (X,,),>0 une suite de va-
riables aléatoires 1id de méme loi Q). On suppose que Q) admet un moment d’ordre 2 fini.
Alors les moyenne et variance empirique X,, S2 de l’échantillon (Xi,...,X,) estiment
l’espérance et la variance de @), ie. quand n — +00, on a

X, 2 EX)] = / r Qdz),

S22 Var(X)) :/sz Q(dxr) — </Rx Q(dx))z.

De plus, E[X,] = E[X;] et E[S?] = %L Var(X;).

7 N . . 7’ . . . . 7 2 _ 2 . 7 .
On préfere parfois considérer la variance empirique corrigée S; . = -55; qui vérifie

E[S; .| = Var(X1). Dans ce cas, on obtient un estimateur sans biais. La moyenne empi-
rique, elle, est toujours sans biais. Dans le cas gaussien, on peut préciser le comportement
de M, et de S?, cf. Théoreme 9.3.2.

Démonstration : Il s’agit d’une application immédiate de la LGN. Pour la moyenne
empirique X, : c’est immédiat. Pour la variance empirique, on a

(Z X223 KX+ nxg> _! (Z X292 4 nxg>
k=1 k=1 n k=1
(L) = (75 ) -

k=1 n k=1

— E[X?] - E[X]? = Var(X) (par la LGN).

S2 =

n

SRS

S|
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Puis E[S?] = 1 (nE[X?] — nE[X?]) = E[X?] — E[X?]. Or

E[X?] = %E (Z Xk> = %(nE[XQ] +n(n — 1)E[X]?)

car les variables aléatoires sont #d. On a donc

E[S?) = - (nE[X?] — (E[X?] — (n — DEX]) = " Var(x)

et E[S? ] = Var(X). O

On renvoie & [Dress| pour de nombreux exemples simples d’estimation.

8.2 Théoréme central limite (TCL)

Le TCL est un résultat fondamental qui explique que les fluctuations autour de leur
moyenne des effets cumulés de phénomenes répétés indépendamment, apres normalisa-
tion, se comporte comme la loi A'(0,1). Autrement dit (et grossierement dit), la somme
d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes (et de variance finie) suit, & peu
pres, une loi normale. On propose le TCL classique (pour des variables aléatoires 7id) dans
la Section 8.2.1 avant de le généraliser a des variables indépendantes non identiquement
distribuées dans la Section ?77?.

8.2.1 TCL classique et applications

La premiere version du TCL (théoréme de Moivre-Laplace) concerne les lois de Bernoulli
et est due a De Moivre (1733) qui I'a intuitée et Laplace (1809) qui I’a prouvée. La version
standard du TCL date du 20eme siécle et est prouvée par Polya (1920) .

Théoréme 8.2.1 (TCL) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles iid L2,
d’espérance m € R et de variance finie 0 > 0. Soit S,, = X, +---+ X, la somme partielle.

Alors quand n — +00
S, —nm

= N(0,1).
— (0,1)
Remarque 8.2.1 — D’un certain point de vue ce résultat complete la loi des grands

nombres : la LGN dit que la moyenne arithmétique

n n

1. Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Momentenproblem [Sur
le théoreme central du calcul probabiliste, parmi ceux ayant rapport a la notion de limite, et le probleme
des moments]
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converge quand n — 400 vers l'espérance m = E[X;] (la moyenne probabiliste)
en probabilité ou presque strement selon la version de la LGN. On sait donc que
Sn = mnm+o(n). Le TCL précise le comportement du o(n) et indique que la vitesse
de la convergence S, /n — 0 est en 1/y/n (en un sens faible car la convergence du
TCL est une convergence en loi soit une convergence assez faible).

— En plus dans le TCL, apparait & la limite la loi N'(0,1) alors que les variables
aléatoires X; sont de lois arbitraires (avec une variance finie) : ce résultat justifie
le role universel de la loi normale. Elle modélise les petites variations de n’importe
quelle loi (avec un moment d’ordre 2) par rapport a sa moyenne.

Démonstration :[TCL] En remplacant X, par \)/({';i[();]) = on_m, on peut se ramener a
i
E[X;] = 0 et Var(X;) = 1. Comme X € L? sa fonction caractéristique est C? et la formule

de Taylor a l'ordre 2 s’écrit

t? t?
ox(t) =1+t (0) + 590')’((0) +o(t*)=1- 5T o(t?)  lorsque t — 0.
Puis comme les X}, sont iid, on a pg, (t) = [[;_, ¢x,(t) = ¢x(t)", et donc
t2

SOSn/ﬁ(t) = ¥S, (t/\/ﬁ) = @X(t/\/ﬁ)" = (1 — % + O<E>>2 lorsque n — 4o00.

On applique le Lemme 8.1.2 avec a; = px(t/v/n), b; = (1 — %), 1<i<n:

oe(5p) - (- 5)

() - - 5)

Puis le Lemme 8.1.1 assure

<n

t £ _(BIXP X2 (BIXP 5 e
¢X<%)—(1—%)‘§nE[mm(6n3/2, " )1—E{m1n(6n1/2,t])(|)}

avec de plus

n

(PIXP e 2 v|2 & 71 (X
m1n(6n1/2,t\X| <t’|X] e L', et min iz

t3|X|3
6v/n

Le théoreme de convergence dominée assure donc
, . " 2
lim g,/ m(t) = lim (1 — %> = exp(—t°/2),

n—-+0o00 n—-+00

ie. S,,/v/n = N(0,1) par le théoreme de Paul Lévy (Théoreme 7.4.3). O
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Remarque 8.2.2 (Utilisation pratique du TCL) En général, lorsque n est grand, on
approxime la loi d’une somme de variables aléatoires iid de L?(2) par une loi normale grace
au TCL de la facon suivante. Soit S,, = X7 + --- + X, la somme de variables aléatoires iid
X; avec 02 < 400, on a d’apres le TCL

X1+ + X, — nE[X1]
ovn

— N(0,1).

Xi+ -+ X, — nE[X)]
o\vn

Y = N(0,1). Si bien que la loi de la somme S, = X; + --- + X, est approximée par celle

de

Quand n est grand on approxime alors la loi de par celle de

nE[X1] + ov/nY ~ N(nE[X}],o%n).

Régle statistique : La somme S, d’une suite de variables aléatoires iid L? de moyenne
m et de variance o® s’approxime par

S, =~ N (nm,o’n).

Théoréme de Moivre-Laplace. En particulier comme une loi binomiale B(n,p) peut
se voir comme la loi d’une somme S, de n variables aléatoires X;, 1 < i < n, de loi de
Bernoulli b(p) indépendantes, on a l'approximation d’une loi binomiale par une loi normale

B(n,p) = N(np,np(1 — p)).

Exemple. Un joueur lance une piece équilibrée : lorsqu’il obtient pile, il gagne 100 Euros,
lorsqu’il obtient face, il perd 100 Euros. Estimer le nombre maximal de lancers a effectuer
pour que ce joueur ait plus de 95 chances sur 100 de perdre au plus 2000 Euros.

Notons n le nombre de lancers effectués, la variable aléatoire .S, égale au nombre de piles
obtenus sur les n premiers lancers suit une loi B(n,1/2) et le gain (algébrique) vaut :

G, =100 x S, — 100 x (n — S,) = 2005, — 100n.

On cherche alors n tel que P(G,, > —2000) > 0,95. Or {G,, > —2000} = {S,—n/2 > —10}.
Comme S, de loi binomiale, peut étre vue comme une somme 5,, = ¢, +- - -+¢, de variables
aléatoires de loi b(1/2), d’apres le TCL

n—n/2
g =2 v00),
n/4
Si bien qu’on approxime la loi de S* par N(0,1) et donc celle de S,, par la loi normale
nn
N (5, Z)'

Chercher n tel que P(G,, > —2000) = P(S,, —n/2 > —10) > 0,95 revient a estimer n tel
que
P(N > —20/v/n) > 0,95 ou P(N < 20/v/n) > 0,95
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ou N ~ N(0,1) et par symétrie de la loi N'(0,1). La table de la loi N'(0, 1) donne alors

2 20 \?
—0 =1,60 cestadire n=|-—| = 146.
vn 1,65

Remarque 8.2.3 (Autres applications statistiques) Le TCL est fondamental en sta-
tistique pour établir des intervalles de confiance (asymptotiques) ou pour faire des tests
d’hypotheses & partir d’échantilllons aléatoires (test du x? (chi-deux), test de Student ou
autres).



Chapitre 9

Vecteurs gaussiens

Le TCL justifie 'importance de la loi normale. En effet, on approxime (en loi) de nom-
breuses variables aléatoires par des variables aléatoires normales ou des vecteurs gaussiens
en dimension d > 2. Il importe donc de savoir manipuler correctement ce type de vecteurs.
Ces vecteurs sont caractérisés par leur (vecteur) moyenne et leur (matrice de) covariance
et la plupart des calculs liés utilisent abondamment la structure hilbertienne de L?.

9.1 Variables aléatoires gaussiennes

Définition 9.1.1 (Variable aléatoire gaussienne (normale)) Une variable aléatoire
réelle X suit la loi normale standard N'(0,1) si elle admet pour densité

1
_6_t2/2.

V2r

De fagon générale, si m € R et 0® > 0, une variable aléatoire réelle X suit la loi normale
N (m,c?) si elle admet pour densité

R 1 (t —m)?
exp | ——2% .
V2mo? P 202

Si o2 =0, la loi est dégénérée et la variable aléatoire X est constante égale ¢ m. Sa loi est
un Dirac en m : Px = d,,.

t—

On rappelle que fj;o e~ /2dx = /27 justifie la normalisation de la loi A(0,1). Par
ailleurs, rappelons que :

Proposition 9.1.1 Une variable aléatoire X ~ N (m, c?) peut se voir comme la translatée
et dilatée d’une variable aléatoire Xy de loi normale standard N'(0,1) par

X =m+ ocXp.

147
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X —-m

g

Autrement dit si X ~ N (m,0?), 0> > 0, on définit la variable centrée réduite X =

Elle suit la loi N'(0,1). Rappelons encore que :

Proposition 9.1.2 Une variable aléatoire X de loi N'(m,0?) a pour
— Espérance : E[X] =m.
— Variance : Var(X) = o
— Fonction caractéristique : ox(t) = exp (imt — o*t?/2).

Proposition 9.1.3 Soient X; ~ N (my, 0}) et Xo ~ N(my, 03) indépendantes. Alors X;+
Xy ~ N(my + ma, 0% + 03).

Démonstration : Cf. Proposition 6.3.2. Une fois prouvé que la loi est normale N'(m, ?),
on retrouve facilement les parametres de la loi de X; + X5 puisque

m = E[Xl + XQ} = E[Xl] + E[XQ] =mqi + Mo
0? = Var(X, + Xy) = Var(X;) + Var(Xy) = o7 + 03

ou on utilise I'indépendance pour le calcul de la variance. ]

9.2 Vecteurs gaussiens

Dans la suite, pour simplifier la présentation, on note sous la forme de transposée de
vecteurs lignes les vecteurs colonnes : X = (X1,..., X )". On considere le produit scalaire
euclidien : pour z = (z1,...,24)5y = (y1,...,ya)! € R on a (z,y) = 2ly = Z?Zl ;.

On étudie maintenant la version multidimensionnelle des variables normales.

Définition 9.2.1 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq)" est gaus-
sien ssi toutes les combinaisons linéaires de ses coordonnées (a, X) = a1 Xy + -+ + a4 Xy
suit une loi gaussienne dans R (pour tout a = (ay, ..., aq)" € RY).

Proposition 9.2.1 L%mage linéaire d’un vecteur gaussien est encore un vecteur gaussien :
soit X = (X1,..., X4)" un vecteur gaussien de dimension d et A € M, 4(R). Alors AX est
un vecteur gaussien en dimension p.

Démonstration : En effet si a € RP alors (a, AX) = (A'a, X) suit une loi normale car
combinaison linéaire des marginales du vecteur gaussien X. O

De fagon générale, un vecteur X = (X1,..., Xy)! est dit L', resp. L?, si E[[X;|] < +oo, resp.
E[X?] < 400, pour tout 1 < i < d. Un vecteur gaussien est nécessairement L? puisque,
par définition, chacune de ses marginales X; est gaussienne donc L2
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Définition 9.2.2 La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xy)"
L? est la matrice carrée symétrique, positive

K = ( COV(XZ', XJ))

1<i,j<d’

L’espérance d’un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xy)! L' est le vecteur des espérances de

ses marginales .

Si E[X] =0, le vecteur X est dit centré.

Fonction caractéristique gaussienne en dimension d

Si X = (X1,...,Xy)" est un vecteur gaussien alors (a, X) = 3% | a;X; suit une loi normale
de parametres
E[{a, X)] = Elm X1+ -+ agXy = e E[Xq] + - - + aE[Xy] = (a, E[X])
d
Var({a, X)) = Var(am; Xi+ -+ aXy) = Z a;a; Cov(X;, X;) = a' Cov(X)a
ij=1

en utilisant des notations matricielles. Ces égalités caractérisent la moyenne m = E[X] et
la covariance K = Cov(X) de X. La variable aléatoire gaussienne (a, X) suit donc la loi
N ({(a,E[X]), a’ Cov(X)a), sa fonction caractéristique est alors donnée par

©a,x)(T) = exp (ix(a,E[X]} - %(at COV(X)CL)ZL’Q) . (9.1)

D’apres les définitions des fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire et d'un vecteur
aléatoire

px (@) = Ele™N] = opx(1).
On déduit alors de l'expression (9.1) :

Proposition 9.2.2 La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X = (Xi,...,Xy)"
est donnée par

ox(@) = exp <i<x,E[X]) _ %@,COV(X)@). 9.2)

La loi d'un vecteur gaussien est donc connue des qu’on a le vecteur moyenne E[X] et la
matrice de covariance Cov(X). On note alors :

Définition 9.2.3 Dans la suite, on note X ~ Ny(m, K) otvm € R? et K est une matrice
carrée d x d symétrique positive pour signifier que X est un vecteur gaussien de moyenne
m € R? et de matrice de covariance K.
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Remarque 9.2.1 — On identifie les parametres m et K d’une loi Ny(m, K) a l'aide
de 'expression de la fonction caractéristique par exemple si

1
px(s,t) = exp (2is + 3it — 532 + st — t2)

alors X ~ Ny(m, K) avec

m=(2,3) et K:(_} _;)

— On parle du vecteur gaussien standard en dimension d lorsque E[X] = 0 et
Cov(X) = I,. Sa fonction caractéristique est alors

px(x) = exp(—(z,7)/2) = exp(—||z[*/2).
— Pour un vecteur gaussien centré, E[X] = 0 et on montre que
(z, Cov(X)z) = E[(z, X)7],

la fonction caractéristique devient alors

ox () = exp (—%@;, Cov(X)x)) — exp (—%E[(m,Xﬂ) |
— En prenant = (21,0,...,0)¢, on a

ox(z) = px, (71) = exp(iE[X ]2, — Var(X;)z?/2).

On retrouve que X; ~ N (E[X;], Var(X;)). De méme, pour tout 1 < ¢ < d, on a

Proposition 9.2.3 Soit X ~ Ny(m, K) un vecteur gaussien de dimension d et A €
M, a(R) alors AX ~ N,(Am, AK A).

Démonstration : D’apres la Proposition 9.2.1, AX est gaussien. Si a € R, on a
— pour la moyenne :

E[{a, AX)] = E[(A'a, X)] = (A'a,m) = (a, Am)

ce qui assure que la moyenne de AX est E[AX] = Am;
— pour la covariance, on a :

Var({a, AX)) = Var({A'a, X)) = (A'a)'K(A'a) = a'(AK A")a

ce qui garantit que la covariance de AX est AK A’
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Comme pour les variables normales dans la Prop. 9.1.3, pour des vecteurs on a :

Proposition 9.2.4 Soient X; ~ N(my, Ky) et Xo ~ N(mag, Ks) des vecteurs indépen-
dants. Alors X1 + Xy ~ N(my +me, K1 + K>).

Démonstration : Il suffit d’utiliser I’expression (9.2) des fonctions caractéristiques :

<:0)(1-&-)(2(‘11) - SOXl(‘/E 90X2

- Xp( z,m) — =(x K1x>> exp ( (x,ms) — %@; Kﬂ))

= exp ( (mq +mg)) — ;(:r, (K, + K2)1'>) :

g

Corollaire 9.2.1 Un vecteur gaussien standard X ~ N(0,1;) est de loi invariante par
rotation.

Démonstration : La matrice d'une rotation est U € Oy4(R) (matrice orthogonale :
UU' = U'U = 1). D’apres la Prop. 9.2.1, si X ~ N(0, 1) alors UX ~ N(0,UI;U") =
N(0,UU") = N(0, 1,). O

Définition 9.2.4 (Vecteur gaussien dégénéré) Un vecteur gaussien X ~ Ny(m, K)
est dit dégénéré si sa matrice de covariance est non inversible, ie. det K = 0.

En fait si X ~ Ng(m, K) est dégénéré en dimension d ssi il existe a € R?\ {0} tel que
Ka = 0. On a alors Var({a, X)) = a'Ka = 0 et donc (a, X) = E[(a, X)]. Par conséquent,
le vecteur X prend ses valeurs dans 'hyperplan d’équation (a,x) = b ot on a noté b =
E[{a, X)]. Le vecteur X vit donc dans un sous-espace (affine) de dimension strictement plus
petite que d (il vit peut étre méme dans un espace affine encore plus petit que I’hyperplan
affine exhibé, en fait il vit dans un espace de dimension le rang de K'). Des exemples simples
de vecteurs gaussiens dégénérés sont fournis par

— X =(Ny,Nsg,...,N,_1,—N1—---—N,_1) ou Ny, ..., N, sont des variable aléatoires

normales indépendantes : il est clair que X est gaussien car

ni

(A, X) = Z(ai — a,)N; est normale

i=1

et X vit dans I’hyperplan d’équation 1 + --- + x, = 0.
— X = (N,...,N) ot N ~ N(0,1) : c’est bien un vecteur gaussien car (a,X> =

(Zf LG ) N suit une loi normale et X vit sur la droite d’équation z; = --- = z4.
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Dans le cas non dégénéré, comme pour les variables aléatoires gaussiennes, on peut se
ramener a un vecteur gaussien standard en centrant et en réduisant un vecteur gaussien
quelconque non dégénéré :

Proposition 9.2.5 Soit X ~ Ny(m, K) un vecteur gaussien non dégénéré de moyenne
m € R? et de matrice de covariance K. Alors

VE (X —m) ~ N0, I). (9.3)

Démonstration : D’abord, comme le vecteur X est non dégénéré, sa matrice de covariance
K est définie (c’est a dire inversible). Il existe donc une matrice notée v/ K inversible telle

que K = vVK(VK)!. 1l est donc légitime d’utiliser VE " dans (9.3). Par la Prop. 9.2.1,

VK (X —m) est un vecteur gaussien, puis par la Prop. 9.2.3, ses moyenne et matrice de
covariance sont

E[VK (X -m)] = VK (E[X]-m)=0,
Var(VE (X —=m)) = Var(VK X)=VEK KWK ) =1,

Finalement, \/ffl(X —m) ~ Ny(0, 1). O

Remarque 9.2.2 (Centrer-réduire un vecteur gaussien) Comme en dimension 1, on
peut centrer-réduire une loi gaussienne : une variable aléatoire X ~ Ny(m, K) avec K
inversible peut se voir comme une translatée et dilatée du vecteur gaussien standard N ~

Nd(07 Id) :
X ~ VKN +m.
Indépendance de variables aléatoires gaussiennes

Proposition 9.2.6 Soit (X,Y) un couple gaussien. Alors X et'Y sont indépendantes ssi
Cov(X,Y) =0.

Démonstration : Le sens direct est vrai quelque soit les lois de X et de Y, carrés in-

tégrables. Pour la réciproque, on sait que X et Y sont indépendantes ssi p(x y(t1,t2) =
wx(t1)py(ta). Or (X,Y) est un vecteur gaussien de matrice de covariance diagonale

0% 0
0 o
car Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = 0. On déduit de (9.2) que

: : 1
PX,Y) (tl, tg) = exp (zmltl + 1mote — 5@%0?( + th’?;))
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. 1 2 92 . 1 2 2
= exp (zmltl — 51510)() X exp < — 1Moty — §t20y>
= px(t)ey(ta),

ce qui justifie I'indépendance. O

De la méme facon, pour des vecteurs gaussiens, on a :

Proposition 9.2.7 Soit (X1,..., Xy, Y1,...,Ys,)" un vecteur gaussien de dimension dy +
dy. Les deuz vecteurs aléatoires gaussiens X = (Xq,..., Xq)" et Y = (Y1,...,Yy,)" sont
indépendants ssi les covariances Cov(X;,Y;), 1 <i <d;,1 < j <dy, sont toutes nulles.

Densité gaussienne en dimension d

Soit X ~ Ny(0, I;) un vecteur gaussien standard en dimension d. Comme Cov(X) = I,
les marginales X7, ..., Xy sont toutes indépendantes. La loi du vecteur X = (X1,..., Xy)
est donc la loi produit de ses lois marginales

Py =Py, ©---®Py,.
On a donc pour A € B(R?) :
]P(XGA) = /]P’X(dx):/IP’X1®®PXd(da:)
A A
_ / Py, (dz1) ... Px,(dza)

A
= ’ fxy(@)dzy ... fx,(2q)dxg

= /AfX1 (i[}l) cee fXd(xd)dxl oo dl‘d.

La densité de X est donc donnée par

Ix(@, o o2q) = fxy(21) X0 X fx,(2q)
\ 2T \ 2T
1

= mdexp(—(m%+---+x§)/2).

On peut énoncer :

Proposition 9.2.8 (Densité gaussienne standard) La densité d’un vecteur gaussien
standard Ny(0, 1) en dimension d est

1

fx(z) =

1
sexp (— (2 4+ 23)/2) = — exp (— [|z[*/2).
2 21
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Pour passer au cas général d'un vecteur gaussien X ~ Ny(m, K), on suppose X non
dégénéré sinon, c’est que X vit dans un sous-espace affine strict de R?, de mesure nulle
pour M\ et il n’y a pas de densité dans R?. Il faut alors étudier un tel vecteur en dimension
inférieure.

On considere donc X ~ ANy(m, K) non dégénéré, c’est a dire avec K = Cov(X) inversible.
On utilise le vecteur centré-réduit donné en (9.3) : on a X ~ v KN +m avec N ~ Ny (0, I,).

P(X € A) = P(VKN +m e A)
- /Rd 1{\/?y+meA}f(y) dy
= /Rd 1{a:€A}f(\/E_l<:U —m)) e

det\/E
/ exp(—|[VE  (z —m)|2/2)

(2m)2det K)1/? de
/ exp(=((z —m), K\ (x —m))/2
B (27)4 det ) 172

ol on a fait a la 4eme ligne le changement de variable y = vV Kx + m. On a prouvé :

Proposition 9.2.9 (Densité gaussienne général) La densité d’un vecteur gaussien X ~
Ny(m, K) non dégénéré est

exp ( —{(x —m), K Yz — m))/2)
((27m)d det K)1/2

fx(z) =

Vecteurs non gaussiens avec des variables marginales gaussiennes

On a déja vu que si un vecteur X = (Xi,..., Xy)" est gaussien alors ses marginales X; le
sont aussi, de méme les combinaisons linéaires de ses marginales le sont. La réciproque
est fausse : si des variables aléatoires sont gaussiennes alors le vecteur formé par ces
variables n’est pas nécessairement gaussien. En effet, prenons X une variable aléatoire de
loi N(0,1) et Y de loi donnée, pour a > 0 fixé, par

v _ X si|X]| <a,
Sl —X s X >

Alors Y est de loi N/(0,1) en effet

ez‘tY] — E[eitX1|X\§a] + E[e—itX 1{|X\>a}]

eitX 1{|X\§a}] + E[eitX]-{‘—X|>a}] = E[€ZtX1{\X|Sa}] + E[eitX1{|X|>a}]
itX(

py(t) = E

1{x|<a} + L{x|>a})]
itX] _ €—t2/2
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car la loi de X est symétrique : L(X) = L(—X). Puis, la variable X 4+ Y est donnée par
B X+X=2X s [|X|<a
X+¥ = { X-X=0 s |X|>a
= 2X1xi<a)-
La combinaison linéaire X + Y a un atome en 0 car P(X +Y = 0) > P(|X]| > a) > 0.

Elle ne suit donc pas une loi gaussienne. Le couple aléatoire (X,Y") n’est donc pas gaussien
(sinon on devrait avoir X + Y de loi gaussienne).

De plus, cet exemple montre aussi que dans la Proposition 9.2.6, 'hypothese (X,Y') gaus-
sien est nécessaire et il ne suffit pas de supposer que X et Y sont des variables aléatoires
gaussiennes. En effet,

Cov(X,Y) = E[XY]=E[X’1x<a] — E[X*1{x)50)]
= E[X? - E[X*1{xa) — E[X?1{x50)]
= 1-2E[X°1{x>q)].

La fonction u(a) = E[X?1{x|>q}] tend vers 0 en +oo par convergence dominée, est continue
et vaut E[X?] = 1 en 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc a tel que
u(a) = 1/2 et Cov(X,Y) = 0. Pourtant, X et Y sont non indépendantes sinon la loi du
couple (X,Y") serait

P(X,Y):PX®Py:N(0,1)®N(0,1)=N(< 8)((1) (1)))

qui est gaussienne, ce qui est faux. Pour cette valeur de a, on a donc des variables aléatoires
gaussiennes X et Y non corrélées mais non indépendantes.

Un autre exemple simple est donné par X = (N,eN) ou N ~ N (0, 1) et ¢ est indépendante
de N et deloi P(e=—1)=P(e=1)=3. OnaeN ~N(0,1) car

pon(t) = E[eN] = E[E["V|d]] = E[pn(te)] = E[exp(—(te)?/2)] = exp(—£2/2)

Mais X n’est pas gaussien car par exemple la combinaison linéaire de ses marginales N +&/N
ne suit pas une loi normale (il y a un atome en 0). Pourtant,

Cov(N,eN) = E[N?%] = E[N?]E[e] = 0.

9.3 Applications

9.3.1 TCL multidimensionnel

Le théoréme central limite se généralise pour des vecteurs aléatoires iid L? non dégénérés.
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Théoréme 9.3.1 (TCL multidimensionnel) Soit (X™),~; une suite de vecteurs aléa-
toires de R? #id L? de vecteur espérance m = E[X(l ] € R? et de matrice de covariance
K = Cov (X(l)) non dégénérée. Alors en notant S™ =>", X lg somme partielle des
vecteurs, on a
-1
nVAVEK (S(") —nm) = Ny(0, 1)) (9.4)
ou  n (S —nm) = N0, K).

Démonstration : On note Z,, = n~ /2y K_l(Sn —nm). D’apres le théoreme de Paul Lévy
(Théoreme 7.4.4), il s’agit de montrer que pour tout z € R%, on a

lim ¢z, (x) = a1 () = exp(—|lz[*/2).

n—-4o00

Pour cela, on observe que

(Zyx) =072 (VE (S —nm), ) = n2((S, —nm),y) = n”? (Z Y, = n(m. y>>
i=1

oll on a noté y = (\/K_l)tx et Y; = (X" y). On a

EY;] = E[(X',y)]= (m,y)
Var(y;)) = Var((X',y)) = y'Ky = o'VE K(VE )tz = otz = ||z||2.

Le TCL usuel en dimension 1 (Théoréme 8.2.1) appliqué aux variables aléatoires iid Y; =
(X", y) donne alors

™ Z, @) = ™2 ]| (ZY = nE[Y1]> — N(0,1).

i=1

D’ou
Jim gz,(r) = lim Elexp(i(Zy,2))] = lim E[exp(ilz]|((Zy, )/||z]])]
= lm iz, y(lzl) = eavon ([|2]]) = exp(—|z[*/2)

comme souhaité pour (9.4). Pour (9.5), on applique le continuous mapping theorem (Th
7.4.5) avec I'application linéaire x € R? — v/ Kz ott VK est la matrice telle que K

VK \/_ D’ apres la Proposition 9.2.3, 'image par cette application linéaire de Ny(0, I,
est NV (0, \/_\/_) = N4(0, K) ce qui prouve (9.5).

D\_/H
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9.3.2 Estimations : moyenne, variance empiriques

D’abord, on précise avec le TCL le comportement asymptotique de la moyenne empirique
X, et de la variance empirique S2.

Proposition 9.3.1 Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires #id L? de moyenne m,
de variance 0% < 400.

1. On a/n(X, —m) = N(0,0%).
2. Si E[X}]] < +oo alors en notant uy = E[(X; —m)?], on a :

V(S —o%) = N(0, g — o).

Démonstration : 1) C’est une application directe du TCL pour les variables aléatoires
(Xi)zZl iid :
— S, —nm
Vn(X, —m) =oc——-— = oN(0,1) = N(0, 0?).

2) Pour simplifier on prend m = 0. Comme

1 & — 1 & 3 X e 1 —2
S = = X, - X,)2==) X?_oXx, &=Lt X —_ X2 -X.
DI PR S Y - (o] X

n n -
=1

on a

2 2 nox2 o2 72
\/ﬁ Sn g :Zzzl 1 no o \/ﬁ n (96)

\/ﬂ4—04 \/n(ﬂ4—04) vu4—04'
Le TCL appliqué aux variables aléatoires iid X?, i > 1, de moyenne o2 et de variance
E[X{] - E[X?]* = p1s — 0, on a

n 2 2
Zi:l X; —no

D = N(0,1).

Puis comme par la LGNf, on a X,, — 0 et par le TCL, on a vnX, = N(0,1). En les
combinant, le théoreme de Slutsky assure \/HYi L0 F inalement, on déduit de (9.6),
encore avec le théoreme de Slutsky, que

S2 _ 02

\/ﬁ\/ pg — o

— N(0,1).
U

Pour un échantillon de variables aléatoires iid gaussiennes, on peut préciser la Proposition
8.1.1 et la loi (non asymptotique) de I'espérance et de la variance empiriques :

Théoréme 9.3.2 (Fisher sur les moyenne, variance empiriques) Soit (X,,),>1 une
suite de variables aléatoires iid de méme loi gaussienne N'(m,o?). Alors
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1. X, 1L S?
2. X, ~N(m,0?/n) et %S2~ x*(n—1).

Xn - . .
3. De plus, vV/n — Rl LY T(n—1) (loi de Student a n — 1 degrés de liberté).

2
VS,
Démonstration : La premiere étape consiste a vérifier qu'on peut se ramener au cas
m = 0 et 02 = 1. Pour cela, on pose

Xi—m

/_
Xi_
g

— X,=0X+m, 1<i<n,

et on observe que les variables aléatoires X7, ..., X/ sont indépendantes, de loi N (0,1).
Notons Y; leur moyenne empirique et S;f leur variance empirique. On a alors X, =
oX, +m et comme (X; — X,,) = o(X! — X,), on a aussi S2 = 0252 Si le résultat est
établi pour m = 0, o0 = 1, il reste donc vrai dans le cas général.

On suppose chaque variable aléatoire X; ~ N (0,1). Soit u; = (\/Lﬁ’ e \/LE) € R™ de norme

1. On complete ce vecteur u; en base orthonormée (uy,...,u,) de R et on consideére U la
matrice carrée changement de base, ie. la matrice dont les colonnes sont uq, . . ., u,,. Comme
U est une matrice changement de base d’une base orthonormée (la base canonique) & une
autre (uq,...,u,), U est orthogonale, ie. UU* = U'U = I,. Notons Y = U'X et Y' =
(Y1,...,Y,). Le vecteur Y est gaussien de covariance Ky = U'Kx(U")' = U'L,U = U'U =
I,, puisque, les variables X; étant indépendantes centrées-réduites, K x = I,,. En particulier,
les variables aléatoires Y7, ..., Y, sont indépendantes et de loi N (0,1). La premiere ligne

de U' étant u! = (%,---,%)7 on a

1

On exprime de la méme fagon S? en terme de Y :

n n

ns? = Y (X - X2 =) (X2 -2X,X, + X,)

k=1 k=1
_ (Z X,z) _ox, (Z xk> X,
k=1 k=1
Par conséquent,
nS? = (Z X2> —2X,(nX,)+nX, = (Z X,f) - nYi.
Mais comme U est orthogonale, elle conserve la norme si bien que Y = U'X a pour
norme (au carré) » ,_, Y2 = > 7 | X2 On déduit alors nS2 = > 7, V2. Puis comme

Y est un vecteur gaussien de matrice de covariance identité, les variables Yi,...,Y,, sont
indépendantes et de loi A'(0,1). On en déduit
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— l'indépendance de X, =Y;/y/n et de S2 = 1570 ) V2,
— X, ~N(0,2) et S2 ~ x?(n — 1) car somme de n — 1 carrés de variables aléatoires
N(0,1) indépendantes.
Le 3) vient de ce que lorsque X ~ N(0,1) 1L Y ~ x?(n), on a I'identité en loi :

X

VY/n

Preuve de (9.7). On utilise les densités g, et h, des lois x*(n), T (n) :
B 1 1 e e
om0 (%) Vi T(2)
X

On montre que T = admet h,, pour densité. D’abord
q o p

P(T<t) = P(X<t/Y/n) = IE[IP’(X < t\/mW)}

_ ]E[/; Y/ne—wzﬂ%].

)%(/; Y/ne“”2/2\j—§_7r>‘ = ’\/gexp(—ﬁ}//@n))’ < \/%

avec /Y /n intégrable, on peut dériver par convergence dominée et obtenir :

frt) = %]P’(T <) = \/%E[\/gexp ( _ t%ﬂ

1 ~+o00 Y 1/2 1 n_ 1 o "
—00 2

2

1 oo n+1 1 1 t
= - - 1 - ) d
\ QWTLQW?F(%) /Oo Yy 2 exp < 2( + n)?J Y

1 too -1
= '_QﬂnZ”/QF(%) /OO meXp(—u/Z) du

~ T (n). (9.7)

z27 ez >0, hy ()

gn(x)

Comme

t2
—(1+% )
<avecu ( —i—n)y
1 2Er(r
V2mn2n/2T (%) (1+ ﬁ)%“
1 (e
v (%) n

2

+1
2\ "

en utilisant la normalisation de la densité h,. . O
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9.3.3 Décomposition de vecteurs gaussiens et test du y?

Le théoreme de Cochran donne les lois des projections d'un vecteur aléatoire gaussien.

Théoréme 9.3.3 (Cochran) Soit X un vecteur gaussien de loi Ny(0,1,). Soit une dé-
composition orthogonale R = Fy & -+ & Fy, avec dim(F;) = d;, i = 1,...,k et F, L F},
i # j. Alors les vecteurs Pp (X),..., P (X), ou Pp, est la projection orthogonale sur F;,
sont gaussiens indépendants et

HPFi(X)HQ ~ Xz(di)7 i1=1,...,k.

On peut interpréter le théoreme de Cochran comme une sorte de théoreme de Pythagore,
en loi, pour les vecteurs gaussiens : si X est un vecteur gaussien standard dans £ = F@ F*,
espace de dimension d alors

Pp(X) ~ N(0,1Ir) L Pp.(X) ~N(0,Ip2)
et ) )
| Pr(X)||” ~ x*(dim(F)), || Pre(X)||” ~ x*(dim(F*)).
Pour avoir un résultat analogue pour un vecteur gaussien général X ~ Ny(m,T') non

dégénéré (detT" # 0), il faut considérer des sous-espaces F; orthogonaux pour un produit
scalaire li6 A T : (x,y)r = (z,Ty) = 2Ty, z,y € R

Démonstration : Soit (e; ;) 1<i<x une base orthonormée de R? adaptée a la décomposition
1<j<d;
RE=F - P Fy, ie. {e;; 7 =1,...,d;} est une base orthonormée de chaque F;. Soit

X = 1<i<k (X, e; j)e; ; la décomposition de X dans cette base orthonormée. Les variables
1<j<d;
aléatoires (X,e;;), 1 < i < k,1 < j < d;, sont normales puisqu’elles forment le vecteur

gaussien X et indépendantes puisque leur covariance sont (pour (i,7) # (k,1)) :
Cov (X, e55), (X, exy)) = e; daery = (i, ery) =0,
en utilisant pour un vecteur X € R% et a,b € R? :
Cov ({a, X), (b, X)) = a' Cov(X)b.

On peut écrire

k di
X =Y Pp(X) avec pp(X)=) (X ee.
i=1 =1
On note que le vecteur (Pg (X),..., Pp (X)) est gaussien : en effet des combinaisons li-

néaires de ses marginales en sont de (X, e; ;), 1 <i < k,1 < j < d;, qui sont des gaussiennes
indépendantes. On a ensuite immédiatement avec la Prop. 9.2.3 en notant aussi Pp, la ma-
trice de la projection Pp,

Pr,

k3

(X) NN(pFi(0)>PFiIdPIt~"i) :N(Oa [Fi)

carPpI14Ph, = Pilq = Ip,. Puis ||pp,(X)||* est donc une somme de carrés de variables
normales standard indépendantes, et suit donc une loi x*(d;). Ul
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Test d’adéquation du x?

On observe une variable aléatoire discrete X, de support connu S(X) = {a4,...,a,} C
R" avec les probabilités ponctuelles p; = P(X = a;) = Q({a;}) €]0,1[, j = 1,...,r incon-
nues. On note p = (py, ..., p,) le vecteur de ses probabilités.

Soit, par ailleurs, une probabilité Qg = Z;Zl T;0qa; de méme support mais avec les proba-
bilités m = (my,...,m,) connues (m; > 0, 1 <7 <r). On souhaite étudier la possibilité que
@ soit égal a @y, c’est a dire tester I’égalité de vecteurs de R" : p = 7. L’hypothese a tester
est alors

(H) : @ = Qo contre (A) : Q # Qo.

On observe un échantillon X = (X, ..., X,,)" delaloi @ de taille n, ie. n variables aléatoires
itd de loi @ et on compte le nombre de fois que la valeur a;, j = 1,...,r, est prise dans
I’échantillon :

n
N; = Z 1(x,=a;}= le nombre des X; égaux a a;.
i=1
On peut voir que N = (Ny, ..., N,)! suit la loi multinomiale M(n,p,...,p.) donnée par
n!

P((N1,...,N,) = (n1,...,n,)) :nl'—'n'prfl...pf’“, avec ny + -+ +n, = n.

Soient p; = N;j/n, j = 1,...,r, les fréquences empiriques. Par la loi forte des grands
nombres, lorsque n — +00, on a p; — p; = E[lix—,;}] = P(X = a;) ps. Pour déterminer
si p = m, on considere la distance entre p, qui approche p lorsque n est grand, et 7. En

pratique, pour des fréquences d’apparition f; de chaque atome a;, on note f = (f1,..., f;) =
("L, ..., =) le vecteur des fréquences empiriques et on définit la « distance » de Karl Pearson
entre f et m = (my,...,7m,) par
.
(f; —m)°
m) = s
p(f,m) ; -

(ce n’est pas vraiment une distance puisque p(f,7) n’est pas symétrique). Avec les fré-
quences empiriques p, on considere alors la quantité :

X ~ (o —m)* _ ~ (N —nmy)’
Tn =N ,TT)="n _— = -~ 4 J7
p(p, ) ; . ; o
dont le comportement permet de décider laquelle des deux hypotheses (H) ou (A) est la
plus vraisemblable :
— Sous I'hypothese (H) : T, est proche de 0;
— par contre sous 'hypothese (A) (p # 7), on a p(p,m) — p(p,m) > 0 ps et donc
T, — +00 ps.
Avec ces observations, on peut alors formaliser le test du x? (chi-deux) :
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Théoréme 9.3.4 (Test d’adéquation du x?) Soient my,...,m. > 0. Alors :
— sous Uhypothése (H) : T,, = x*(r — 1), n — 400 ;
— sous l'hypothése (A) : T,, — +00 ps, n — +00.

Démonstration : D’abord, sous (A), il existe j tel que 7; # p; et donc par la LGN forte

(Th. 8.1.3) lim inf,, 400 (p;—7;)? > 0 ps. On a alors liminf,, o 7}, > liminf, 4 nWi—m)® _

Ty

+00 ps, ce qui prouve le résultat sous I'hypothese (A).

On suppose maintenant ’hypothese (H) en vigueur. On voit que N s’écrit N = »"" | Z; ol

Zi1 1ix,—ai}
Zi,r 1 {Xi=ar}

sont des vecteurs iid. Sous (H), l'espérance commune des Z; est le vecteur 7 et la matrice
de covariance de leur loi est I' donnée par

—TT sij#k
Pik = Cov(Z1)jn = Cov(Zy;, Zik) = Ojumy — mymy, = { (1 * ) si ; ! )
J J - v

Le TCL multidimensionel (Théoreme 9.3.1) donne

%(N ) = X ~NO0,T), n— oo

et, en notant D = diag(l/w /T,y 1/ /7rr), par le continuous mapping theorem (Th. 7.4.5),
on a

1
Mais
N1—nmq

1 /N1
\/ﬁ Ny—nm,

NG
et, par la Proposition 9.2.3, DX ~ N,.(0, DT D") = N, (0, DT D) ou la matrice

VT

Y =DI'D = (0 — /mjmi)jn = I — (VT)(V7)" ot (V) =

On peut constater que ||/7||> =1 et
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et ¥t = ¥. La matrice ¥ est la matrice de la projection orthogonale sur V = (Vecty/)*.
En effet, on a Im ¥ L /7 car pour z € R" :

<2$7 \/E> = <JI - (ﬁ)(ﬁ)t‘rv \/E> = <$7 \/E> - <(ﬁ)(ﬁ)tx7 \/7_T>
(Vm)(Vm)'a,Vr) = (z, VT) (V1) (V7)) = (2, V) I) = (2, /7)

soit (X, /m) = 0 et Ker X = Vect(y/7) puisque Lz = 0 ssi x = (/7)(v/7)'z € Vect (1/7)
car (/m)'z € R.
De plus si Y ~ N,.(0, [,,) alors XY ~ N,(0,X%%) = N,(0,%X) ~ DX (Prop. 9.2.3).

Ainsi, sous (H), lorsque n — 400,

Ni1—nmq
N
| =y (9.8)
Ny—nm,
N
Mais
Ni—nm 2
N
T, = np(p,7) =
Ny—nm,
e

et par le théoréme de Cochran (Th. 9.3.3) ||SY |2 = [Ty (Y)[]? ~ x*(r — 1) car dim(V) =
r — 1. Finalement, (9.8), combiné avec le continuous mapping theorem (Th. 7.4.5) pour
I’application continue z € R” + ||z||?, donne

np(p, m) = x*(r — 1)

ce qui prouve le test d’adéquation du y?2. O

Le test du x? se décline sous d’autres formes : test d’homogénéité (pour tester que deux
échantillons sont gouvernés par la méme loi), test d’indépendance (pour tester que deux
quantités issues d'un méme échantillon sont indépendantes). Pour des détails et des exemples
simples, on renvoie a [Dress| ou a tout cours de statistique de base.
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