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FEUILLE D'EXERCICES # 7

Exercice 1 Autour de la propriété de Markov simple
Soit (X,)n>0 une chaine de Markov sur un espace dénombrable E, de matrice de transition Q).
Pour tout y € E, on note T, := inf{n > 0, X,, = y}. Etablir les relations suivantes :

i) Qn(z,y) = 351 Pa(Ty = m)Qn-m(y,y);
i) Po(Ty=n+1)=>_,,, Q,2)P.(T, =n);
iii) Pp(Ty < +00) = Q(z,y) + 3, Qz, 2)P-(Ty < +00).

Exercice 2 Niveaux d’une marche aléatoire simple

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,+1}. On
pose Sy =0 et pour n >1: S5, :=> 7 | X;. Pour a € N, on note Ty, := inf{n > 0, S, = a} le
temps d’atteinte de a par la chaine (S,)n>0.

1. Montrer que pour tout a € N, T}, est un temps d’arrét fini presque siirement.

2. Montrer que (Tg41 — Ty)aen est une suite de variables i.i.d.

Exercice 3 FExcursions d’une marche aléatoire simple

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,+1}. On
pose Sp := 0 et pour n > 1: S, := > p_; X. On pose Ty := 0 et par récurrence, on définit
ot = inf{n > T§, S, = 0} le temps n + 1—iéme temps de retour en zéro de la chaine (Sy,)n>0.

1. Montrer que la loi de Aj := (’fH — T3 ne dépend pas de n.
2. Montrer que les excursions (STéc, ooy S ) ken sont ii.d.
0

Exercice 4 Questions “simples” sur la classification des états
Soit (X, )n>0 une chaine de Markov de matrice de transition @ & valeurs E au plus dénombrable.
On adopte les notations du cours en particulier Ny := > 1x,—y, et G(z,y) := E;[N,].

1. Donner un exemple ot 'ensemble des points visités par la chaine issue de x n’est pas déter-
ministe, i.e. constant p.s.;

2. Donner un exemple oil, sans que x soit récurrent, sous P,, ’ensemble des points visités par
la chaine est p.s. toujours le méme. Donner un exemple oti, de plus, 'ordre des 3 premiers
points visités en partant de x n’est pas déterministe.

Pour z,y € E, a-t-on : (y récurrent et 3n tel que Qn(z,y) > 0) = N, = 400 P, —p.s.7
Donner un exemple ou il existe n tel que Qn(x,y) > 0 mais pour tout p, Qp(y,x) = 0.
Montrer que pour z,y € E, (G(x,y) = +00) = y récurrent. La réciproque est-elle vraie ?
Peut-on avoir 0 < G(z,y) < 400 avec y récurrent 7

Si G(z,y) = 400, quelles valeurs peut prendre G(y, ) ?

On suppose que pour tout z € E, 'ensemble V,, = {y € E|3n > 0, Q,(z,y) > 0} est fini.
Montrer qu’il existe des états récurrents.

S B

9. On suppose qu'il existe un état xg € E tel que pour tout z € F, on a ) Q" (xo,z) > 0 et
P, (Ty, < +00) = 1 ot Ty, est le temps d’atteinte de . Est-ce que la chaine est récurrente ?



