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FEUILLE DE TRAVAUX PRATIQUES # 4

Les chaines de Markov dans Scilab

Il existe essentiellement deux fagons de simuler une chaine de Markov (X,,),>¢ avec Scilab :
1. A la main, i.e. on définit la suite (X, ),>0 par récurrence, de “proche en proche”.

2. A laide du générateur grand (n, "markov",Q),xg) qui, étant donnés un entier n, une matrice
de transition Q € My4(R), et un entier xg € E := {1,2,...,d}, revoie directement n états
successifs (X1, ..., X,) d'une chaine de Markov a valeurs dans E, de matrice de transition
Q et issue de Xg = xg.

Les deux méthodes ont leurs avantages et leurs inconvénients. On préférera la premiére lorsque :

— l'espace d’état est infini ou de trés grand cardinal ;

— on dispose d’'une formule de récurrence explicite du type X,+1 = f(Xn, Un+1)-

Au contraire, la seconde méthode sera privilégiée lorsque :
— lespace d’état est de petit cardinal ;
— la matrice ) est facilement implémentable dans Scilab

Exercice 1 Tour de chauffe
Soient (e5,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi B(1/2) sur {—1,+1} et la
chaine de Markov Z = (Z,)n>0 := (€n+1,En)n>0-

1. Ecrire deux programmes renvoyant une trajectoire (Zo,...,Z,) de la chaine Z, chacun
utilisant une des deux méthodes décrites plus haut.

2. Estimer la probabilité stationnaire de la chaine Z

Exercice 2 Modele de Wright-Fisher, le retour
Soient k et N deux entiers tels que 0 < k < N. On considére la chaine de Markov (X))o &
valeurs dans E :={0,..., N}, issue de Xév := k et dont la matrice de transition est donnée par :

N P\ 7 N\ N—j
@ij=P<XéV+1=j|X5=i>=(j)(]V) (1;V> |

1. Ecrire un programme qui prend en entrée les entiers k, N,n et qui génére et trace une
trajectoire (XN)m=0..n-

2. Méme question si on considére le modéle “avec mutation”, c’est-a-dire la chaine (X),>0
dont la matrice de transition est

0= () (0ot ) ek v0-0-8)”

ot (u,v) €]0,1[? sont les taux de mutations.

3. Comparer les comportements asymptotiques qualitatifs des chaines (XY),>0 et (X2¥)n>0.



Exercice 3 Agrégation limitée par diffusion interne

On considére un modéle de diffusion sur la droite Z. On pose Ay = {0}, puis on itére le processus
suivant. Etant donné un ensemble A,, C Z contenant 0, on considére une marche aléatoire symé-
trique (Sk)r>0 issue de 0 et arrétée lorsqu’elle sort de A,,. On définit alors A, 1 comme I'ensemble
Ap U {x} ot z est le point de sortie de la marche. Par exemple, ’ensemble A; est choisi unifor-
mément parmi les deux ensembles {—1,0} et {0,1}. Notons G,, := min 4,, et D,, := max A,,, de
sorte que A, est de la forme A, = {G,,G, +1,...,D, —1,D,}. Puisque le cardinal de A,, est
n+1,ona D, — G, =n. Ainsi, A, est caractérisé par X, := D,, + G,,. On peut montrer que si
|Xn| =0, alors | X,,+1] = 1 et que si | X,| > 0, alors

1 X
| X| =1 avec probabilité 3 + 2(‘n—t|2)’
| Xn1| =
1 X
| X| + 1 avec probabilité 5~ 2<‘n_7;|2)

1. Ecrire un programme qui génére une trajectoire de la chaine inhomogéne (| X,,|)m=0..n-

2. Vérifier empiriquement que lorsque n tend vers U'infini, la suite X, /n tend presque strement
vers zéro.



