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FEUILLE DE TRAVAUX PRATIQUES # 3

Exercice 1 Arbres de Galton-Watson géométriques

On rappelle que la loi géométrique de parameétre p €]0,1[ sur N est la loi P = > .. ,pq'd; on
Pon a posé g := 1 — p. Soit <X”vk)n>l,k>1 une famille de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi P. On définit par récurrence une suite (Zn)n>0 telle que Zp :=1
et pour n >0 :

Zn,
Zny1 = ZXn—‘rl,k-
k=1

La suite Z,, représente le nombre d’individus & la génération n d’un arbre de Galton-Watson de
loi de reproduction P. On adopte ici la convention ) = 0 de sorte que si Z,, = 0 alors Z, ;1 = 0.
On désigne par T := inf{n > 0, Z,, = 0} € NU {400} le temps d’extinction de I'arbre. On note
m:=E[Z)] et 0% = B[Z}] — E[Z1]? € Ry.

1. Ecrire un programme qui prend en entrée un entier n € N, le paramétre p, et qui génére et
trace une trajectoire (Zx)k=0. n-

2. A n fixé, utiliser la méthode de Monte Carlo pour vérifier numériquement que ’on a bien

E(Z,) =m".
3. On rappelle que la probabilité d’extinction P(T" < 4o00) est la plus petite solution dans
[0,1] de l'équation de point fixe g(s) = s ou g est la fonction génératrice de la loi de

reproduction. Estimer numériquement cette probabilité et confronter votre résultat avec le
résultat théorique vu en TD.

4. Mettre en évidence la convergence de la martingale Y, := Z,,/m™.

5. On cherche maintenant a préciser ce comportement asymptotique de Z,, dans les cas critique

et sur-critique. On suppose tout d’abord que m =1 et ¢ < +o00. Par la méthode de Monte
Carlo, mettre numériquement en évidence les fait suivants :

(a) limy, 0o nP(Z, > 0) = 2/0?;
(b) L(Z,/n|Z, > 0) tend lorsque n tend vers l'infini vers la loi exponentielle £(2/02).

6. On suppose maintenant que m > 1 et 0 < 4+00. On a vu que dans ce cas, (Y,) converge
presque siirement et dans L2 vers une variable positive Y,,. Vérifier numériquement que
E[Yoo] = 1 et var(Yoo) = 02/(m? —m) .



Exercice 2 Modéle de Wright-Fisher
Soient k et N deux entiers tels que 0 < k < N. On définit par récurrence une suite de variables
(X2 )n>0 de la fagon suivante : X}V := k et pour pour tout n > O et i € {0,..., N}, laloi de X},
sachant que XV = i est la loi binomiale B(N,i/N).
1. Ecrire un programme qui prend en entrée les entiers k, N,n et qui génére et trace une
trajectoire (XY )m=0..n-
2. Mettre en évidence la convergence presque siire de la suite (X Jn>0 vers une variables XN
a valeurs dans {0, N}.

3. Estimer les probabilités de sortie P(XY = 0) et P(XY = N).



