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FEUILLE D’EXERCICES # 8

Exercice 1 Autour de la propriété de Markov simple
Soit (Xp)n>0 une chaine de Markov sur un espace dénombrable E, de matrice de transition Q.
Pour tout y € E, on note T}, := inf{n > 0, X,, = y}. Etablir les relations suivantes :

i) Qulx,y) =3 51 Pa(Ty = m)Qn-m(y,y);
i) Po(Ty=n+1) =3, Q(z,2)P.(T, = n);
iii) Py(Ty < +00) = Q(z,y) + 3, Qz, 2)P2(Ty < +00).

Exercice 2 Niveaux d’une marche aléatoire simple

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,+1}. On
pose Sop =0 et pour n >1: S, :=> 7 | X;. Pour a € N, on note Ty, := inf{n > 0, S, = a} le
temps d’atteinte de a par la chaine (Sp)n>0.

1. Montrer que pour tout a € N, T, est un temps d’arrét fini presque siirement.

2. Montrer que la suite (Tg4+1 — T5)qen est une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

Exercice 3 Excursions d’une marche aléatoire simple

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,+1}. On
pose Sy := 0 et pour n > 1: S, := >} | Xi. On pose T(? := 0 et par récurrence, on définit
Tg‘“ = inf{n > T, S, = 0} le temps n + 1—iéme temps de retour en zéro de la chaine (S, )n>0.

1. Montrer que la loi de Afj := TSLH — T ne dépend pas de n.

2. Montrer que les excursions (S’Tgf, e STkJrl) ren sont indépendantes et identiquement distri-
0

buées.

Exercice 4 Probléme de Dirichlet et propriété de Markov

Soit (Xy)n>0 une chaine de Markov sur un espace dénombrable E, de matrice de transition @) et
issue de x sous P, . Soient F' un sous-ensemble non vide de E et h une fonction positive bornée
h:F — R. On pose Tr := inf{n > 0, X € F} le temps d’atteinte de F par la chaine.

1. Lorsque (Xy)n>0 est la marche aléatoire simple sur £ = 7?2, identifier I'opérateur Id — Q.

2. Montrer que la fonction g : E — R définie par g(z) := E; [A(X 7y ) L1, <100] €st solution du
probléme de Dirichlet discret :

9(x) = Qg(x), Vue E\F,
g(z) = h(xz), VzePF.

3. Soit f une autre solution positive du probléme ci-dessus. Montrer que pour tout n > 0, on
a l'identité f(x) = E; [f(Xna7p)]- En déduire que f > g.



