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FEUILLE D’EXERCICES # 4

Exercice 1 : Concentration sur 0 et 1
Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles. On pose F,, = o(Xo,...,Xpn), n > 0. On
suppose que Xy = a presque strement avec a € [0, 1] et que pour n > 0,

1+ X,
2
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X
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1. Montrer que, pour tout n > 0 :

X 1+ X
P(Xnﬂz;ouxnﬂz +2 ”>:1.

En déduire que presque stirement, pour tout n > 0, X,, € [0, 1].

2. Montrer que (X,)p>0 est une martingale qui converge presque strement et dans LP pour
tout p > 1 vers une variable aléatoire que ’on note X .

3. Montrer que, pour tout n > 0 :
1
E[(Xni1 — Xn)*] = JE[Xn(1 = Xn)]
4. En déduire la valeur de E[X (1 — X )] puis la loi de X

Exercice 2 : Vers la loi du logarithme itéré

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
normale N (0,1), toutes définies sur un espace de probabilité (2, F,P). Pour n > 1, on pose
Sn = X1+ ...+ X,. Le but de 'exercice est de montrer que, presque siirement, on a

limsup ———m—— < 1
n—+oo V2nloglogn
Pour simplifier les expressions, on pose h(x) = y/2nloglogn pour = > e.
1. Montrer que pour tout 6,¢ > 0, on a

]P’(krllax S > ¢) < e YE[e5n).

2
En déduire que ]P’(kmlax Sp>c)<e 2.

2. Soit K > 1, majorer la probabilité

P(max Sy > Kh(K™1))

On_

et en déduire que lim sup < K presque stirement. Conclure

n—-+o0o h(n)



Exercice 3 : Ruine et grande fortune
Soit (Sy,)n>0 une marche aléatoire simple sur Z : Sy := 0, S, := X1+ ...+ X,, pour n > 1, ot les
variables X; sont indépendantes et de méme loi 0 < P(X; =1)=p < 1,P(X;=-1)=1—-p=:¢.
1. Pour n > 0, on pose Z, := (q¢/p)>*. Montrer que (Z,),>0 est une martingale positive.
2. Montrer que pour k > 0,
k
P(sup S, > k) < <p> :
n>0 q
et que lorsque g > p :

E [sup Sn] < L.
n>0 q—p

Exercice 4 : Une série aléatoire

Soient (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles
que P(X; = 1) =P(X; = —1) = 1/2 et (c;);>1 une suite de réels. Montrer que si > ,o; a? < 0o
alors la série ).~ ; X; converge presque slirement. -

Exercice 5 : Transformée de Lévy discréte

Soit (X5, )n>0 une suite de variables indépendantes et de méme loi P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2.
On pose By := {0,Q}, By, := o(X1,...,X,) et Sop :=0, S, := X1 +...4+ X, pour n > 1. On
considére la suite (My,)n>0 définie par My := 0 et pour n > 1 :

M, = Z signe(Sk_1) Xk.
k=1

1. Quel est le compensateur de la sous-martingale (S2),,>¢ ?
2. Montrer que (M,,),>0 est une martingale et calculer le compensateur de (M2),>0.

3. Quelle est la décompositin de Doob de (|Sy,|)n>07 En déduire que M,, est mesurable par
rapport a la tribu o(|S1],. .., [Sn|)



