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ELEMENT DE CORRECTION DE LA FEUILLE D’EXERCICES # 2

Exercice 9 : Ruine du joueur et identité de Wald

Soient @ et b des entiers strictement positifs et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi p := pd1 +¢qd_1+rdpou 0 < p,q,r <letp+qg+r=1.
On note (Fy,)n>1 la filtration naturelle associée. On pose Sy := 0 et S, := X; + ... + X, pour
n > 1.

1. Soit T' = inf{n > 0, S,, ¢]—a,b[}. Montrer que T" est un temps d’arrét fini presque siirement.
Le temps T est bien un temps d’arrét puisque, pour n > 0, on a

P(T'=n)=P(Sy €] —a,b[,...,5 -1 €] —a,b], S, ¢] —a,b]) € F.

On vérifie aisément que, si m := E[X}], alors la suite M,, := S,, — nm est une martingale.
D’aprés le théoréme d’arrét, on a alors pour tout n :

E[Mpan] = E[My], i.e. mE[T An]=E[Span] <a+b+1.
Lorsque n tend vers infini, il vient alors par monotonie mE[T] < a 4+ b+ 1 < 4o00. En
particulier, T est fini presque stirement.
2. Soit ¢ la transformée de Laplace de p i.e. ¢(\) = pe* + ge= + r pour A € R. Pour n > 1,
on pose Y;, := e*n /p(\)". Montrer que la suite (Y;,),>1 est une martingale.
Déja vu en cours / TD.
3. Soit A tel que tel que ¢(A) > 1. Montrer que E(eM7Tp(\)~T) = 1.
C’est le théoreme d’arrét (vérifier le bon jeu d’hypothéses)
4. On suppose désormais que p = g = 1/2. Calculer E(St), P(St = —a), P(ST = ).
On a ici ¢(A) = cosh(A). En dérivant 1'égalité de la question précédente en en faisant A = 0,
on trouve E[S7] = 0, dont on déduit facilement :

b a
a+b’ (57 =b) a+b

P(St = —a) =

5. Pour a > 1, caleuler E[a ™ T1g,-_,] et E[a~T1g,-5). En déduire E(T'|St) et E[T].

Il existe A > 0 tel que a = ¢(A\). L’égalité de la question 3 donne alors deux équations (une
pour A, 'autre pour —A\ :

M Ela T 1g,— 4] + MNEla 15, = 1,

N El0 15, o] + e MElaT1g,] = 1,
dont on déduit
sinh(A(a+ b))’ sinh(A(a + b))’

Les deux derniéres espérances peuvent alors étre calculées en dérivant par rapport & « puis

Elo T 1g,— o] = Elo T lg,—p) =

en faisant o = 1.



