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Exercice 6 Suites extraites d'une martingale

On considère (Xn)n≥0 une chaîne de Markov de matrice de transition Q. Les suites ci-dessous

sont-elles des chaînes de Markov ? Dans l'a�rmative, préciser leur matrice de transition.

1. (Yn)n≥0 := (Xn+k)n≥0, où k ∈ N est �xé.

Solution : Oui, (Yn) est bien une chaîne de Markov. En e�et, comme (Xn) est une chaîne de
Markov, on sait qu'il existe une fonction mesurable f et une suite i.i.d. εn telles que, pour

tout n ≥ 0 :

Xn+1 = f(Xn, εn+1).

En particulier, on a donc

Yn+1 = Xn+k+1 = f(Xn+k, εn+k+1) = f(Yn, ε̃n+1),

où la suite (ε̃n+1) est i.i.d. d'où le résultat. On véri�e aisément que la matrice de transition

de Yn n'est autre que la matrice Q.

2. (Zn)n≥0 := (X2n)n≥0.
Solution : Oui, (Zn) est également une chaîne de Markov. En e�et, comme (Xn) est une

chaîne de Markov, on sait qu'il existe une fonction mesurable f et une suite i.i.d. εn telles

que, pour tout n ≥ 0 :

Xn+1 = f(Xn, εn+1).

En particulier,
Zn+1 = X2n+2 = f(X2n+1, ε2n+2)

= f(f(X2n, ε2n+1), ε2n+2)
= f(f(Zn, ε2n+1), ε2n+2)
:= g(Zn, ε̃n+1),

où la suite (ε̃n) = ((ε2n, ε2n−1)) est une suite i.i.d., d'où le résultat. Cette fois, la matrice de

transtion de Zn est la matrice Q2.

Exercice 7 Chaîne pressée

Soient E un ensemble au plus dénombrable, Q une matrice de transition sur E et (Xn)n≥0 la

chaîne de Markov canonique associée. On suppose que pour tout x ∈ E, on a Q(x, x) < 1. On

dé�nit alors une suite de variables aléatoires à valeurs entières τ0 := 0, τ1 := inf{n ≥ 1, Xn 6= X0}
et pour n ≥ 1, τn+1 := τn + τ1 ◦ θτn .

1. Montrer que τ1 est un temps d'arrêt et que pour tout x ∈ E, τ1 est �ni Px−presque sûrement.

Calculer la loi de τ1 ainsi que celle de Xτ1 .

Solution : Soit k ≥ 1 un entier, alors

{τ1 = k} = {X0 = X1 = . . . = Xk−1, Xk 6= X0} ∈ Fk,

donc τ1 est bien un temps d'arrêt. Sous la loi Px, on a

Px(τ1 = k) = Px(X1 = x,X2 = x, . . . ,Xk−1 = x,Xk 6= x)
= Q(x, x)k−1(1−Q(x, x)),



autrement dit, τ1 suit la loi géométrique de paramètre p = 1 − Q(x, x). En particulier,

Px(τ1 <∞) = 1. Naturellement, on a Px(Xτ1 = x) = 0. Par ailleurs, pour y 6= x :

Px(Xτ1 = y) =
∑
k≥1

Px(Xτ1 = y et τ1 = k)

=
∑
k≥1

Px(Xk = y et τ1 = k)

=
∑
k≥1

Px(Xk = y et X1 = . . . = Xk−1 = x)

=
∑
k≥1

Px(Xk = y | X1 = . . . = Xk−1 = x)P(X1 = . . . = Xk−1 = x)

1
=
∑
k≥1

Q(x, y)P(X1 = . . . = Xk−1 = x)

=
∑
k≥1

Q(x, y)Q(x, x)k−1

=
Q(x, y)

1−Q(x, x)
,

où en 1, on a appliqué la propriété de Markov au temps k − 1. On véri�e au passage que∑
y 6=x Px(Xτ1 = y) = 1, ce qui est heureux !

2. Donner une autre façon de dé�nir la suite (τn)n≥0 et montrer que les τn sont des temps

d'arrêt.

Solution : la suite (τn) peut-être dé�nie de la façon suivante :
τ0 = 0,

τn+1 = inf{k > τn, Xk 6= Xτn}, pour n ≥ 0.

Pour voir que les τn sont des temps d'arrêt, on peut raisonner par récurrence. On sait déjà

que τ1 est un temps d'arrêt. Supposons qu'à n �xé, τn soit un temps d'arrêt, alors pour

k > τn :

{τn+1 = k} =
⊔

1<`<k

({τn+1 = k} ∩ {τn = `})

=
⊔

1<`<k

{τn = `}︸ ︷︷ ︸
∈F`

∩{X` = X`+1 = . . . = Xk−1} ∩ {Xk 6= Xk−1}︸ ︷︷ ︸
∈Fk


︸ ︷︷ ︸

∈Fk

3. Montrer que la suite (Yn)n≥0 := (Xτn)n≥0 est une chaîne de Markov par rapport à la �ltration

(Fτn). Quelle est sa matrice de transition ?

Solution : la suite (Yn)n≥0 est naturellement adaptée à la �ltration (Fτn). Par ailleurs,

d'après la propriété de Markov forte appliquée au temps d'arrêt τn d'une part, et d'après la

première question d'autre part, on a

Px(Yn+1 = xn+1|Yn = xn, . . . , Y1 = x1) = Px(Xτn+1 = xn+1|Xτn = xn, . . . , Xτ1 = x1)

= Pxn(Xτ1 = xn+1)

= Q̃(xn, xn+1) :=


Q(xn, xn+1)

1−Q(xn, xn)
si xn+1 6= xn

0 sinon.



4. On suppose que (Xn) est irréductible récurrente de mesure invariante µ. Montrer que la

chaîne (Yn) est également irréductible récurrente et que π(y) := (1 − Q(y, y))µ(y) est une

mesure invariante pour cette dernière.

Solution : si µ est invariante pour Q, on a par dé�nition :∑
y∈E

µ(y)Q(y, x) = µ(x),

de sorte que

∑
y∈E π(y)Q̃(y, x) =

∑
y 6=x

(
(1−Q(y, y))µ(y)× Q(y, x)

1−Q(y, y)

)

=
∑
y 6=x

µ(y)×Q(y, x)

=
∑
y∈E

µ(y)×Q(y, x)− µ(x)Q(x, x)

= µ(x)− µ(x)Q(x, x)

= π(x),

et la mesure π est bien invariante pour la chaîne (Yn).


